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Groupes finis

L’objectif de ces pages est de présenter les premiers résultats de structure et de classifi-
cation des groupes finis (cas abélien, nilpotent, et groupes quelconques de petits cardinaux
ou de cardinaux « sympathiques »). On développera particuliérement trois notions : les
théorémes de Sylow, les produits semi-directs, et les extensions de groupes.

Le lecteur est supposé connaitre la théorie de base sur les groupes : génération de
groupe, sous-groupes, sous-groupes distingués (cependant, I’essentiel sur les sous-groupes
distingués est rappelé au paragraphe 3.1), morphismes, quotients, théorémes d’isomor-
phisme, et présentation par générateurs et relations.
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Résumés des chapitres

Chapitre 1. Nous rappelons quelques généralités sur les groupes et quelques piéges
courants autour du théoréme de Lagrange et de sa réciproque : la recherche de
sous-groupes (éventuellement distingués) d’un ordre donné.

Chapitre 2. Nous abordons le cas des groupes abéliens. Nous démontrons les théo-
rémes de Sylow dans ce cas, nous définissons I’exposant d’un groupe abélien, et au
moyen d’une proposition sur l'existence de supplémentaires, nous démontrons les
théorémes de structure des groupes abéliens. Nous montrons également d’une fagon
élémentaire qu’un groupe abélien admet des sous-groupes de tous ordres (réciproque
du théoréme de Lagrange).

Chapitre 3. Nous quittons le monde abélien pour présenter les deux notions de pro-
duits semi-directs (internes et externes). Nous verrons quelques cas simples d’iso-
morphismes entre différents produits semi-directs.

Chapitre 4. Nous nous concentrons sur les théorémes de Sylow que nous démontrons
de deux maniéres et dont nous donnons des exemples variés d’utilisation.

Chapitre 5. Nous nous penchons plus particuliérement sur les p-groupes et les groupes
nilpotents. Nous montrerons en particulier que les groupes nilpotents sont exacte-
ment les produits directs de p-groupes et admettent donc des sous-groupes distingués
de tous ordres (réciproque du théoréme de Lagrange). Nous terminons ce chapitre
en exposant le spectaculaire théoréme de Frattini.

Chapitre 6. Nous classifions les groupes d’ordre inférieur ou égal a 15. Nous étudions
également des groupes d’ordres supérieurs (pq, p®, 155=3.5.17, 399=3.7.19, 147 =
3.7%), afin de présenter différentes techniques.

Chapitre 7. Nous présentons les problémes d’extension de groupes. Les problémes
auxquels on tentera de répondre sont : deux groupes N et H étant donnés, combien
d’extensions (& équivalence prés) existe-t-il de H par N ? Combien d’extensions
scindées ? A cet égard, on verra le role particulier de Hom(H, Out(V)). Les réponses
seront plus précises dans deux cas pourtant opposés : lorsque le groupe distingué de
I’extension est de centre trivial, ou au contraire lorsque ce groupe est abélien.

Chapitre 8. Nous commencons par définir rapidement la cohomologie des groupes.
Puis nous poursuivons I'étude des extensions de groupes G par des groupes abé-
liens A et nous établissons le lien avec la cohomologie des groupes en degré 1 et 2 :
H'(G, A) décrit I'ensemble des sections d’une extension scindée donnée, & conju-
gaison prés dans A, et H*(G, A) décrit Pensemble des extensions pour une action
donnée de G dans A.

Appendice. Nous terminons par quelques mots sur William Burnside (mathémati-
cien anglais du début du XXéme siécle) qui participa avec Frobenius & I’émergence
de la recherche sur les groupes finis, succédant ainsi & Galois, Lagrange, Cauchy,
Cayley, et qui a laissé son nom a de nombreux lemmes et théorémes dans cette
branche des mathématiques.



1 Généralités

1.1 Quelques rappels ciblés

Les définitions ci-dessous seront centrales dans la suite de ces pages. Pour l'instant,
les groupes sont quelconques, éventuellement infinis.

Définition 1.1 (Ordre et exposant).
— L’ordre d’un groupe est son cardinal.
— L’ordre d’un élément est 'ordre du sous-groupe engendré par cet élément.
— L’exposant d’un groupe est le ppem des ordres (finis dans le cas de groupes infinis)
de ses éléments!.
— Un groupe est dit périodique si tous ses éléments sont d’ordre fini.

Définition 1.2 (p-(sous)-groupes (de Sylow)).

— Un p-groupe est un groupe pour lequel il existe un nombre premier q tel que l'ordre
chaque élément est une puissance de ¢. Grace au théoreme de Cauchy, un p-groupe
fini est un groupe dont 'ordre est une puissance d’un nombre premier.

— Un p-sous-groupe d’un groupe est un sous-groupe qui est un p-groupe.

— Un p-sous-groupe de Sylow (ou p-Sylow) d’un groupe est un p-sous-groupe maximal
pour l'inclusion des p-sous-groupes.

Définition 1.3 (Actions de groupe).

— Une action du groupe G (a gauche) sur un ensemble E est la donnée d’un morphisme
de groupes ¢ de G dans &(F), le groupe des bijections de E. L’élément ¢(g)(e) de
E est noté g.e. Le morphisme ¢ est appelé le morphisme structurel de 1’action.

— Le stabilisateur d’un élément e de E sous 'action de G est 'ensemble {g € G | g.e =
e} et est noté Stabg(e) ou G°.

— L’orbite d'un élément e de E sous l'action de G est I'ensemble {g.e| g € G} et est
notée Orbg(e) ou G.e.

— Un élément e de E est un point fize sous I'action de G si Stabg(e) = G. L’ensemble
des points fixes est noté Fixg(E) ou E.

— L’action est dite libre si pour tout e € E, on a Stabg(e) = {1¢}.

— L’action est dite fidele si Ker (¢) = {14}

— Une transversale d'une partie F' de F stable sous 'action de G est un sous-ensemble
F’ de F contenant un et un seul élément par orbite sous G.

Remarques.
1. On a Ker () = ﬁEStabg(e), donc ﬂEStabg(e) est un sous-groupe distingué de G.
ec ec

On peut le voir aussi en remarquant que Stabg(g.e) = gStabg(e)g™!, donc ﬂGStabg(e)
ec

est stable par conjugaison.

1Un groupe d’exposant infini signifie donc qu’il contient des éléments d’ordre fini arbitrairement grand.
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2. On a la relation |Orbg(x)| = % que 'on peut démontrer ainsi. Soit H =

Stabg(e), puis fo : G/H — Orbg(e), gH — g.e une application ensembliste, dont on
doit vérifier la bonne définition. Il suffit ensuite de vérifier qu’elle est bijective.

3. Le plus souvent, pour étudier les groupes, on utilise des actions (en général a gauche)

sur eux-mémes ou sur des quotients.

(i) Action par multiplication & gauche de G sur lui-méme. Pour tous g, h dans G, on
pose g.h = gh. Le morphisme structurel va de G dans &(G).

(ii) Action par conjugaison de G sur lui-méme. Pour tous g, h dans G, on pose? g.h =
ghg™!. Dans ce cas, le morphisme structurel va de G' dans Int(G), le groupe des
automorphismes intérieurs de G.

(iii) Action de G sur un ensemble quotient G/H. Soit H un sous-groupe quelconque
de G. Pour tous g, ¢’ dans G, notons g’ la classe de ¢’ dans I’ensemble quotient G/H

et posons ¢.¢' = gg’.

Trois exemples d’action de groupes

Les trois exemples choisis ci-dessous illustrent les trois actions décrites ci-dessus.

Proposition 1.4 (Théoréme de Cayley, 1854).
S1 G est un groupe d’ordre n, alors G est isomorphe a un sous-groupe du groupe symétrique
G,

Démonstration (action par multiplication & gauche).

Le morphisme structurel ¢ de ’action par multiplication & gauche de G sur lui-méme est

un morphisme de G dans &(G) qui est injectif, car cette action est libre, donc fidéle, donc

Ker (¢) = {1g}. Ainsi G est isomorphe a un sous-groupe du groupe symétrique &(G).
OJ

Lemme 1.5 (L’équation aux classes).
Etant donné un groupe G opérant sur un ensemble E, soient E' une transversale de E et
E" une transversale de E ~ EC. Alors |

_ Gl
Bl = 2 mabew (BEC1)
G
151 = || v 2 b (EC2)
et si G est un p-groupe, on a :
|E| = |E¢| (mod p). (EC3)

Démonstration (action par conjugaison).
Prouvons (EC1). On part de la partition E en orbites sous G. Puisque |Orbg(e)| =

%, I’équation aux classes (EC1) en découle. Prouvons (EC2). Pour tout point fixe e

de E sous 'action de G, on a Stabg(e) = G, donc |Sta|f‘(e)| = 1. En écartant dans (EC1)

les points fixes, on obtient (EC2). Prouvons (EC3). Supposons que G est un p-groupe.

2ou alors h.g = g~ 'hg, et l'action serait & droite.



Alors dés que e n'est pas un point fixe, |Stabg(e)| est un diviseur propre de |G|, donc

G| G|

Biabg (o) oSt une puissance non nulle de p, donc p divise ZI;NM' Le résultat se déduit
€

alors de (EC2). O

Proposition 1.6 (Théoréme de Lagrange).
L’ordre de tout sous-groupe divise [’ordre du groupe.

Démonstration (action par multiplication sur les classes selon un sous-groupe).
Soit H un sous-groupe de G. L’action de H sur G par multiplication & gauche est libre,
donc I’équation aux classes associée est :
Gl = 2 ],
geG’
donc l'ordre de H divise celui de G. 0

Proposition 1.7 (Un corollaire important du théoréme de Lagrange).

Deuz sous-groupes H et K d’ordre m et n avec mAn =1 d’un groupe G sont d’intersection
triviale : HN K = {1¢}.

Démonstration. Soit x un élément de H N K. Le cardinal du sous-groupe engendré par
x doit diviser m et n d’aprés le théoreme de Lagrange, donc doit diviser le pged de m et
n. Donc x = 1. O

1.2 Quelques contre-vérités

— Soit G un groupe de cardinal n. Pour tout diviseur d de n, il existe un élément de
G d’ordre d.

VRAI : pour tous les groupes cycliques et eux seulement.
FAUX : pour tous les autres, puisqu’un groupe non cyclique d’ordre n ne contient
pas d’élément d’ordre n.

— Soit G un groupe de cardinal n. Pour tout diviseur d de n, il existe sous-groupe de

G d’ordre d.

VRAI : pour tous les groupes abéliens® et les p-groupes®*. Vrai pour tous les groupes
d’ordre pq ou p et g sont premiers entre eux (en utilisant le théoréme de Cauchy,
tels G3. Vrai plus généralement pour les groupes nilpotents, puisqu’ils sont le
produit direct de leurs p-Sylow (cf. théoréme 5.14).

FAUX : pour les groupes symétriques &, ol p est premier supérieur ou égal a
5, car un sous-groupe d’ordre 2p contient un élément d’ordre p et un élément
d’ordre 2, mais on peut montrer que deux tels éléments de &, engendrent un
sous-groupe d’ordre strictement supérieur a 2p. Faux également pour les groupes
simples non cycliques, puisque d’une part, d’aprés le théoréme de Feit-Thomson

3Cf. propositions 2.5.
4Cf. propositions 5.5.



(extrémement difficile) de tels groupes sont d’ordre pair (tel 5), d’autre part,
si un tel groupe contenait un sous-groupe d’indice 2, il serait distingué, ce qui
contredirait la simplicité du groupe. En fait, I’énoncé en question est faux pour
tous les groupes non nilpotents (cf. proposition 5.15).

— Soit G un groupe de cardinal n et soient p et q deur nombre premiers distincts
divisant n. Alors il existe un élément de G d’ordre pq.

VRAI : pour tous les groupes abéliens.

FAUX : pour les groupes d’ordre pg (p et ¢ premiers distincts) non cycliques (par
exemple les groupes diédraux) car ils ne contiennent pas d’éléments d’ordre pg,
pour &, ne contenant pas d’éléments d’ordre 2p, pour 24 ne contenant aucun
¢lément d’ordre 6.

— a) Un groupe finiment engendré et périodique est fini.
b) Un groupe finiment engendré, périodique et d’ezposant fini est fini.
VRAI : Le b) est vrai pour les groupes linéaires®.
FAUX : ces deux contre-vérités ont été conjecturées par Burnside au début du
XXeéme siécle, et il a fallu plus de cinquante ans avant de trouver des contre-

exemples. Ce type de questions continue d’influencer la recherche dans les groupes.

2 Groupes abéliens

Dans ce paragraphe, tous les groupes sont abéliens et finis. On utilisera sans le men-
tionner le fait suivant : Si x et y sont d’ordre respectivement m et n dans G abélien,
alors 'ordre du sous-groupe engendré par x et y divise mn et 'ordre des éléments d’un
tel sous-groupe divise le ppcm de m et n.

2.1 Théorémes de Sylow pour les groupes abéliens

D’apres le théoréme de Lagrange, I’ordre de tout sous-groupe divise I'ordre du groupe.
Dans le cas des groupes abéliens, la réciproque est vraie. C’est ce que 'on va établir, en
démontrant le théoréeme de Sylow pour les groupes abéliens. Une notion essentielle est
celle d’exposant d’un groupe fini.

Proposition 2.1 (Théoréme de Cauchy pour les groupes abéliens).
Soient G un groupe abélien d’ordre n et p un nombre premier qui divise n. Alors, il existe
un élément dans G d’ordre p.

°i.e. les sous-groupes de GL(V'), V étant un espace vectoriel ; le groupe étant finiment engendré, V' doit
étre de dimension finie. Tous les groupes finis sont des groupes linéaires, puisqu’ils sont isomorphes & des
sous-groupes de groupes symétriques, eux-mémes isomorphes au groupe de matrices (dans les dimensions
convenables) d’interversion de lignes et de colonnes.



Démonstration. Soient zy, ..., x, r éléments dans G qui engendrent G. Soit
(x1) X - X {2y —> G
W1 yn) = Y1 U
un morphisme de groupe (bien défini grace a la commutativité de G). D’aprés le théoréme
d’isomorphisme, on a

(V22N

[T [@)| = |G.[Ker (¢)].

1<i<r
Or p divise |G|, donc p divise I'un des |(z;)| pour i € {1,..., r}, donc I'une des puissances
de I'un des x; est d’ordre p. 0

Proposition 2.2 (Théorémes de Sylow pour les groupes abéliens).
Soit G un groupe abélien d’ordre p*m ou p est premier, o est non nul, et m est premier
avec p. Alors :

(i) il existe des p-sous-groupes de G d’ordre p°® pour tout 3 < «,

(ii) le p-sous-groupe de G d’ordre p° (le p-Sylow) est unique.

Démonstration.

Montrons le point (i). Par récurrence sur . Lorsque o = 1, le théoréme de Cauchy
fournit un élément d’ordre p, donc le sous-groupe engendré par cet élément convient.
Maintenant, supposons que « > 1. Supposons que (i) est vrai pour tout groupe dont
I'ordre a une p-valuation strictement inférieur & . Soit § < «. Nous allons trouver un
p-sous-groupe de G d’ordre p”. Soit z un élément d’ordre p dans G. Soit H le sous-groupe
de G engendré par z et soit 7 : G — G/H le morphisme de passage au quotient.
L’hypothése de récurrence appliquée & G/H fournit un sous-groupe K de G/H d’ordre
p’~1. Alors le groupe K = 7~ !(K) est d’ordre p” par le théoréme d’isomorphisme.

Montrons le point (ii). Soit H et K deux p-Sylow de G. Soit W le sous-groupe de G
engendré par H et K. Puisque l'ordre des éléments de H et K divise p® et que G est
abélien, I'ordre des éléments de W divise également p®. Or si I'ordre de W n’était pas une
puissance de p, d’aprés le théoréme de Cauchy, il existerait un élément dont ’ordre ne
serait pas une puissance de p. Donc il existe 3 tel que |W| =p®. Ona 3> acar H C W,
et on a aussi § < a car |W| divise |G| d’aprés le théoréeme de Lagrange, mais p**! ne
divise pas |G|. Donc W est de méme cardinal que H et K tout en les contenant, donc

W=H=K. O

Lemme 2.3 (Lemme chinois pour les sous-groupes d’un groupe abélien).
Soient G un groupe abélien et (H;)1<i<r une famille de sous-groupes d’ordre deuz 4 deux
premiers. Alors ces sous-groupes sont en somme directe dans G.

Démonstration. Appelons dy, ..., d,. les différents ordres des sous-groupes Hy, ..., H,
correspondants. Tout repose sur la remarque suivante : dans un groupe abélien, si a est
d’ordre m et b d’ordre n avec m et n premiers entre eux, alors ab est d’ordre mn. Ainsi,
pour tout 4, I'ordre de tout élément de ) H; divise le ppcm des d; avec j # i, donc est

J#i
premier avec d;. Donc pour tout 4, H; N (D> H;) = {1}. Donc ces groupes H;, 1 <i < r
JFi
sont en somme directe. U



Corollaire 2.4 (Décomposition de Sylow dans un groupe abélien).
Un groupe abélien fini est la somme directe de ses sous-groupes de Sylou®.

Démonstration. D’apres le lemme 2.3, les différents p-Sylow de G sont en somme directe.
L’égalité des cardinaux permet de conclure. 0

Proposition 2.5 (Réciproque du théoréme de Lagrange pour les groupes abéliens).
Soit G un groupe abélien fini. Pour tout diviseur d de l’ordre de G, G admet un sous-groupe
d’ordre d.

Démonstration. Soit n l'ordre de G que 'on factorise en nombres premiers : n = [[ p;”.
Soit d un diviseur de n que l'on factorise en nombres premiers : d = szﬁ ‘. D’apres le
théoréme de Sylow, pour tout ¢, il existe un p-sous-groupe de G d’ordre piﬁ ‘. D’apres le
lemme 2.3, les sous-groupes H; sont en somme directe, donc le sous-groupe résultant est
d’ordre d. O

2.2 Classification des groupes abéliens finis

Les théorémes de Sylow nous mettent sur la voie de la classification des groupes abé-
liens finis. Pour conclure, il nous faut un résultat sur ’existence de supplémentaire. L’exis-
tence d'un supplémentaire est fausse en général, par exemple, un sous-groupe propre d’un
groupe cyclique n’admet pas de supplémentaire. Par contre, (et c’est une utilisation re-
marquable de I’exposant d’un groupe abélien) tout sous-groupe cyclique engendré par un
élément d’ordre maximal du groupe admet un supplémentaire, cf. proposition 2.8.

Rappelons que 'exposant d'un groupe fini est le ppcm des ordres des éléments de ce
groupe.

Proposition 2.6 (Propriétés de ’exposant pour un groupe abélien fini).
Soit G un groupe abélien fini. Alors :
(1) Uexposant de G est le mazimum des ordres des éléments de G ;
(i1) il existe un élément de x dont l’ordre est l'exposant de G ;
(111) Uordre de tout élément divise l’exposant du groupe ;
(iv) Uexposant d’un groupe a les mémes facteurs premiers que 'ordre du groupe ;
(v) Uexposant d’un groupe divise ’ordre du groupe.

Démonstration. Montrons 'assertion (i). Soit m le maximum des ordres des éléments
de G et soit x un élément d’ordre m. Nous allons montrer que 1'ordre de tout élément
de G divise m. On fait un raisonnement par 1’absurde : on suppose qu’il existe y dans G
d’ordre ¢ tel que ¢ ne divise pas m. Soient «, 3, m’ et ¢ tels que :

SD’autres groupes que les groupes abéliens vérifient cette propriété. En fait, parmi les groupes finis,
étre la somme directe de ses sous-groupes de Sylow est équivalent n’avoir qu'un seul p-Sylow par nombre
premier p, ce qui est encore équivalent & étre nilpotent (voir la note au bas de la page 77).



m=p*m’ avec pAm =1,
q =7 avec 3> a.

Remarquons que I’élément 22" est d’ordre m’ et que I'élément y? est d’ordre p°. Puisque
P’ et m' sont premiers entre eux, I'élément 27" y¢ est d’ordre p’m’ qui est strictement
supérieur & m. C’est absurde. Finalement, I'ordre de tout élément de G divise m, donc m
est égal au ppcm des ordres des éléments de G, ¢’est donc 'exposant de G.

— L’assertions (ii) est incluse dans (i).

— L’assertion (iii) est un corollaire de la définition de ’exposant.

— L’assertion (iv) découle du théoréeme de Cauchy.

— L’assertion (v) découle du théoréme de Lagrange. O

Remarques.

1. Les assertions (iii), (iv) et (v) sont vraies en général, mais les assertions (i) et (ii)
ne le sont pas en général (par exemple les groupes symétriques &,, avec n > 3).

2. On peut adapter ces résultats dans le cas de groupes infinis.

3. La notion d’exposant simplifie de nombreuses preuves classiques, comme la suivante.

Corollaire 2.7 (Groupe multiplicatif d'un corps commutatif).
Tout sous-groupe fini d’un corps commutatif est cyclique. En particulier, pour tout nombre
premier p, le groupe multiplicatif (Z/pZ*,.) est cyclique.

Démonstration. Soit K un corps et G un sous-groupe du groupe multiplicatif (K*, .).
Soit r I'exposant de G. Alors pour tout © € G, on a z" = 1. Par ailleurs, le polynéme
X" — 1 de K[X] posséde au plus r solutions puisque K est un corps commutatif. On
en déduit que G est de cardinal au plus r. Il est donc de cardinal r. Or puisque r est
I'exposant de G, il existe un élément a dans G d’ordre r. D’aprés 'ordre de a et l'ordre
de GG, on constate que GG est un groupe cyclique engendré par a. 0

Proposition 2.8 (Prolongement de morphismes et existence d’un supplémentaire).
Soit G un groupe abélien fini et x un élément d’ordre mazimal dans G. Alors :

(1) il existe un morphisme de G dans (x) qui envoie x sur x,

(i1) il existe un sous-groupe K de G tel que G = (z) & K.

Démonstration. La partie (ii) est une conséquence de la partie (i). Prenons K = Ker (y)
ol ¢ est le morphisme trouvé en (i). Alors K N (z) = {1g} car ¢ est l'identité sur (z). Or
|G| = |(z)|| K| d’aprés le théoréme d’isomorphisme, d’ou le résultat.

Passons a la démonstration de la partie (i). Soit H un sous-groupe propre de G conte-
nant x. Supposons qu’on ait déja un morphisme ¢ de H dans (z) envoyant x sur z. Soit
a l'ordre z. Soit y € G ~ H dont on note b I'ordre. Soient

~  Z/VZxH — (x) Z/)vZ x H — (y, H)
TR M) (koh)  —  yh
des morphismes, ot ¢ est un entier & déterminer. Remarquons que ¢ est bien défini si et
seulement si 2% = 1. Or z est d’ordre a, donc il faut et il suffit que :

et p
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a divise b/. ()

Considérons le diagramme suivant :

Ker (p) «— Z/VZ x H —— (y, H)

~ Z/bZxH

dans lequel on cherche & définir . Puisque p est surjectif, on a (y, H) = 3= o et d’apreés
le théoréme de passage au quotient, @ passe au quotient sous Ker (p) si et seulement si :
Ker (p) C Ker (). (%)

Il suffit alors de vérifier qu’en choisissant bien l'entier ¢, (xx) est vérifié :

— Déterminons Ker (p). Soit 3 (un diviseur de b) tel que (y) N H = (y”). Alors
p((k,h)) = 1¢ si et seulement si 8 divise k et h = y~*. Donc Ker (p) = (8, z77)).
— Choiz de € a priori pour satisfaire (). Puisque Ker (p) est engendré par (3, x77),

calculons p(3, y~?). Posons a tel que ¢(y%) = 2. Alors :

BB, y™7) = ae(y™?) = a0

Pour que ¢(3, y=°) = 1¢, il suffit alors de poser :

/= % (% * %)

— Vérifions que le choiz de € est légal, i.e. vérifions que (x * x) est compatible avec

(%) et que  est entier. Par définition, 3 divise b, et p(y”) = 2, donc o 1lg,

donc a divise af, autrement dit, a divise bl et (*) est vérifié. Vérifions enfin que

¢ est entier. Pui:fque a est Uexposant de G (c’est seulement ici que cela intervient,
mais c’est essentiel’), b divise a. Or on a vu que a divise a%, donc % est entier.
O
Théoréme 2.9 (Structure des groupes abéliens finis).
Pour tout groupe abélien fini non trivial, il existe r entiers dy, ds, . .., d, tels que
—dy =2
— pour tout i € {1,..., r— 1}, d; divise d;1q

— on a lisomorphisme :
G=2Z/AWZSL/AZ & - & ZL/d L.
De plus, sous ces conditions, une telle liste (dy, ds, ..., d,) est unique.

Si I'on avait simplement voulu étendre un morphisme injectif (sinon, cela n’a pas d’intérét) de (w)
dans Q/Z en un morphisme de G dans Q/Z, on n’aurait pas eu besoin de vérifier que ¢ était entier puisque
Q/Z est un groupe divisible (i.e. qui admet pour chacun de ses éléments des racines n-iémes pour tout
n). Et de fait, un tel énoncé est vrai, méme sans supposer que z est d’ordre maximal. En contre partie,
limage d’un tel morphisme x (parfois appelé caractére) est un sous-groupe fini de Q/Z contenant des
racines n-iémes de x(z) sans que x ne posséde lui-méme de telles racines dans G, autrement dit, Im (x)
peut ne pas étre isomorphe a (z). C’est uniquement en prenant = d’ordre maximal et en invoquant les
propriétés de 'exposant qu’on peut affirmer que Im (x) est isomorphe a () et retrouver le résultat tel
que nous 'avons dans la partie (i) de cette proposition.
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Démonstration.

Ezistence. L’existence découle de la proposition précédente : Dans GG, soit 27 un élément
d’ordre maximal ny, et soit H; le sous-groupe de G engendré par xy, isomorphe a Z/n,Z.
D’aprés la proposition 2.8, il admet un supplémentaire K;. Si K; # {1}, on recommence
en remplacant G par K; et en partant d’'un élément x5 d’ordre maximal n, dans Kj.
Aprés un nombre fini r d’étapes, on a K, = {1}. Alors G = & H;. De plus, n;y; divise

1<er
n; pour tout ¢ < r — 1, donc en posant d; = n,,1_;, on obtient la décomposition de G de
I’énoncé.

Unicité. Soient Z/d\Z ® Z/dyZ @ --- @ L)d,Z et Z/d\Z © LZ)dyZ & - - - & L/ d,Z deux
décompositions de G' conformes a I’énoncé. Il est clair que I'exposant de G est égal a d,. et &
d;. Donc d, = d,, donc les supplémentaires Z/d\Z®- - -®Z/d, 1Z et Z/d\Z©- - -©L/dy 1L
deZ/d,Z et 7./ d,Z sont isomorphes, et I'on peut recommencer a comparer leurs exposants.
Ainsi r = ¢ et d; = d; pour tout 7. O

Tout un vocabulaire est associé a ce type de décomposition.

Définition 2.10 (A propos de la classification des groupes abéliens finis).
— la décomposition canonique de GG est la décomposition faite & la proposition 2.9 ;
— les facteurs invariants de G sont les entiers d; ;
— les diviseurs élémentaires de G sont les d; ; ou pour tout i < r, si d; = Hp?j,
J

dij = p?j 3

la composante p-primaire de G est le p-Sylow de G.

le type de G est la liste croissante des diviseurs élémentaires d; ; écrits chacun autant

de fois qu’ils apparaissent dans les différents facteurs invariants

— la décomposition totale de G la somme directe des Z/d; ;Z pour tous i, j écrite dans
lordre croissant desd; ;, ot les d; ; sont les diviseurs élémentaires.

1,79

Exemple. Le groupe abélien de type (2, 2, 3, 5, 8, 9) est le groupe abélien d’ordre 4320
dont la décomposition canonique est Z/2Z x 7. /67 x 7Z/360Z. Sa composante 2-primaire
est Z/27 x 7./27 x Z/8Z.

La classification des groupes abéliens est rendue particulierement efficace grace au
lemme suivant :

Lemme 2.11 (Calcul du type d’un groupe abélien et de sa décomposition canonique).
(1) Etant donné un groupe G abélien donné sous la forme
GELILWLDL/L® - L)L,

on retrouve le type du groupe en réécrivant avec répétition pour tout v les puissances
des facteurs premiers des {; €levés a la puissance a laquelle ils interviennent dans
;.

(i1) Deuz groupes abéliens finis sont isomorphes si et seulement s’ils sont de méme
type.

(111) Etant donné le type d’un groupe abélien fini, on peut reconstruire la liste des
facteurs invariants en procédant ainsi : d, sera le plus grand produit obtenu en choi-
sissant de multiplier entre eux des diviseurs élémentaires premiers entre eux deux a
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deux, on raye de la liste des diviseurs élémentaires ceux que 'on vient d’utiliser et
on recommence avec ceux qui restent pour définir de la méme facon d,._q, et ainsi
de suite jusqu’a ce que la liste soit épuisée.

Démonstration. Il est facile de vérifier qu’il existe :

— un algorithme de déconstruction permettant de passer a I’aide du lemme chinois de
la donnée d’un groupe sous forme de somme directe de groupes cycliques a la donnée
de ce groupe sous forme de somme directe de p-groupes cycliques,

— et un algorithme de construction permettant de passer a ’aide du lemme chinois de
la donnée d’un groupe sous forme de somme directe de p-groupes a la décomposition
canonique de ce groupe.

On montre que 'algorithme de construction envoie deux données différentes de groupes
sous forme de somme directe de p-groupes sur deux décompositions canoniques différentes.
Par unicité de cette derniére pour une classe d’isomorphie de groupes, il vient que la
donnée sous forme de somme directe de p-groupes est unique (a l'ordre des facteurs prés)
et coincide donc avec la décomposition totale de ce groupe. Ceci prouve le (ii).

Par unicité de la donnée d’un groupe sous forme de somme directe de p-groupes, il
vient que ’algorithme de déconstruction meéne a la décomposition totale du groupe. Ceci
prouve le (i).

Enfin, sachant que la donnée d’un groupe sous forme de somme directe de p-groupes
est unique et correspond a la décomposition totale, et puisque I'algorithme de construction
méne a la décomposition canonique, le (iii) est prouvé. 0

Exemple. Les groupes Gy = Z/36Z S Z/4A5Z B Z[60Z et Gy = Z/5Z S Z/108Z & Z/180Z
sont-ils isomorphes ? Calculons leurs types. Celui de Gy est (2,2,3,4,5,5,9,9), tandis que
celui de Gy est (4,4,5,5,9,27). Puisque les deux types sont différentes, ces deux types
sont différents. Leurs représentations canoniques sont Gy = Z/6Z @ Z/90Z & Z/180Z et
Gy = 7,/1807 & 7./540Z.

3 Produits semi-directs

3.1 Rappels sur les sous-groupes distingués

Définition 3.1 (Sous-groupes distingués, caractéristiques, groupes simples).
Un sous-groupe H de G est dit distingué dans G (ou sous-groupe normal de G) si gHg™' =
H pour tout g € G, autrement dit, s’il est stable par les automorphismes intérieurs® de
G. On notera alors :

H«G.
Si un sous-groupe H est stable par tous les automorphismes de G, il est dit caractéristique.
Un groupe dont les seuls sous-groupes distingués sont lui-méme et {1} est dit simple.

8Un automorphisme de G est ditintérieur s’il est une conjugaison par un élément de G. Un automor-
phisme qui n’est pas intérieur est dit extérieur.
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Remarques.

1. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) pour tout g € G, gHg™* C H,

(ii) pour tout g € G, gHg ' = H,

(iii) pour tout g € G, gH = Hg.

2. Par contre, pour un g donné, gHg~' C H n’implique pas gHg~! = H. Considérons
par exemple le groupe :

G = {a, b|labab™' = bab~'a)
et pour tout k € Z, soit le sous-groupe :
Hy = (b"ab™ ; n > k)g
On a bien str 'égalité b*Hpb—¢ = Hyy, mais b*ab~* n’appartient pas & Hy, (ce n’est pas
tout a fait évident), donc l'inclusion de Hy.; dans Hj est stricte, et on a :
bHb™ G Hy, et b Hpb ¢ Hy,
Les sous-groupes Hj, ne sont donc pas distingués dans G.
3. Si K< H <@, on n’a pas pour autant K < G. En effet, considérons le groupe? :
G={(a,bx|a’?=V=2%>=1, ab=ba, ax = xb, va = bz ).
Les deux sous-groupes K = (a)g et H = (a, b)g fournissent un contre-exemple. Par

contre, si K est un sous-groupe caractéristique d’un groupe H, lui-méme sous-groupe
distingué de G, alors il est facile de voir que K est distingué dans G.

Exemples de sous-groupes distingués
0. Tout noyau d'un morphisme partant de G est un sous-groupe distingué de G.

1. Tout sous-groupe d’un groupe abélien est distingué. La réciproque est fausse. Consi-
dérons par exemple le groupe quaternionique Hg (cf. définition 5.1). Tous ses sous-groupes
sont distingués, alors que Hg n’est pas abélien.

2. Le centre de tout groupe est distingué.

3. Dés qu’un groupe contient un unique p-Sylow, il est distingué (cf. chapitre 4).

4. Tout sous-groupe d’indice!? 2 est distingué. En effet, si H est un tel sous-groupe de
G, soit x un élément de G\ H. Les classes d’équivalence a gauche selon le sous-groupe H
(i.e. les orbites sous l'action de H par multiplication a gauche sur G) sont H et xH, les
classes d’équivalence a droite selon le sous-groupe H sont H et Hx. Puisque les classes
d’équivalence forment une partition de G, *H doit étre égal & Hx. Ceci étant vrai pour
tout x € G . H, on en déduit que H est distingué.

5. Ce fait se généralise si GG est fini. Soit G un groupe fini et H un sous-groupe de G
d’indice p ou p est le plus petit facteur premier de |G|. Alors H est distingué dans G.
C’est le théoréme de Frobenius (cf. proposition 6.2).

T s’agit du produit semi-direct (cf. définition 3.11) de (Z/27Z)? par Z/2Z ou I'action de 1 € Z/2Z sur
(Z/27)? consiste a échanger les deux sous-groupes Z/2Z x {0} et {0} x Z/27Z. Ce groupe est isomorphe
a Dy, le groupe diédral d’ordre 4 (cf. définition 3.9).

197’indice d’un sous-groupe H de G, noté [G : H], est le cardinal de G/H. Si G est fini, on a P'égalité
G+ H] = |GI/|H].
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6. Par contre, un sous-groupe d’indice 3 d'un groupe G peut ne pas étre distingué si
G est infini ou si 2 divise |G|. Par exemple, le sous-groupe H de &3 engendré par une
transposition (disons H = ((12))) n’est pas distingué. En effet, les classes & gauche selon
H ne coincident pas avec les classes a droite selon H.

7. On montrera, cf. proposition 5.7, que dans le cas des p-groupes, les sous-groupes
maximaux sont d’indice p et sont donc distingués.

Exemples de sous-groupes caractéristiques

1. Pour tout groupe G, Le centre Zg, le groupe dérivé [G, G| et le sous-groupe de
Frattini ®(G) (cf. définition 5.18) sont des sous-groupes caractéristiques. Les sous-groupes
C,(G) de la suite centrale descendante en sont également. Il existe d’autres exemples de
sous-groupes caractéristiques pouvant étre associés a tout groupe. Connaitre de tels sous-
groupes est précieux, car étant invariants par automorphismes, ils sont d’'une grande aide
dans la classification des groupes.

2. Tous les sous-groupes d’un groupe cyclique sont caractéristiques, puisque pour tout
diviseur d de n, le groupe Z/nZ ne posséde qu'un seul sous-groupe de cardinal d. Rappe-
lons que pour autant, Aut(Z/nZ) n’est pas trivial (cf. paragraphe 3.5).

3. L’exemple diamétralement opposé est le cas de (Z/pZ)* et plus généralement de tout
espace vectoriel. Dans un espace vectoriel, les sous-groupes propres sont les sous-espaces
propres, et ceux-ci ne sont jamais caractéristiques.

4. Le groupe Z/mZ x Z/nZ ne contient que de ses sous-groupes caractéristiques si et
seulement si m et n sont premiers entre eux, car dans ce cas, et seulement dans ce cas-1a,

Aut(Z/mZ x Z/nZ) = Aut(Z/mZ) x Aut(Z/nZ)
Dans Z/dmZ x 7./dnZ, il existe par exemple un automorphisme envoyant (1,0) sur (1,n)
et (0,1) sur (0,1), et ne préservant pas le sous-groupe Z/dmZ x {0}.
5. Les groupes symétriques &,, ont peu d’automorphismes extérieurs (ils n’en ont

aucun a l'exception de &g), par conséquent, le sous-groupe 2, qui est distingué est aussi
caractéristique.

6. Un autre exemple de groupe caractéristique est donné par la proposition 3.2 ci-
dessous.

7. Dans les exemples ci-dessus (& 'exception peut-étre de ceux donnés en 0.), les sous-
groupes considérés sont caractéristiques parce qu’ils sont les seuls a posséder leur cardinal.
Or on peut tout a fait avoir deux sous-groupes caractéristiques isomorphes. Par exemple,
prenons

G = 64 X ‘/4
ou Vj est le groupe (Z/27)?. Soit H le sous groupe de &4 des double-transpositions (pro-
duits de deux transpositions a supports disjoints), c’est un sous-groupe caractéristique de
S4. Les sous-groupes K1 = H x {0y, } et Ky = {1lg,} x V4 sont tous deux isomorphes,
et constituent deux sous-groupes caractéristiques de G. C’est clair pour K, puisque c’est
le centre de GG. Pour K3, il faut voir qu'une transposition par un automorphisme peut
étre envoyée sur le produit d’une transposition et d’un élément central, mais les transpo-
sitions étant deux & deux conjuguées, elles sont alors toutes envoyées sur le produit d’une
transposition et du méme élément central. Puisque les éléments centraux sont d’ordre 2,
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les double-transpositions sont envoyées sur les double-transpositions. Donc K est carac-
téristique!t.

Proposition 3.2 (Un exemple de sous-groupes caractéristiques).

Tout p-Sylow distingué est caractéristique. Plus généralement, soit H un sous-groupe dis-
tingué d’un groupe G fini tel que |H| N\ |G/H| =1, alors H est un sous-groupe caractéris-
tique.

Démonstration. Soit m = |H|. Nous affirmons que H est le seul sous-groupe d’ordre m
de G. Par conséquent, tout automorphisme de G ne peut envoyer H que sur lui-méme.
Montrons 'affirmation. Soit K un sous-groupe de G de cardinal m. Soient ¢ : K — G
I'inclusion, p : G — G/H le passage au quotient et ¢ = p o i la composition. Puisque
I'image de ¢ doit diviser |G/H |, le morphisme ¢ doit étre trivial. Le noyau de ¢ est KN H
et puisque ¢ est trivial, K N H = K. D’aprés 'égalité des cardinaux, il vient K = H.

OJ

Définition 3.3 (Produit, quotient et complément).
Soit G un groupe et N un sous-groupe distingué. Alors,
e G/N = {gN, g € N} 'ensemble des classes a gauche selon le sous-groupe N est
naturellement muni d’une loi de groupe issue de celle de G : c’est la seule qui fasse
de l'application de passage au quotient un morphisme de groupes.

e NH = {nh,n € N, h € H} est un sous-groupe de GG pour tout sous-groupe H de
G.Si NH = G et H # G, le sous-groupe H est appelé un complément partiel de
N dans G. Si NN H = {lg} et NH = G, alors H est appelé un complément de N
dans G.

Proposition 3.4 (Produit et quotient par un sous-groupe distingué).
(1) Soient N un sous-groupe distingué de G et H un sous-groupe de G. Alors ’en-
semble NH est égal a l’ensemble HN et constitue un sous-groupe de G. Si H aussi
est distingué, alors le groupe N H est un sous-groupe distingué de G.

(2) Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) N est distingué dans G,
(ii) N est le noyau d’un morphisme de groupes,
(i1i) l’ensemble G/N est muni d’une structure de groupe qui fait de la projection
m : G — G/N un morphisme de groupes.

HCependant il existe un groupe G’ contenant G dans lequel un automorphisme intérieur échange
K; sur Ks. Clest un fait général dd a G.Higman, B.Neumann et H.Neumann (1949) : étant donnés
un groupe G = (S|R) et deux sous-groupes H et K isomorphes par un isomorphisme o : H — K,
soit G' = (S, t| R, tht = a(h), Yh € H). Alors, (ce n'est pas du tout évident) G est (canoniquement)
inclus dans G’ et tHt~! = K. C’est une généralisation du produit semi-direct par Z lorsque a est un
automorphisme extérieur de G.
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Démonstration. La partie (2) de la proposition est bien connue. Concentrons-nous sur le
partie (1). Remarquons qu’en notant ¢y, (n) = hnh™', on a avec des notations évidentes :

lenl hgng h3n3..; = éohl (nl) Phiho (ng) Phihahs (ng)..; hlhghg... .

Vv Vv
produit dans Ng dans v dans H

Ainsi HN = NH et N H est stable par multiplication. Il est stable par passage & I'inverse,
puisque si nh € NH, alors (nh)™! € HN. Enfin, si H est a son tour distingué, alors pour
tout g € G, gNHg ' = gNg'gHg ' = NH. O

Exemples.

1. Pour un exemple ou intervient le produit N H, voir la proposition 3.5 ci-dessous.

2. En général, les produits du type N H sont intéressants lorsque N N H est réduit a
I’élément neutre. Dans ce cas, les exemples sont légions et constituent ce qu’on appelle un
produit semi-direct de N par H auquel est consacré le paragraphe 3.2 suivant.

3. Voir également le lemme 4.7 et la proposition 4.8, traitant le cas de groupes ou deux
(respectivement tous les) sous-groupes de Sylow sont distingués.

On redonne sans démonstration les théorémes classiques suivants.

Proposition 3.5 (Théorémes d’isomorphisme).
Premier théoréme d’isomorphisme. Soit ¢ un morphisme de groupes G vers G'. Alors
le morphisme induit de G/Ker (¢) — Im (¢) est un isomorphisme.

Deuxiéme théoréme d’isomorphisme. Soit N et H deuz sous-groupes de G tels que N
est distingué dans G. Alors N N H est distingué dans H et l'inclusion H — NH
induit par passage au quotient lisomorphisme NH

HAN N

Troisiéme théoréme d’isomorphisme. Soit N et M deux sous-groupes distingués de G,
M étant inclus dans N. Alors N/M est distingué dans G/M et le morphisme quo-

tient %—% est isomorphe & G/N. O

3.2 Produit semi-direct interne

La définition du produit semi-direct est motivée par la proposition suivante.

Proposition 3.6 (Sous-groupes distingués admettant un complément).
Soient N un sous-groupe distingué de G admettant un complément H. Autrement dit, N
et H sont deux sous-groupes tels que :

(i) N <G,

(i) NN H ={lg},

(11i)) G et N x H sont en bijection.
Alors la bijection ¢ : N x H — G, (n,h) — nh devient un isomorphisme de groupe si
et seulement si on munit N x H de la loi (n,h)(n/,h') = (nhn'h=, hh).
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Démonstration. Avec la condition (i), N H est un groupe, tandis qu’avec les conditions
(ii) et (iii), 'ensemble G et son sous-ensemble NH sont de méme cardinal, donc sont
égaux. En effet, nh = n’h’ implique n'~*n = h'A~!, donc n = n’ et h = h’. Pour que ¢ soit
un groupe, il faut que (n, h).(n', 1) = =t (nhn'h). Mais nhn'h’ = nhn’h= hh', or nhn'h=!
appartient & N car N est distingué, donc ' (nhn’h’) = (nhn’h~1, hh'). Donc pour que
soit un isomorphisme de groupe, il faut munir N H de la loi (n, h)(n/, h') = (nhn'h=, hh').
Réciproquement, si on munit NH d’une telle loi, alors on vérifie que :

(a) cette loi est associative,

(b) (1n,1y) est I’élément neutre,

(c) linverse de (n,h) est (h~'nh,h™1)

(d) ¢ transforme cette loi en la loi de G devenant ainsi un morphisme de groupes,

donc un isomorphisme. O

Définition 3.7 (Produit semi-direct (interne) de deux sous-groupes).
Deux sous-groupes H et N de G vérifiant
(i) N <@,
(i) NN H ={lg},
(iii) G et N x H sont en bijection.
sont dits en produit semi-direct. On écrit alors!? G = N x H. Si I'on paramétre G par
N x H, laloi de G devient :

(n,h)(n',n') = (nhn'h=t, h1).

Le sous-groupe H agit sur NV par conjugaison dans GG. Par un abus de langage, on pourrait
écrire Int(G) C Aut(V). Le morphisme structurel de cette action est noté Ad :
H — Aut(N)
h +—— Ad, : n+— hnh™' ~
Remarquons que sous les conditions (i) et (ii), la condition (iii) est équivalente a chacune
des conditions suivantes :

(ii-a) G/N = H,

(ili-b) G = NH,

(ii-c) |G| = |N|.|H|, a supposer que G est fini.

Ad :

Proposition 3.8 (Produits directs parmi les produits semi-directs).
Soient N et H deux sous-groupes d’un groupe G. On suppose que N est distingué dans G
avec N <G. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) le produit semi-direct N x H est direct'® ;

(11) Uaction par conjugaison induite de H sur N est triviale;

(iii) [N, H] = {1c} (cf. 1),

(iv) H est distingué dans G.

12Remarquer que les triangles inclus dans les symboles des expressions N <1 G et N x H vont dans le
méme sens.

BDans ce cas-la, on dit aussi que le produit semi-direct est trivial.

4Te sous-groupe [N, H] de G est le sous-groupe engendré par les éléments nhn~'h~
he H.

Lavecn € N et
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Démonstration. Les implications (i) < (ii) < (i) et (i) = (iv) sont immédiates.
Prouvons I'implication (iv) = (i). Pour cela, étudions le commutateur [n, h] = nhn=th~!.
Il vient n(hn=')h™') € N mais (nhn=)h™' € H. Or NN H = {1g}, donc [n,h] = 1.

0J

Remarque. Attention cependant, un produit semi-direct non trivial peut étre isomorphe
a un produit direct, cf. I’exemple donné au début du paragraphe 3.4.

Passons aux exemples.

Exemples.

e &, =2, x (1) o T est une transposition (ou un produit impair de transpositions

a supports disjoints). On peut le voir rapidement en remarquant que :
o A, = Ker (¢), donc A, <6,
o o(1)=—1, donc A, N (1) ={ls,},
o G,/U, 27/27 = (1),

ol ¢ est la signature.

e O(n,R) = SO(n,R) x (y) ou v est une réflexion (symétrie dont le noyau est un

hyperplan). On peut le voir rapidement en remarquant que :
e SO(n,R) = Ker (det), donc SO(n,R)<O(n,R),
o det(r)=—1, donc SO(n,R) N (r) = {lommr)}
e O(n,R)/SO(n,R)=7Z/27Z = (r),

ou det est le déterminant.

e GL(n,k) = SL(n,k) x Dil ot k est un corps différent de F? et Dil est ’ensemble
des matrices diagonales n’ayant que des 1 sur la diagonale excepté le premier élé-
ment diagonal qui est un élément quelconque de k*. On peut le voir rapidement en
remarquant que :

e GL(n,k)= Ker (det), donc SL(n,k)<GL(n,k),
o {det(d), de Dil\ {ldyn}} € k* \ {1y}, donc SL(n,k)N(d) = {Idg},
o GL(n,k)/SL(n,k) =k* = Dil,
ol det est le déterminant.
e Voir aussi D,, C O(2, R), le groupe diédral, cf. définition 3.9 ci-dessous.

Définition 3.9 (Le groupe diédral D,,).

Le groupe diédral D,, est le groupe des déplacements du plan préservant un polyedre
régulier & n cotés centré en l'origine de R? et ayant un sommet en (1,0). Soient Rot,, le
sous-groupe de D,, d’ordre n engendré par la rotation centrée en l'origine d’angle 27 /n et
S le sous-groupe de D,, d’ordre 2 engendré par la réflexion v d’axe horizontal. En voyant
D,, plongé¢ dans O(2, R), cela revient a poser :

{ Roty = {Ry, 0 € L} ot Ry = (520 0 ).

S ={ldge, v} ol 7':((1)_01).

Le groupe D,, contient n rotations et n symétries (dont les axes passent par les sommets
ou les milieux des arétes du polyédre). Or Rot,, contient n rotations et yRot,, contient
n transformations du plan de déterminant —1, donc contient les n symétries. De plus

Rot,, NS = {Idgz}. Enfin, v.Rot,.y = Rot,, puisque :
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<1 0> <cost9 —sin9> <1 0 > _ ( cos 0 sin9> B (cos(—&) —sin(—9)>
0 —1) \sinf cosf 0 —1) \—sinf cosf) \sin(—60) cos(—0) )°
Donc Rot,, est distingué dans D,,. Donc :

D,, = Rot,, x (7),
et l'action est donnée par la relation

vRyy = R(_y),

donc ce groupe n’est commutatif que si ¢ = o~ !, donc que si n = 2. Remarquons
qu’en remplacant Rot,, par SO(2, R), on retrouve le produit semi-direct donné ci-dessus :

SO(2, R) =S0O(2, R) x (7).
Un dernier exemple :

Proposition 3.10 (Sous-groupes de Sylow dans des produits semi-directs).
Soit un groupe G de cardinal p*m ou p est un nombre premier ne divisant pas m, sotent
N un sous-groupe distingué de G d’ordre m et P un sous-groupe de cardinal p*. Alors

G =N xP.

Démonstration. En effet, V est distingué, N N P = {15} (conséquence du théoréme de
Lagrange appliqué aux éléments de N N P), et [NP| = |G]|. O

3.3 Produit semi-direct externe

On cherche a étendre la notion de produit semi-direct interne a deux groupes « étran-
gers I'un a l'autre », i.e. qui ne soient pas forcément plongé dans un méme troisiéme dans
un méme troisieme. De la méme, le produit direct interne a donné lieu au produit direct
externe et la somme directe interne a donné lieu a la somme directe externe.

Pour étendre cette notion de produit semi-direct, souvenons-nous que la loi dans N x H
est donnée par la formule

(n,h).(n', 1) = (nhn'h=Y hI) = (npy(n'), 1)
ou ¢ appartient & Hom(H, Int(G)) en associant a tout élément h € H la conjugaison
par h dans G. Cette conjugaison par h est un automorphisme intérieur dans G qui sta-

bilise N et qui du point de vue de N est un automorphisme quelconque (éventuellement
extérieur). Ainsi, ¢ peut étre vu comme un morphisme de Hom(H, Aut(V)).

Définition 3.11 (Produit semi-direct (externe) de deux groupes).

Soit N et H deux groupes. Soit ¢, un morphisme de H dans Aut(N) : h — . Le produit
semi-direct de N par H via le morphisme ¢ et noté N X, H est le groupe d’ensemble
sous-jacent N x H et de loi

(n, h).(n', B') = (nn(n), hh'), (%)
que 'on gagnera a mémoriser sous la forme :
(1, h).(n, 1).(1, )" = (¢n(n), 1). (%)
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Remarques.
1. I faudrait vérifier que la loi ainsi définie est bien une loi de groupe. Commencons
par remarquer que I’élément neutre est (1y, 1y), et que 'inverse de (n, h) est

(gOh—l (nil), hil) .

Le calcul est facile, a condition de se souvenir que ), ™' = ¢p,-1, car p € Hom(H, Aut(N)).
Il reste & voir que la loi est associative, cf. remarque suivante.

2. Si ¢ n’est qu'une application de H dans &(V), ce qui suffit aprés tout pour consti-
tuer une action de H sur N, on retrouve que la loi (*) fait de N x, H un groupe si
et seulement si ¢ est en fait un morphisme de H a valeurs dans Aut(N). En effet, en
étudiant 'associativité de la loi dans N X, H, on obtient :

((n, R)(n', b)) (0", 1) = (npn(n) op ("), RH'R") |
(n, h) ((n/, W), 1)) = (non(n’ ow(n”)), hh'R") .
d’ou 'on tire I'égalité suivante, vraie pour tous n’,n"” € N, h,h' € H :

en(n')pnn (n") = on(n'op (n”))
En posant h' = 1p, on obtient ’égalité suivante,
I A1

en(n') en(n”) = @n(n'n"),
autrement dit, ¢ est bien a valeur dans Aut(N). Et, en posant n’ = 1y, on a :

en(epn (n")) = @nw (n”),
autrement dit, ¢ est bien un morphisme.

3. Le produit semi-direct interne ne fait intervenir que des automorphismes intérieurs
du groupe G, et la notation G = N x H n’est pas ambigiie une fois que 1’on connait les
sous-groupes N et H. Par contre, le produit semi-direct externe de deux groupes N et
H est une construction a partir d’'un morphisme ¢ € Hom(H, Aut(N)) bien particulier
qui doit apparaitre dans I'écriture N x, H. Il arrive qu’on 'omette cependant lorsqu’on
considére qu’il n’y a pas d’ambiguité. Ce cas arrive par exemple lorsqu’on a démontré que
pour ces deux groupes N et H, tous les morphismes non triviaux de Hom(H, Aut(N)) se
déduisent les uns des autres par la formule

(2)n(n) = o~ (1) sma(n).
ol o € Aut(N) et § € Aut(H), comme nous allons le voir au paragraphe suivant. Dans
ce cas, N x H désigne toujours un produit semi-direct non trivial (i.e. il est construit a
partir d’'un morphisme non trivial). Mais attention, cette situation n’est absolument pas
générale.

4. On voit par I'égalité (**) que 'automorphisme ¢;, qui est éventuellement extérieur
dans Aut(N) apparait comme un automorphisme intérieur dans N x, H. On reviendra sur
ce point apres avoir énoncé la proposition 3.12 établissant le lien entre les deux produits
semi-directs (interne et externe).

Proposition 3.12 (Rapport entre les deux notions de produit semi-direct).
Soient N et H deux groupes, ¢ un morphisme de H dans Aut(N). Soit G = N x, H.
Soient N = {(n,1) ; n € N} et H = {(1,h) ; h € H} les images de H et N dans G.

Alors G est le produit semi-direct interne de N par H. Ainsi :
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(i) NaG, NNH = {l1g}, et NH = G;
(ii) H agit sur N par conjugaison dans G ;
. . - Nx,H — NxH
(111) on a un isomorphisme de groupes ® : (n, h) — Ak
Remarques. Le produit semi-direct externe est donc une construction « a rebours » du
produit semi-direct interne par laquelle des automorphismes (éventuellement extérieurs)
deviennent intérieurs :
e Si G est le produit semi-direct interne de N par H, alors H agit sur N via les
automorphismes intérieurs de G.
e A l'inverse, prenons H et N deux groupes, et ¢, un morphisme de H dans Aut(N), le
produit semi-direct externe N x H rend tous ces automorphismes intérieurs, puisque
@y, coincide avec Ady, la restriction dans N de la conjugaison par h dans N x H.
Ainsi, pour tout automorphisme 1 d’un groupe G, il existe un « sur-groupe » G’ conte-
nant G comme sous-groupe distingué tel que 1 coincide avec la restriction a G d'un
automorphisme intérieur.

Exemples.

e Il existe un unique morphisme non trivial de Z/27 dans Aut(Z/nZ), consistant a
envoyer ’élément 1 de Z/2Z sur I'unique involution de Z/nZ envoyant k sur —k.
Le produit semi-direct Z/nZ x Z./27. qui en résulte est isomorphe au groupe diédral
D,.

e Soit E un espace vectoriel et Aut(ﬁ) le groupes des bijections de E préservant
I’addition. Considérons l'inclusion ¢ : GL(E) — Aut(E). Elle permet de construire
le produit semi-direct externe :

E x,GL(E). (1)
Maintenant, soit £ un espace affine d’espace directeur E. Soit GA(FE) le groupe des
transformations affines de E, soit 7 (E) le sous-groupe des translations et GAo(E)
le sous-groupes des transformations affines fixant le point O. Soit enfin le morphisme
¢ . GA(E) — QE(E), f— f, ol f est la partie linéaire de f. On a le produit
semi-direct interne :
GAE)=T(F) x GAo(E). (2)
On peut le voir rapidement en remarquant que :
e T(E)=Ker((), donc T(E)<GA(E),
o ((GANE)N{ldE}) zfjﬁ(ﬁ) ~A{Id 5z}, donc T(E)NGAo(E) = {ld g},
o GAWE)/T(F)XGL(E) =2 GANE).
Ces deux produits semi-directs (1) et (2), externe et interne respectivement, dé-
crivent deux points de vue différent d’'une méme situation, et on a un isomorphisme
® entre ces deux groupes qui préserve la structure de produit semi-direct (cf. para-
graphe 3.4). En effet, posons :
T FE— GA(E), @+ tgz, ou tz est la translation par ,
s : GL(E) — GA(E), f — fo (lapplication affine de partie linéaire f fixant O).

—

® : E x,GL(E) — GA(E), (@, f) — 7(@) o s(f) = tz o fo.
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On a alors le diagramme suivant, en affirmant que le sous-diagramme réduit aux
fléches pleines est commutatif, tandis que s vérifie /s = Id. On verra au chapitre
7 que l'existence du morphisme s est intimement lié au fait qu'on a un produit

semi-direct.
S

T(E)——— GA(E)*—— GL(E)

incl. l

: i I

E i E %, GL(E) < GL(E)

En conclusion, on a montré que :
GA(E) 2 E x GL(E).

Le fait que ® préserve la structure de produit semi-direct (cf. paragraphe suivant)

—

vient du fait que ®(u, f) = 7(@) o s().

e Pour d’autres exemples, cf. paragraphe 3.6.

3.4 Structures de produits semi-directs

Il est naturel de se demander si deux produits semi-directs externes munis de deux
actions différentes définissent le méme groupe a isomorphismes prés. C’est une question
difficile, mais il existe un cas simple (il y en a d’autres, comme on le verra au paragraphe
7.2) ou l'on sait répondre : lorsqu’on peut passer d’un premier produit semi-direct de
N par H a un second par des automorphismes de N et de H (comme dans l’exemple
ci-dessus entre GA(E) et E x GL(E)). Formalisons ce cas.

Définition 3.13 (Structure de produit semi-direct).
La structure de produit semi-direct d'un produit semi-direct externe consiste en la donnée :
(i) de deux groupes N et H,
(ii) d’un morphisme ¢ € Hom(N, Aut(N)),
que I'on résumera en disant : « Soit N X, H une structure de produit semi-direct externe. »
La structure de produit semi-direct d’un produit semi-direct interne consiste en la donnée :
(i) d’un groupe G,
(ii) d’un sous-groupe H et d’un sous-groupe distingué N tels que G = N x H,
(iii) de deux injectionsi : N — Get s : H— G,
que Ion résumera en disant : « Soit N = G < H une structure de produit semi-direct
interne. ». ‘
Une structure de produit semi-direct N = G <~ H (respectivement N x, H) est dite
triviale si :
G =1(N) x s(H)

(resp. si @ est le morphisme trivial).

Remarque. Les deux notions sont identiques, seul le point de vue change. Les injections
1 et s incluses dans la donné du produit semi-direct interne sont les injections canoniques

23



N — G N —

i no— (n, 1) et s : n s (ly, H) dans le produit semi-direct externe. Le
morphisme ¢ inclus dans la donnée du produit semi-direct externe est le morphisme
~ H — Aut(N)

Ad, :

h o {n— i (hi(n)h=1)} dans le produit semi-direct interne.
Définition 3.14 (Similitude de structures de produits semi-directs).

Soient deux structures de produit semi-direct interne N LGE Het NS @& H

Ces deux structures seront dites semblables s’il existe trois isomorphismes o« : N’ — N,
® . G —G, 0 : H — H, tels que

o = da,

os = s[4,
autrement dit tels que le diagramme ci-dessous commute.

A s

N G o
N o

Un tel isomorphisme ® sera appelé une similitude de structures de produit semi-direct.

Remarque. La donné des morphismes « et 3 ou celle de ® sont équivalentes.

Lemme 3.15 (Actions de produits semi-directs de structures semblables).
Soient deux structures de produits semi-directs semblables comme sur le diagramme ci-
dessous.

M— Mx, K «—— [

N Nx,H—*
Alors pour tousn € N, h€ H, on a :
on(n) = a™ Pgu) o (n).
ce qui traduit ssmplement le fait que le diagramme suivant commute :

K —Y Aut(M)

ﬁ Ada
%)

H —— Aut(N)

ot Ad,, est le morphisme de Aut(N) dans Aut(M) qui envoie un automorphisme f sur
afal.
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Démonstration. Partons de 1'égalité (xx) de la définition 3.11. Pour tout n € N et tout
he H,ona:

1

vama(n) = (L,6(h))(1,a(n)) (1,8(h))~
o

(
= 2((1,h) @ ( n)) ®((1,h))"
= ©((L,h)(L,n) (L))
‘I)((<Ph(n)> 1))
= app(n).

O

Proposition 3.16 (Premier critére de similitudes de structure de produit semi-direct).
Soient o', p? € Hom(H, Aut(N)) et v € Aut(H) tels que

p?=plon.
Alors les structures de produit semi-direct N X, H et N x,, H sont équivalentes (donc
les groupes résultant sont isomorphes).

Démonstration. Il suffit de poser « =1Id i, = € Aut(H) et
N Nwz H — N Ncpl H
(n, h) — (n,y(h)’
et d’appliquer la définition 3.14. O

(OB

Exemples.

e Les groupes non abéliens du type R x R sont tous isomorphes (cf. paragraphe 3.6).

e L’¢tude des groupes non abéliens du type R? x R (cf. paragraphe 3.6).

e Les groupes G = Z/qZ X 7/pZ ou p et q sont premiers avec p divise ¢ — 1. Pour un
tel couple p, g, il n’existe qu'un seul produit semi-direct non trivial (cf. proposition
6.4).

o Soit Vy = Z/27 x 7/27. Les groupes du type V; x Z/3Z non abéliens sont tous
isomorphes. De méme des groupes du type Z/3Z x V; non abéliens (cf. proposition
6.7).

e Voir I'étude des groupes d’ordre p? (cf. proposition 6.9).

Proposition 3.17 (Deuxi¢me critére de similitude de structure de produit semi-direct).

Soient p*, p? € Hom(H, Aut(N)) et v € Aut(N) tels que pour tout h € H, on ait
prh=7""opl 0.

Alors les produits semi-directs N X, H et N X,, H sont équivalents (donc les groupes

résultant sont isomorphes).

Démonstration. Il suffit de poser « =, f =1d g € Aut(H) et
N >4¥,2 H — N >4¥,1 H
(n, h) ¥ (y(n), h)’
et d’appliquer la définition 3.14. O

D

Exemples.
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e Voir le lemme 3.19 ci-dessous a propos de &3 x Z/27Z.

e Voir I'étude des groupes de la forme R? x R au paragraphe 3.6.

e Pour tout p, les groupes non abéliens de la forme (Z/pZ x Z/pZ) x Z/pZ sont tous
isomorphes cf. proposition 6.9.

Proposition 3.18 (Structure de produit direct parmi les structures de produits semi-di-
rects).

Soit N — G < H wune structure de produit semi-direct. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) la structure de produilt semi-direct N 5 G S H est triviale ;
(i) [i(N), s(H)] = 1a ;
(iii) les structures N — G = H et N <> N x H <" H sont semblables. O

Attention ! Deux produits semi-directs peuvent ne pas étre équivalents, alors qu’ils dé-
finissent deux groupes isomorphes. Voici un exemple.

Lemme 3.19 (Un exemple contre-intuitif).
Tout produit semi-direct non trivial &3 x7Z /27 est isomorphe au produit direct S3x 7/27. !
Mais bien entendu, ces deux structures de produit (semi)-direct ne sont pas les semblables.

Démonstration.

0°) Tout d’abord, on voit grace au deuxiéme critére s’équivalence qu’il n’existe qu’'un
seul produit semi-direct non trivial &3 xZ/27Z, décrit par un morphisme Z /27 — Aut(S3)
envoyant 1 sur la conjugaison par une transposition de G3. En effet, deux tels morphismes
v1 = Ad,, et po = Ad,, sont conjugués au but par un automorphisme ¢ de G3 envoyant
la deuxiéme transposition 75 sur la premiére 7y :

(IDQOQ(I)_:[ = (I)Ad7-2q)_1 = Ad@(m) = Adn = 1.
1°) Montrons le lemme. Soit G = &3 x Z/2Z, soit N l'image de &3 dans G et 7 un
élément d’ordre 2 dans N. Soit H 'image de Z /27 dans G et j I’élément d’ordre 2 de H.
On a:
G =N x H.
Considérons maintenant K, le sous-groupe de G engendré par j7. Le sous-groupe K est

d’ordre 2, mais n’est pas central, puisque 7 lui-méme n’est pas central alors que j l'est.
Puisque N est distingué dans G et que NN K = {lg}, on a:

G=NxK,
et ce produit semi-direct n’est pas trivial.

2°) Montrons que ces deux structures de produit (semi)-direct ne sont pas semblables.
Une similitude de structures de produit semi-direct enverrait (1, H) C Nx H sur (1, K) C
N x K, or (1, H) est un sous-groupe central, tandis que (1, ) n’en est pas un!
3°) L’isomorphisme ® : &3 X Z/27 — &3 x Z/27 est donné par :
®(o, 0) = (0,0) et O(o, 1) = (o7, 1),
ou o est un élément quelconque de G5 et 7 est I'unique transposition de S3 telle que les
conjugaisons par (1,1) et par (7, 0) dans &3 x Z/27Z coincident. O
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Remarques.

1. On verra plus tard (cf. proposition 7.15) que ce lemme découle en fait simplement
du fait que tous les automorphismes de &3 sont intérieurs.

2. On verra plus tard (cf. proposition 7.22) une condition suffisante pour qu’au contraire,
deux produits semi-directs soient isomorphes seulement s’ils possédent la méme structure
équivalente.

3.5 Quelques groupes d’automorphismes élémentaires

Puisqu’identifier un produit semi-direct N x H exige de connaitre I'action de H sur
N, donc son morphisme structurel de H dans Aut(N), rappelons sans démonstration
quelques résultats classiques sur les groupes d’automorphismes les plus élémentaires.

12

Le groupe d’automorphismes Aut(Z/nZ). On a un premier isomorphisme Aut(Z/nZ)
(Z/nZ)* traduisant le fait que tout automorphisme de Z/nZ est la multiplication dans
Z/nZ par un inversible. Rappelons que l'ensemble des inversibles de Z/nZ est noté
(Z/nZ)*, contient p(n) éléments ot ¢ est I'indicatrice d’Euler, et constitue un groupe
multiplicatif.

Le groupe d’automorphismes Aut(Z/pZ). Soit p un nombre premier. Comme le groupe
multiplicatif d’'un corps fini est cyclique et puisque ¢(p) = p — 1, on a Aut(Z/pZ) =
(Z)pZ)* = Z](p — 1)Z. Soit a un générateur de (Z/pZ)* (on en compte ¢(p — 1)). L’iso-
morphisme Z/(p — 1)Z — (Z/nZ)* n’est pas canonique : il dépend de a et peut étre vu
comme une fonction exponentielle de base a. Voici un exemple avec (Z/11Z)* et 2 pour
choix de générateur :

7107 =22, (7/117)*

0 — 1
1 — 2
2 — 4
3 — 8
4 — 5
5 — —-1=10
6 — —2=9
7 — —4 =7
8 — —8=3
9 — —5=6

et on vérifie par exemple que :
10 = expy(5) = expy(2 + 3) = exp,y(2) exp,y(3) =4 x 8.

Le groupe d’automorphisme Aut(G x H). Lorsque G et H sont deux groupes d’ordres
premiers entre eux, on a

Aut(G x H) = Aut(G) x Aut(H),
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car un automorphisme doit envoyer un élément sur un élément de méme ordre. Lorsque
G =1Z/pZ et H = 7/qZ avec p et q deux nombres premiers distincts, on utilise conjoin-
tement a ceci I'isomorphisme provenant du lemme chinois :

ZIpZ x Z)qZ. —2— Z/pqZ
(a, b) —  qa+pb
(¢"'m, p~'m) m

1

ot ¢! est 'inverse de ¢ dans Z/pZ, p~! est l'inverse de p dans Z/qZ, et les entiers sont

vus modulo k£ quand ils sont dans Z/kZ.

Voici un exemple :

Le groupe d’automorphismes de 7Z/1337Z. Remarquons que 133 = 19 x 7. Par ce qui
précéde, on a
Aut(Z/133Z) = Aut(Z/7Z) x Aut(Z/19Z) = (Z)T7)* x (Z/19Z)* = 7./67 x Z./]18Z

Explicitons ces isomorphismes.

Z)T7 x ZJ19Z —2— 17,/133Z
(a, b) —  19a+7b
(3m, 11m) — m

car 3= 197! dans (Z/7Z)*, et 11 = 77! dans (Z/19Z)*. Ainsi, (3, 11) — 1.
Pour expliciter un isomorphisme de Z/6Zx 7, /187 dans (Z/TZ)* x (Z/19Z)*, il faut trouver
un générateur de (Z/77)*, par exemple 3, et un générateur de (Z/19Z)*, par exemple 2.
Alors I'isomorphisme est le suivant :
ZJ6Z x ZJ1ST — (Z)TL)* x (LJ19Z)* —
(k, £) = (3%, 2%) —
— AW(Z/TZ) x Aut(Z/19Z) — Aut(Z/133Z)

19a+7b +— 19 x 3Fa 47 x 2%
—  {(a, b) — (3*a, 2°)} { m (57><3k+77><2f)m}

Autres groupes d’automorphismes connus. Soit p un nombre premier!®.

Aut((Z/pZ)") = GL(n, Fy),

Aut(Vy) = GL(2, Fy) = G,

Aut(Gg) = Int(Gg) = 63.
L’égalite Aut((Z/pZ)") = GL(n, F,) vient de ce que tout morphisme d’un tel groupe est
nécessairement F,-linéaire (puisque l'itération de 'addition doit étre préservée). L'isomor-
phisme Aut(Vy) = &3 vient de ce que Aut(Vj,) agit sur les trois éléments non triviaux
de Vj, et le morphisme structurel Aut(V;) — &3 qui en résulte est un isomorphisme.
Enfin, montrons I'isomorphisme Aut(S3) = Int(S3). Soit ¢ € Aut(S3). Alors ¢ envoie
les transpositions sur des éléments d’ordre deux, donc des transpositions, et envoie deux
transpositions distinctes sur deux transpositions distinctes. Il existe un automorphisme
intérieur ¢ ayant la méme action que ¢ sur les transpositions. Donc la composée ¢ o 91

15Les symboles Z/pZ et F, désignes les mémes ensembles, mais on réserve le symbole Z/pZ lorsqu’on
considére le groupe, et IF,, lorsqu’on considére le corps.
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fixe chaque transposition. Puisque ces derniéres engendrent &3, ’automorphisme ¢ o ¢)~1
est trivial, donc ¢ est intérieur.

3.6 Exemples de produits semi-directs externes

Les deux premiers exemples que nous donnons échappent au cadre des groupes finis,
mais la proximité des résultats avec la situation de certains groupes finis valait d’étre
présentée. Dans les deux cas, la fonction exponentielle joue un role important. 16

1°) Le produit semi-direct R x R.
R — Aut(R)

t — {1 2 p(x) = ft)a}
f soit continue et que :

Soit ¢ : un morphisme continu'?. Cela impose que

£t +5) = FOF(s) o
f(0)=1.
On montre alors qu’il existe A € R tel que f(t) = exp(At) pour tout ¢ € R. On a alors
dans G ZR %, R :
(2, t) +x (2, V) = (z + M/, t + ).
Or étant données deux actions non triviales de R dans Aut(R) décrites par ¢* et ¢*, soit

a : R— R, ¢t~ £t Alors il est clair que " = ©* ov. Autrement dit, il existe un unique
groupe a isomorphisme prés, provenant du produit semi-direct non trivial R x R.

2°) Les produits semi-directs R* x R.

R — Aut(RR?)

t — {pr 2 X = p(X) = F(t)X}
vecteur de R?, ¢; appartient a Aut(R?) et est décrit par F(¢), une matrice de GL(2, R).
Cela impose que :

Soit ¢ : un morphisme, ou X = (”yc) est un

F(t+s)=F(t)F(s),

F(0) =1d. (x4)
On distingué alors trois cas, selon que F'(1) est diagonalisable a valeurs propres réelles,
non diagonalisable avec deux valeurs propres réelles identiques, ou deux valeurs propres
complexes conjuguées.

Examinons le cas ou F(1) est diagonalisable & valeurs propres réelles. Puisque R est
abélien, les matrices (F(t)) wep Sont codiagonalisables. 1l existe donc P € GL(2, R) et

deux fonctions de R dans R f et g telles que F(t) = P( f [()t) g?t) )Pil. Les groupes obtenus

16T 'un des produits semi-directs R? x R « modéle » I’espace SOL, qui est I'un des huit modéles géo-
métriques de Thurston, correspondants aux huit géométries possibles des variétés de dimension 3 (grand
théoréme de géomeétrisation des variétés de dimension 3, di & Grigori Perelman, apportant enfin une
réponse affirmative a la conjecture de Poincaré).

"Du pur point de vue de la théorie des groupes R est mal défini. Il faut ajouter de la topologie et il
est naturel alors d’exiger des morphismes considérés qu’ils respectent cette structure addtitionnelle. Si
on préfére rester dans la pure théorie des groupes, on peut considérer les produits semi-directs Q x Q, ce
qui reviendra au méme.
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par les actions t — F(t) et t — P~1F(t)P sont isomorphes d’aprés la proposition 3.17,
donc on peut supposer que F'(t) est diagonale pour tout ¢. Les fonctions f et g jouant
les roles de coefficients diagonaux vérifient alors les conditions (k) décrites au 1°) , et
s’expriment donc comme des exponentielles : il existe deux réels A et u tels que pour tout
(z,y,1), (2,9, t') e RZx R :
(z,y,t) +r (2, Y, V) = (z + Mol y + ety t + 1),

Deux groupes provenant de deux tels produits semi-directs caractérisés par (A, p) pour
I'un, et (X, 1/) pour 'autre, sont isomorphes sl existe r € R* tel que (X, 1) = (rA, ru).
Par ailleurs, une conjugaison permet de ramener (A, x) sur (i, A). On peut alors réduire
I’étude a trois cas :

(a) A=p=0:G=NR3;

(b)) A=letu=0:G=Z(RxR)xR;

(¢c) A=1et pu € R*: contrairement aux cas précédents, le centre du groupe est réduit

a {(0,0,0)}.

Arrivé & ce stade, il est difficile de montrer que pour différentes valeurs de p dans le cas ¢,
on obtient différentes classes d’isomorphie. Une technique envisageable serait de montrer
que partant d’un tel groupe, on peut retrouver la structure de produit semi-direct, et en
déduire que deux tels groupes sont isomorphes seulement s’ils ont la méme structure de
produit semi-direct. or ils n’ont pas la méme.

3°) Le produit semi-direct Z/qZ x Z/pZ.
Soient p et ¢ deux nombres premiers tels que p divise ¢ — 1. Par exemple ¢ = 11 et p = 5.
Suivons le diagramme 1.

Z)57, \*” Z./107Z
d (Z/11Z)*
Aut(Z/11Z)

Diagramme 1 —

Le morphisme @ est caractérisé par A € 2Z/10Z. On le notera 3 de sorte que P*(k) = \k.
Puis $*(k) = expy(Ak) et enfin : ©*(k) est le morphisme ¢ — exp,(\k)f. Ainsi, pour tous
couples (z,y), (¢/,y') € Z/11Z X\ Z/5Z, on a :

(x,y) +x (2,y) = (x + M2, y +9/).
On pourrait également écrire :

(@, y) +a (2 y) = (z + k7', y +¢).
oll k = exp” est un élément de (Z/11Z)* d’ordre 5. Remarquons que pour deux éléments
A\, it € 27./10Z, on a P* = P"a ol «v est la multiplication dans Z/10Z par I'élément A\~
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de Z/10Z. Donc ces structures de produit semi-direct sont semblables et tous ces produits
semi-directs sont isomorphes.

4°) Les produits semi-directs Z/1337Z x Z/3Z (avec 133 =19 x 7).
Choisissons 'exponentielle de base 2 comme isomorphisme Z/18Z — (Z/197)*, de sorte
que si k € {0,6,12} dans Z/18Z, on ait expy(k) € {1,7,11} dans (Z/19Z)*. Choisissons
I'exponentielle de base 3 comme isomorphisme Z/6Z — (Z/7Z)*, de sorte que si k €
{0,2,4} dans Z/6Z, on ait expy(k) € {1,2,4} dans (Z/7Z)*. Suivons le diagramme 2.

— Soient A € {0,6,12} C Z/18Z et u € {0,2,4} C Z/6Z.

~ Soit GM ¢ Z/37 — LJ18Z X T)6Z, 1 — (X, ).

— Soient A(t) = expy(At) et M(t) = exp,(ut).

~ Soit M 1 ZJ3Z — (ZJ19Z)* x (Z)TL)*, t — (A(t), M(1)).

— Soit ™M 1 Z/37 — Aut(Z/197) x Aut(Z/T7Z), t — {(z,y) — (A(t)z, M(t)y)}.

— Soit m(t) = TTA(t) + 57M(t).

— Soit ¢y, : Z/37 — Aut(Z/1337Z), t — {z — m(t)z}.

7./37. = 7.)187 x Z./67.
t (AL, put)

@A, iz
€Xpa

(Z/19Z)* x (Z,/7Z)"

A p
Ym 4 (expa(At), expy(pt) )
—_— —
A(%) M(t)
Aut(Z/1337) Aut(Z/19Z) x Aut(Z/77)

{z=m)zy o {(z,y) = (A2, M(t)y)}

Diagramme 2 —

Les valeurs de m(t) sont données dans le tableau 1.

it 0 2 4
M(@)| 1 2 4
At A(t)
0 1 1 | 58 | 39
6 7 64 | 121 | 102
12 11 106 | 30 | 11

Tableau 1 — Valeur de m(t) en fonction de A, u et t.

Pour tous triplets (z,y,t), (2/,vy,t') dans (Z/19Z x Z/TZ) x, Z/3Z, on a :
(@, 9,) +au (2,1) = (& + expy(At)2’, y + expy(ut)y’, ¢ +1') (% )
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et pour tous couples (z,t), (¢/,t') dans (Z/1337Z) x\ Z/37Z, on a :

(2,t) +m (2,1) = (2 +m(t)2, t + ).
Considérons M. Soit o € Aut(Z/3Z) la multiplication par —1. Alors p*?* = M o
donc d’apres le premier critére d’isomorphie des groupes obtenus par produits semi-directs,
les couples (A, ) et (2X, 2u) induisent deux structures de produit semi-direct sembalbles.
Soit G le groupe Z/133Z N;’“ Z/37Z. On a au plus cinq classes d’isomorphie possible pour
le groupe G en fonction de \ et p :

(a) si (A, p) =1(0,0), alors G = Z/399Z,

(b) si (A, ) = (0,2), alors G = (Z/7Z x Z/3Z) x Z/19Z,
(c) si (A, )= (6,0), alors G = (Z/19Z x Z/3Z) x Z/TZ,
(d) st (A, p) = (6,2), alors G = Z/133Z X, Z/3Z ot p(1) = {z — 11z},
(e) si (A, pu) = (12,2), alors G = Z /1337 », Z /37 ou (1) = {z +— 30z}.
Le cas (a) est le seul ot G est abélien. Le cas (b) est le seul ou tous les éléments d’ordre 19
sont centraux, mais certains éléments d’ordre 7 ne le sont pas. Dans le cas (c), la situation
est inversée. Dans les cas (d) et (e) il existe a la fois des éléments d’ordre 7 et 19 qui ne
soient pas centraux. On montrera au paragraphe 7.4 que les cas (d) et (e) ménent a deux
classes d’isomorphie de G distinctes.

4 Théorémes de Sylow

Dans ce paragraphe, on va tenter de retrouver pour les groupes finis ce qu’on a établi
pour les groupes abéliens finis (théoréme de Cauchy, théorémes de Sylow, existence de
sous-groupes particuliers).

4.1 Les trois théorémes

Proposition 4.1 (Théoréme de Cauchy).
Soient G un groupe d’ordre n et p un nombre premier qui divise n. Alors, il existe un
élément dans G d’ordre p.

Démonstration. On donne deux méthodes, toutes deux utilisant I’équation aux classes.

Premiére méthode, en utilisant une action astucieuse de 7Z,/pZ : preuve directe.

Soit F' le sous-ensemble de I'ensemble E des fonction de Z/pZ dans G suivant :
F={feE| Il f(k)=1lc}
keZ/pZ
Remarquons que |F| = |G|P~!. On fait agir Z/pZ sur F en posant k.f(¢) = f({+ k) pour
tous f € F, et k,{ € Z/pZ. Remarquons que f est un point fixe sous l'action de Z/pZ si
et seulement si f est constante et prend pour valeur un élément de G dont la puissance p-
éme vaut 1g. Soit fj la fonction constante sur 1. S’il existe une autre fonction constante
dans F' que fy, on aura trouvé un élément d’ordre p dans G, précisément la valeur que
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prend cette fonction. Lorsque f n’est pas constante, 'orbite de f contient p éléments.
Considérons I'équation aux classes sous l'action de Z/pZ :
|F| = [F9]+ 3 [Orbzz(f)l,
fer”
oit F” est une transversale de F' ~. F'“. On vient de voir que p divisait |F| et divisait
|Orb(f)| pour toute f non constante, donc en particulier pour toute f dans F”. Ainsi
p doit diviser |F'“|. Or cet ensemble n’est pas vide puisqu’il contient fo. Il doit donc
contenir au moins p fonctions constantes, donc fy n’est pas la seule fonction constante.

O

Deuxieme méthode, en utilisant ’action par conjugaison de G sur lui-méme : preuve
par récurrence, en utilisant le théoréme de Cauchy dans le cas abélien.
On raisonne par récurrence sur k = 9. Le résultat est vrai pour |G| = p. Soit G un
groupe d’ordre kp avec k > 2. On suppose le résultat vrai pour tout groupe d’ordre ¢p
avec £ < k. Partons de I’équation aux classes associée a I'action de GG par conjugaison sur

lui-méme :

|G| |ZG|+ Z \smm OK (1)

ol G est une transversale de G \ Z4. Ceci etant, deux cas de figure se présentent.
Premier cas de figure . Si pour tout g € G", p ne divise pas Stabg(g), alors p divise

, donc p divise ZG:” ‘Sta ( . Or p divise aussi |G|, donc d’apreés (1), p doit
diviser le centre Zg. Le théoréme de Cauchy abélien appliqué au centre permet de
conclure.

Deuziéme cas de figure . S'il existe g € G” tel que p divise |Stabg(g)|. Par ailleurs,
on a |Stabg(g)| < |G| puisque g, appartenant & G”, n’est pas central. On peut donc
appliquer 'hypothése de récurrence a Stabg(g). Cela achéve la preuve. O

|Stab (g

Passons aux théorémes de Sylow.

Théoréme 4.2 (Premier théoréme de Sylow, 1872).
Soit G un groupe d’ordre p®m ou p est premier et ne divise pas m. Alors il existe un
sous-groupe de G d’ordre p“.

Démonstration par ’action de G par conjugaison sur lui-méme.

La démonstration commence comme la deuxiéme que nous avons proposé pour le théoréeme
de Cauchy. On raisonne par récurrence sur k = p‘ Le résultat est vrai pour |G| = p. Soit
G un groupe d’ordre p®*m avec m A p = 1 et p*m > p. On suppose le résultat vrai pour
tout groupe d’ordre strictement inférieur a |G|. Partons de 1'équation aux classes associée
a 'action de GG par conjugaison sur lui-méme :

_ e
|G| = |2q| + Z TStaba(g)]”

ou (G est une transversale de G \. Z. Ceci etant, deux cas de figure se présentent.

Premier cas de figure. S’il existe g € G” tel que p* divise Stabg(g), alors d’aprés
’hypotheése de récurrence, Stabg(g) contient p-Sylow, qui sera également un p-Sylow
de G.
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Deuziéme cas de figure. Sipour tout g € G”, p® ne divise pas |Stabg(g)|, alors p divise

> % et donc p divise |Zg|. Prenons H un sous-groupe cyclique d’ordre p
gEG”

inclus dans | Zg| (possible car H est abélien). On applique ’hypothése de récurrence
au groupe G/H (H est central donc distingué). Soit K un p-Sylow de G/H, donc
d’ordre p®~1. Soit 7 : G — G/H le morphisme de passage au quotient et soit
K =n1(K). Alors K est d’ordre p®. O

Dans la démonstration, au lieu de chercher les groupes d’ordre p®, on aurait pu chercher
les groupes d’ordre p?, 1 < 3 < « et montrer ainsi :

Proposition 4.3 (Premier théoréme de Sylow étendu).
Soit G un groupe d’ordre p°m ou p est premier et m est quelconque (éventuellement
multiple de p). Alors il existe un sous-groupe de G d’ordre pP. U

Théoréme 4.4 (Deuxiéme théoréme de Sylow, 1872).
(i) Tout p-sous-groupe est inclus dans un p-Sylow.
(11) Les p-Sylow sont conjugués.

Démonstration. La partie (ii) découle de (i). Prouvons la partie (i). Soit H un p-groupe
dans G et S un p-Sylow de G. On va montrer qu’il existe g € G tel que gHg=! € S. On va
utiliser (EC3), en faisant agir H par multiplication a gauche sur 'ensemble F = G/S =
{9S, g€ G}. On a

Bl = |E”| mod p,
mais |E| = |G /S| est premier avec p, puisque S est un p-Sylow. Donc il existe gy € G tel

que goS € E¥ | autrement dit tel que pour tout h, hgoS = goS. Donc hgy € goS pour tout
h e H, donc H C goSgy". O

En réadaptant la preuve de ce dernier théoréme, on peut trouver une preuve élégante
des deux premiers théoremes de Sylow a la fois, a partir de la proposition suivante.

Proposition 4.5 (p-Sylow des sous-groupes).
Soit G un groupe, S un p-Sylow de G et H un sous-groupe de G. Alors, il existe g € G
tel que gSg~—' N H soit un p-Sylow de H.

Démonstration. Reprenons la preuve du théoréme 4.4. Soit S un p-Sylow de G et E
’ensemble quotient G/S. A nouveau, on fait opérer H par multiplication & gauche sur les
classes de F. Soit E’ une section de F sous l'action de H. La partition en orbites donne :

H
Bl = 5 (0bu(eS) = ¥ st
gSerE

geG’
Si gSg~'N H n’est jamais un p-Sylow de H, alors p divise ) (%:/H),#J”H" donc p divise
goSe
G/S. Mais ceci contredit le fait que S est un p-Sylow de G. OJ

Démonstrations alternatives des premiers théorémes de Sylow.
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Preuve du premier théoréme de Sylow : existence des p-Sylow.

Soit G un groupe et p un diviseur de |G| = n. On plonge d’abord G dans &,, (par
Cayley), puis on plonge &, dans GL,(F,) de la maniére classique, & savoir que o €
6, s'envoie sur I'endomorphisme u, défini dans la base canonique par uq(ei) = eq().
Finalement, on a réalisé G comme un sous-groupe de (GL,,(F,), o). Or GL,(F,) est d’ordre
(" = 1) (" —p)(p" —p*) ... (p" —p" 1), et T, ,, le sous-groupe des matrices triangulaires
supérieures a coefficients diagonaux égaux a 1, est d’ordre px p? x - - - X p"~1. Donc 7y, , est
un p-Sylow de GL,(F,). Donc d’apres la proposition 4.5, G posséde lui aussi un p-Sylow.

0

Preuve du deuzieme théoreme de Sylow : Tout p-sous-groupe est inclus dans un p-
Sylow, lesquels sont tous conjugués.

Si H est un p-sous-groupe et S un p-Sylow de G, il existe g € G tel que gSg~' N H soit
un p-Sylow de H. Mais comme H est un p-groupe, on a ¢Sg ' N H = H, donc H est
inclus dans ¢gSg~! qui est un Sylow. Si de plus H est lui-méme un p-Sylow de G, on a
exactement H = gSg~!. O

Théoréme 4.6 (Troisiéme théoréme de Sylow, 1872).

Soit G un groupe d’ordre p“m avec o = 1 et m A p = 1. Soit n, le nombre de p-Sylow.
(i) n, | m.
(ii) n,| =1 mod p.

Démonstration.

(i) Soit S un p-Sylow de G et Syl,(G) l'ensemble des p-Sylow de G. D’aprés le point
(ii) du théoréeme 4.6, l'action de G par conjugaison sur Syl,(G) est transitive, donc
Syl,(G) = Orbg(S). Or Stabg(S) = Normg(S), donc |Syl,(G)| = m Or |S|

divise |[Normg(S)| (Lagrange), donc |Syl,(G)| divise % qui est égal a m.

(i) On va utiliser (EC3), en faisant agir un p-Sylow S par conjugaison sur £ = Syl,(G)

et obtenir |E| = |ES| mod p. Il reste & montrer que |E®| = 1. Pour tout p-Sylow T'
appartenant & E°, on a sT's™! = T pour tout s € S. Donc S est inclus dans Normg(T).
Dans le groupe Normg(T'), S et T sont conjugués d’aprés le théoréme 4.4, mais par
définition de Normg(T), T est distingué dans Normg(T). Donc T' = S. Donc E® = {S}.
[

Remarque. Considérons 'action de G par conjugaison sur Sy/,(G). Soit S € Syl,(G).
On notera que :

— laction est transitive : Orbg(S) = Syl,(G),

- Stabg(5> = NOI"IHG'(S),

— le seul p-Sylow de Normg(S) est S.

4.2 Premiéres applications

Exemples théoriques d’utilisation des théorémes de Sylow.
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1. Prouver qu’un groupe n’est pas simple (en démontrant quun p-Sylow est distingué
grace au troisiéme théoréme de Sylow).

2. Compter le nombre de sous-groupes d’un ordre donné (en particulier le nombre de
p-Sylow). S’il n’y en a qu’un, il est caractéristique.

3. Montrer qu'un groupe est un produit semi-direct en exhibant un complément (gé-
néralement un p-Sylow) d’un sous-groupe distingué.

4. Montrer que des sous-groupes, ou simplement des éléments d’un certain ordre, sont
conjugués.

5. Prouver qu’il existe ou non des éléments d’un certain ordre.

6. Amorcer la classification des groupes finis et dans certains, pouvoir conclure. Les
théorémes de Sylow et une bonne connaissance des produits semi-directs permettent
de classer assez facilement de nombreux groupes (i.e. de déterminer le nombre de
classes d’isomorphie en fonction de l'ordre).

Nous allons illustrer cela dans les exemples ci-dessous. Les numéros se correspondent.

Exemples pratiques d’utilisation des théorémes de Sylow.

l.a. Les groupes d’ordre 63 et 255 ne sont pas simples. En effet :
— le 7-Sylow d’un groupe d’ordre 63 est distingué, car n7|9 et n; =1 mod 7;
— le 17-Sylow d’un groupe d’ordre 255 est distingué, car nq7|15 et n; =1 mod 17.

1.b. Les groupes d’ordre 56 ne sont pas simples. Il s’agit d'un cas plus subtil que
les précédents, car on n’a pas directement n; = 1 ou ny = 1. Cependant, on peut
montrer que ny # 1 et ny # 1 sont contradictoires. Ainsi, si ny # 1, alors n; = 8. Les
éléments de ces huit 7-Sylow sont deux a deux distincts sinon deux de ces 7-Sylow
seraient confondus. On compte donc 48 éléments d’ordre 7. Or 56 — 48 = 8, donc il
n’y a alors qu’un seul 8-Sylow, qui est donc distingué.

2. Soient G et G' deux groupes d’ordre 63, et N et N’ leurs 7-Sylow respectifs. Alors
tout isomorphisme de G dans G’ envoie N sur un sous-groupe d’ordre 7, donc
un 7-Sylow, donc N’ puisque G’ ne posséde qu’un seul 7-Sylow, comme on ’a vu
précédemment pour tout groupe d’ordre 63. La classification des groupes d’ordre
399 par exemple utilise un tel argument (cf. proposition 6.11).

3. Soit G un groupe d’ordre 63. Alors c¢’est un produit semi-direct. En effet, soit N un
7-Sylow. On a vu que N était distingué. Par le premier théoréme de Sylow, il existe
un 3-Sylow H. Ce 3-Sylow est nécessairement un complément de N, car NNH = {1}
en raison du théoréme de Lagrange et NH = G pour une raison de cardinal.

4. Soit A et B deux matrices de GL(2, F,) d’ordre p. Alors A est conjuguée a une
puissance de B. En effet, GL£(2, F,) contient (p* — 1)(p* — p) éléments, donc les
p-Sylow contiennent p éléments et sont donc monogénes. Puisqu’ils sont conjugués,
le résultat s’en déduit.

5. Sans rien connaitre du groupe Z /77 x (Z/37)?, nous pouvons déduire des théorémes
de Sylow qu’il ne contient pas d’éléments d’ordre 9 (cf. !8). En effet, le groupe

18 Attention : un tel groupe pourrait fort bien a priori contenir des éléments d’ordre 9 et d’ordre 7, sans
en contenir d’ordre 63, comme c’est le cas par exemple de Z/7Z x Z/9Z.
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ZJ7Z x (Z/3Z)? contient une copie de (Z/3Z)* qui est un 3-Sylow. Or tous les 3-
Sylow sont conjugués, donc Z/7Z x (Z/37Z)? ne peut pas contenir de copie de Z/9Z
qui serait un 2-Sylow non conjugué a (Z/37Z)>.

6. Soit G un sous-groupe d’ordre 63. Nous avons vu qu’il était un produit semi-direct
de N d’ordre 7 par H d’ordre 9. Deux cas sont & considérer, selon que H = Z /97 ou
H = (Z/37)?. Traitons le cas (Z/3Z)* (le cas Z/9Z se traite de la méme maniére).

Il faut déterminer l'action ¢ : H — Aut(N). Ces morphismes peuvent étre repérés
par des formes linéaires de F42. Les formes linéaires non nulles peuvent étre obtenues
les unes des autres par multiplication par un élément de Aut(H) = GL(2,F;),
donc les structures de produit semi-direct associées sont semblables. Les groupes G
obtenus par ce produit semi-direct sont isomorphes a (Z/7Z x Z/37) x 7Z/37Z (ou
'action n’est pas triviale).

En traitant le cas H = Z/9Z, on aurait également trouvé un groupe non abélien
Z]TZx7/9Z. Ces deux groupes sont-ils les mémes ? Non, car Z/7Z x Z/97 contient
un élément d’ordre 9, tandis que (Z/7Z x7Z/3Z) x Z /37 n’en contient pas, comme on
I’a vu précédemment. Ainsi il existe quatre classes d’isomorphie de groupes d’ordre

63 :
o 7/63Z,

o Z/37 x 7.J21Z,
o 7/77 x 7./9Z,
o (Z)77 % Z/3Z) x Z/3Z.

Voici deux exemples supplémentaires ou les théorémes de Sylow peuvent aider a la
classification des groupes.

Lemme 4.7 (Groupe ayant un unique p-Sylow et un unique ¢-Sylow).
Si un groupe fini G posséde un unique p-Sylow P et un unique q-Sylow @Q ot p et q sont
deuz entiers premiers quelconques, alors
(i) P et Q sont en somme directe dans G,
(ii) tout élément de G dont l'ordre est du type p“q® est dans P x Q.
(11i)) P x Q est le seul sous-groupe de G d’ordre |P||Q|, en particulier, P x Q) est
caractéristique (donc distingué),

Démonstration.

(i) Puisque P est distingué dans G, PQ est un groupe et P est distingué dans PQ).
De méme, @ est distingué dans PQ. Comme en plus PNQ = {1} (car leurs ordres sont
premiers entre eux), il vient que P(Q est un produit semi-direct, et méme direct puisque
P et ( sont tous les deux distingués.

(ii) Soit x dans G d’ordre p®¢®. Alors I'élément y = zP° appartient a Q. De méme
Pélément z = z¢° appartient & P. Or il existe deux entiers u et v tels que up® + vg”® = 1,
donc z appartient a (y, z), donc x € P x Q).

(iii) Soit H un sous-groupe d’ordre |P||Q]. Alors tous ses éléments vérifient les hypo-
théses du (ii), donc appartiennent & P x . Finalement, H = P X Q. O
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Un cas particulier assez fréquent, puisqu’il concerne tous les groupes nilpotents'®.

Proposition 4.8 (Groupe n’ayant qu’un seul p-Sylow pour tout p).
Si un groupe fini G posséde un seul p-Sylow pour tout diviseur premier p de |G|, alors G
est produit direct de ses p-Sylow.

Démonstration. Soit Si, ..., S, les p-Sylow de G. Soit K = 5555....5,. Alors les deux
sous-groupes S; et K sont distingués dans G. De plus, S;NK = {15} a cause du théoréme
de Lagrange. Enfin, pour des raison de cardinal, S;K = G. Donc G est un produit semi-
direct de S; par K, donc un produit direct puisque K aussi est distingué dans G. En
appliquant a nouveau ce fait & K, on montre ainsi que G est produit direct de ses p-Sylow.

O

Remarque. Puisqu'il existe des p-groupes de tous ordres divisant |G|, d’aprés la propo-
sition 4.3, on obtient la réciproque du théoréme de Lagrange pour ce type de groupes (cf.
proposition 5.15).

5 Groupes nilpotents et p-groupes

Les théorémes de Sylow proposent d’étudier les groupes en examinant leurs p-sous-
groupes maximaux. Cela motive I’étude des p-groupes. Cependant, bien qu’ils jouent
un roéle essentiel dans la classification des groupes, nous arréterons notre classification a
l'ordre 15 (justement freiné par 1’étude des groupes d’ordre 16) et les résultats présentés
sont donc indépendants de la suite, en dehors de la proposition 5.4 selon laquelle tout
groupe d’ordre p ou p? est abélien.

Le premier réflexe a avoir est de se demander si cette étude des p-groupe est nécessaire,
autrement dit s’il existe vraiment des p-groupes non abéliens. Malheureusement, oui! Voici
deux exemples.

Définition 5.1 (Le groupe quaternionique® Hy).
Le groupe qui admet la présentation

(a,b]a®>=0*= (ab)? a* =1)
est appelé le groupe quaternionique et est souvent noté Hg. C’est un groupe d’ordre 8
dont les éléments sont traditionnellement notés 41, 4+i, +j, £k, de sorte que 15 = k,
i? =j2=k?=—1, et (—1)® = 1. Ce groupe n’est pas commutatif, puisque ij = —ji. En
effet, ijij = k> = —1, donc %jij? = —ij, donc ji = —ij.

19Cf deéfinition 5.8 et théoréme 5.14.
20découvert par Hamilton en 1843. Une plaque commémorative & Dublin raconte qu’il grava lui-méme
sur un pont sa découverte : i? = j2 = k? = ijk = —1.
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Définition 5.2 (Le groupe 7,, ).
Pour tout p premier, soit 7, , le groupe multiplicatif des matrices triangulaires supérieures
a coefficients dans F, et a coefficients diagonaux égaux & 1. Aucun de ces groupes n’est

commutatif, dés que n > 3. Par exemple considérons le groupe
lxy

’Z},,p:{<o1z>egﬁ( F,), z,y,z € F,}.

Alors en posant a = <(H8> et b= <(H8>,onaab: ((1)
001 001 0
4

Attention, ce groupe est isomorphe & Z /47 x 727 lorsqu
lorsque p > 3.

=

%) tandis que ba = ((H(l)
1 001
p=2,eta(Z/pZ)? xZ/pZ

@

Dés que 'on entre dans le monde des groupes non-commutatifs, les actions de groupes
sont des outils trés efficaces. Rappelons que pour toute action d’'un p-groupe sur un
ensemble, I’équation aux classes implique :

|E| = |E| (mod p). (EC3)

5.1 Sous-groupes distingués dans les p-groupes

Le premier sous-groupe distingué auquel on s’intéresse est le centre.

Proposition 5.3 (Théoréme de Burnside). Le centre d’un p-groupe non trivial n’est ja-
mazis trivial.

Démonstration. C’est un corollaire de ’équation aux classes appliquée a l'action de G
sur lui-méme par conjugaison. Les points fixes de GG par cette action sont les éléments du
centre Z¢ de G, donc on a d’aprés (EC3) :

|G| = |Z¢| (mod p).

Or Zg n’est pas vide (puisque 1g y appartient), donc Zg est de cardinal au moins p.
O

Au passage, on déduit de cette derniére proposition que les p-groupes sont nilpotents,
cf. paragraphe 5.2. On déduit également la proposition suivante :

Proposition 5.4 (Petits p-groupes).
Tout p-groupe d’ordre p ou p* est abélien.

Démonstration. Soit G un groupe d’ordre p. D’apreés le théoréme de Lagrange, il existe
un élément d’ordre p, donc G est cyclique.

Considérons maintenant le cas d'un groupe G d’ordre p?. D’aprés la proposition 5.3,
le centre d'un p-groupe de cardinal p? n’est pas trivial. Il est donc de cardinal p ou p?.
S’il est de cardinal p, soit z un élément dans G ~\ Zg. Alors le stabilisateur Stabg(x)
sous l'action de G par conjugaison sur lui-méme contient au moins x et Zg, et est donc
de cardinal au moins p + 1. Comme Stabg(x) est un sous-groupe de G, p doit diviser
Stabg (), donc Stabg(x) est de cardinal p?, donc Stabg(z) = G, donc x est central.
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C’est une contradiction. Donc le centre de G est de cardinal p?, donc G est abélien.

O

Remarque. Dans cette démonstration, aprés avoir utilisé le théoreme de Burnside, on
aurait aussi bien pu conclure en utilisant le lemme 6.1 (cf. chapitre suivant) selon lequel
si le quotient d’un groupe par son centre est monogéne, alors ce groupes abélien.

Proposition 5.5 (Réciproque du théoréme de Lagrange pour les p-groupes).
Soit G un groupe d’ordre p®. Pour tout 3 < «, G contient un sous-groupe distingué d’ordre

pe.

Démonstration. Par récurrence sur . Lorsque o = 0, le résultat est trivial. Soit o > 1.
On suppose que le résultat est vrai pour tout entier strictement inférieur a . Soit G un
groupe d’ordre p®. Soit 3 < a. Cherchons un sous-groupe distingué¢ H de G d’ordre p°.

— Obtention d’un sous-groupe central d’ordre p. Le centre de G est un p-groupe abélien
non trivial d’apres la proposition 5.3, donc (théoréme de Cauchy abélien) il contient
un élément d’ordre p. Notons W le sous-groupe de GG engendré par cet élément.

— Obtention d’un sous-groupe d’ordre p°. Puisque W est central, il est distingué et le
quotient G /W est un p-groupe de cardinal p®~!. On peut lui appliquer 'hypothése
de récurrence. Il existe un sous-groupe distingué¢ H de G/W d’ordre p°~!. Soit
m : G — G/W le morphisme de passage au quotient. Alors le sous-groupe K de
G égal A m1(H) est d’ordre p®. Vérifions que K est distingué. Pour tous k € K,
g € G,onamn(gkg') € H car H et distingué¢ dans G/W, donc gkg™' € HW = K,
donc K est distingué. 0

La proposition suivante nous sera utile pour établir le théoréme de Frattini (cf. para-
graphe 5.3.

Définition 5.6 (Sous-groupe maximal).
Un sous-groupe M de G est dit mazimal si c’est un sous-groupe propre (i.e. différent de
G) tel que M et G soient les seuls sous-groupes de G contenant M.

Proposition 5.7 (Sous-groupes maximaux d’un p-groupe).
Tout sous-groupe maximal d’un p-groupe d’ordre p® est d’ordre p®~' et est distingué.

Démonstration. Montrons d’abord que M est distingué. Soit M un sous-groupe maxi-
mal. On considére ’action de G par conjugaison sur I’ensemble E des sous-groupes maxi-
maux. On a la partition :

E=ES U Orba(M) (%)

ol E” est la transversale de E ~. E¢ sous l'action de G. Les éléments de E“ sont
les sous-groupes maximaux distingués. On va montrer par I'absurde que E” doit étre
vide, autrement dit que £ = E“. Supposons qu’il existe M € E”. L’orbite de M est

Orbg(M) = Sta%l(M), elle n’est pas de cardinal 1 (puisque M € E”), donc p divise son
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cardinal. Considérons I’action de M par conjugaison sur Orbg(M). L’équation aux classes
correspondante donne :

|Orbg(M)| = |(Orbg(M))™| mod p. (xx)
Or M appartient a Orbg(M))M (puisque tout élément de M agit trivialement par conju-
gaison sur M). D’aprés (%), il existe un sous-groupe N de (Orbg(M))M distinct de M.
Alors tout élément de M et de N agit trivialement par conjugaison sur N, donc (M, N)
agit trivialement par conjugaison sur N. Or (M, N) = G, donc N est distingué dans G.
Mais N appartient & Orbg (M), donc N est conjugué a M donc N = M : absurde! Donc
tout sous-groupe maximal d’un p-groupe est distingué.

Calculons l'ordre d’un sous-groupe maximal. Soit M un tel sous-groupe d’ordre p°.
Montrons 3 = a — 1. Si ce n’était pas le cas, G/M serait un p-groupe d’ordre au moins p?
et contiendrait un sous-groupe H d’ordre p. Alors, I'image réciproque de H dans G serait

un sous-groupe d’ordre p*! contenant M, ce qui contredirait le fait que M soit maximal.
O

Remarque. Par le théoréme de Frobenius (cf. proposition 6.2), dont la démonstration
est plus simple que celle-ci, on sait qu'un sous-groupe d’ordre p®~! est distingué. La force
de cette proposition est donc le calcul de 'ordre des sous-groupes maximaux, ou, ce qui
revient au méme, de montrer que tout sous-groupe d’un groupe d’ordre p® est inclus dans
un sous-groupe d’ordre p® — 1.

5.2 Groupes nilpotents et p-groupes

Les groupes nilpotents?! forment une famille importante de groupe, plus faciles que les
autres a étudier puisque comme nous allons le voir, de méme qu’un groupe abélien, un p-
groupe est somme directe de ses p-Sylow. C’est ce que nous nous proposons de démontrer
dans ce paragraphe. La méthode consiste a examiner (cf. argument de Frattini ci-dessous),
les normalisateurs des p-Sylow et montrer que dans le cas des groupes nilpotents, ces
normalisateurs sont le groupe tout entier, autrement dit les p-Sylow sont distingués.

Définition 5.8 (Groupe nilpotent).
Rappelons que pour deux sous-groupes H et K de GG, on note [H, K| la cléture normale
dans G de I’ensemble des éléments hkh™'k~' ou h € H et k € K.

La suite centrale descente (Cp,(G))nen d'un groupe G est définie ainsi : Co(G) = G et
pour tout n > 1, C,,(G) =[G, C,_1(G)].

Un groupe G est dit nilpotent s'il existe un entier m tel que C,,,(G) = {1¢}. Le plus
petit indice m satisfaisant cette condition est appelé I'indice de nilpotence de G.

Proposition 5.9. Les p-groupes sont nilpotents.

21Tous les groupes nilpotents sont résolubles. Ils constituent un premier exemple de groupes résolubles
non nécessairement abéliens. Cependant, il existe comme &3 des groupes résolubles, mais non nilpotents.
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Démonstration. Soit G un p-groupe d’ordre p®. On montre par récurrence sur o que G
est nilpotent. Lorsque o = 0, c¢’est évident. Soit @ > 1. On suppose le résultat vrai pour
tout entier strictement inférieur & o > 0 et on veut le démontrer pour «. Le centre Zg
de G n’est pas trivial, donc le groupe quotient G/ Z4 est un p-groupe d’ordre strictement
inférieur p®, donc un groupe nilpotent d’aprés I’hypothése de récurrence. Soit 7 : G —
G/Z¢ le morphisme de passage au quotient. On a 7(G) = G/Zg, donc pour tout n,
on a m(Cy(G)) = Co(m(G)) = C,(G/Z¢). Or, puisque G/Z¢ est nilpotent, il existe un
entier m tel que C,,(G/Z2g) = {1}. Donc pour cet entier m, on a C,,(G) C Zg. Alors
Cm+1(G) =[G, Cu(G)] C [G, Z¢] = {1}, par définition du centre. Ainsi G' lui-méme est
nilpotent. O

Corollaire 5.10. Tout produit direct de p-groupes est nilpotent.

Démonstration. Cela découle de la proposition précédente et du fait que si A et B et
A" et B’ sont deux sous-groupes respectifs, alors [A x B, A’ x B'| C [A, A’] x [B, B'].

Proposition 5.11 (Croissance des normalisateurs).
Soit G un groupe nilpotent. Alors tout sous-groupe propre H de G est strictement contenu
dans son normalisateur Normg(H).

Démonstration. Il est clair par récurrence que C;(G) est distingué dans G. Soit H un
sous-groupe de G et pour tout i, soit H; = HC;(G). Vérifions que H, 1 est distingué dans
H;, autrement dit que H, 1 est normalisé par H (c’est évident) et par C;(G) (ce que nous
allons démontrer). Soient A un élément de H;,; et g un élément de C;(G). On a :

ghg™ = ghg™'h=*h € |G, Ci(G)|H;11 = Ci 11 (G)Hi1y = Hyyq,
d’ou ghg™! € H; + 1. Ainsi, il existe une suite :
G=H,D>DH,D>---DH,=H (%)
vérifiant H;, < H; et H,, = H. On peut supposer que H, & H,,_;. Or on a Normg(H) D
H, 4, puisque H = H, < H,_1. Ce qu’il fallait démontrer. [

Remarque. En fait, cette propriété caractérise les groupes nilpotents.

Lemme 5.12 (Argument de Frattini).
Soit G un groupe, H un sous-groupe distingué, et S un p-Sylow de H. Alors G =
Normg(S)H.

Démonstration. Soit g € G. Le sous-groupe gSg~! de G est inclus dans H puisque H
est distingué, et par ailleurs, c’est un p-Sylow de H, donc gSg~! est conjugué & H dans
H, d’aprés le deuxiéme théoréme de Sylow. Ainsi, il existe h € H tel que hgSg~*h™! = S.
Alors hg € Normg(S), donc g € HNormg(S). Ceci étant vrai pour tout g € G, on
a G = HNormg(S), puis en utilisant le fait que H est distingué, G = Normg(S)H.
0

Lemme 5.13 (Normalisateur d'un p-Sylow).
Soit G un groupe et S un p-Sylow de G. Alors Normg(Normg(S)) = Normg(S).
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Démonstration. Appliquons 'argument de Frattini au groupe Normg(Normg(SS)) dont
Normg(.S) est un sous-groupe normal et S un p-Sylow de Normg(.S). On obtient que
Normg(Normg(S)) = Normg(S)Norme(S). Mais Normg(S)Normg(S) = Normeg(S),
d’ou le résultat. U

Théoréme 5.14 (Structure des groupes nilpotents).
Un groupe nilpotent est produit direct de ses p-Sylow.

Démonstration. Soit G un groupe nilpotent d’ordre n et p un diviseur premier de n.
Soit S un p-Sylow de G. D’aprés le lemme 5.13, on a Normg(S)Norme(S) = Normeg(S).
Or d’apreés la proposition 5.11, le seul sous-groupe H de G vérifiant Normg(H) = H est
G lui-méme, donc en appliquant ceci & Normg(.S), on voit que Normg(.S) = G, autrement
dit, S est distingué dans G. Ceci étant vrai pour tout p premier diviseur de n, on peut
appliquer la proposition 4.8. Ainsi G est somme directe de ses p-Sylow. U

Remarques.

1. Moralement, les groupes finis nilpotents sont « presque » des p-groupes. Par exemple,
on savait que les p-groupes admettaient des sous-groupes distingués de tous ordres (cf.
proposition 5.5). C’est aussi le cas des groupes nilpotents (cf. proposition 5.15).

2. Ce théoréeme 5.14 donne une condition nécessaire trés forte pour un groupe d’étre
nilpotent. Par exemple, &3 est le produit semi-direct non trivial de Z/3Z par Z/27 et
n’est donc un produit direct de ses sous-groupes de Sylow. Par conséquent, &3 n’est
pas nilpotent. En effet, C1(83) = [S3, G3] = (0, ), ot ¢ est un 3-cycle. Puis Cy(63) =
(&3, 3] = A3 car o707 = 071, ol T est une transposition. Ainsi, pour tout n, C,,(S3) =
S3, donc &3 n’est pas nilpotent.

Proposition 5.15 (Réciproque du théoréme de Lagrange pour les groupes nilpotents).
Un groupe est nilpotent si et seulement s’il admet des sous-groupes distingués de tous
ordres.

Démonstration. Montrons le sens direct. Soit n = [] p;% l'ordrede G et m = [] p”
1<igr 1<ir
un diviseur de n. D’aprés le théoréme 5.14, il existe r sous-groupes H; de G d’ordre

respectivement p;* tels que G = & H;. Or tout groupe H; contient un sous-groupe
1<esr

distingué K; d’ordre p;% d’aprés la proposition 5.5. Alors, le sous-groupe N = @& K; de

1<i<r
G est d’ordre m, et est distingué puisque c’est le produit de sous-groupes distingués.
Montrons la réciproque. Si un groupe admet des sous-groupes distingués de tous ordre,
chacun de ses sous-groupes de Sylow sont distingués. Alors on peut appliquer la proposi-
tion 4.8. Ainsi un tel groupe est produit direct de ses sous-groupes de Sylow. Donc il est
nilpotent d’apreés le théoréme 5.14. 0
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5.3 Théoréme de Frattini

Beaucoup de sous-groupes particuliers ont été inventés pour faciliter I’étude des groupes
(groupe de Fitting, socle, cosocle, etc.). Nous présentons I'un d’eux, le sous-groupe de Frat-
tini, concu pour I’étude des p-groupes, dont la définition peut étre immédiatement élargie
a tous les groupes finis (et méme aux groupes infinis).

Définition 5.16 (Eléments mous d’un groupe).
Un élément d’un groupe est dit mou?? si pour toute partie S C G telle que S et cet
élément engendrent le groupe, S engendre le groupe.

Exemple. L’élément neutre est toujours un élément mou. Par exemple, Z ne contient
aucun élément mou autre que 0, puisque pour tout m € Z, on peut choisir n premier a m
et différent de +1. Alors m et n engendrent Z, mais n tout seul n’engendre pas Z.

Proposition 5.17.
(1) L’ensemble ® des éléments mous d’un groupe est un sous-groupe,
(11) ® est méme un sous-groupe caractéristique,
(iii) @ est 'intersection de tous les sous-groupes mazimauz®.

Démonstration.

(i) Soit ® I’ensemble des éléments mous d'un groupe G. Il est clair que 15 € @, et que
® est stable par passage a 'inverse. Si g et h sont deux éléments de ®, alors pour tout
sous-ensemble S tel que (gh,, S) = G, on a bien str (g, h, S) = G. Or m est mou, donc
(h, S) = G, or h est mou donc (S) = G. Ceci prouve que ® est un groupe.

(ii) Soit ¢ un automorphisme de G et g un élément de G. S’il existe un sous-ensemble
S de G tel que (¢(g), S) = G, alors (g, ¢ *(S)) = ¢ (G) = G. Ainsi, 'image d’un
élément mou par un automorphisme est un élément mou. Donc ® est stable par tout
automorphisme.

(iii) Montrons que ® est inclus dans tout sous-groupe maximal M. Supposons qu’il
existe un sous-groupe maximal M de G ne contenant pas ®. Soit alors g € & ~. M. Alors
ona M & (9, M) C G. La deuxiéme inclusion doit étre stricte car g est mou, mais elle
doit étre une égalité car M était maximal, d’ott une contradiction.

Montrons que ® contient 'intersection de tous les sous-groupes maximaux. Suppo-
sons qu’il existe g appartenant a l'intersection de tous les sous-groupes maximaux mais
n’appartenant pas & ®. Soit S inclus dans G tel que (S) # G et (g, S) = G. Soit M un
sous-groupe maximal contenant S. Par définition de g, g appartient a M, donc M contient
(g, S) et doit étre égal & G : absurde! O

Définition 5.18 (Sous-groupe de Frattini).
Le sous-groupe de tous les éléments mous d'un groupe G est appelé le sous-groupe de
Frattini et est noté ®(G).

22En anglais, un élément mou est appelé non-generating element, ce qui décrit bien la situation.
23Cf. définition 5.6.
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Exemples.
— Un élément k de G = Z/p"Z est mou si et seulement si k Ap = 1. Donc ®(G) est le
groupe engendré par p, isomorphe a Z/p"~'Z.
— Soit G et Gy deux groupes finis, et G = G1 X Gy. Alors ®(G) = O(G;) x D(Gy).
— Soit n = [ pf, les p; étant premiers deux a deux distincts. Alors ®(Z/nZ) = Z/mZ

ol m = pr”*l.

Lemme 5.19 (Existence de compléments partiels).
(1) Soit {x;}1<i<n des éléments d’un groupe G. Si (P(G), x;|1 < i < n) =G, alors
(r;]1<i<n)=3G.
(11) Soit H un sous-groupe de G tel que ®(G)H = G. Alors H = G.
(111) Plus généralement, un sous-groupe H de G distingué posséde un complément
partiel si et seulement si H n’est pas inclus dans ®(G).

Démonstration.

(i) Montrons la contraposée. Soit H = (x; |1 < i < n) que l'on suppose différent de G
et M un sous-groupe maximal contenant H. Alors (®(G), z; |1 < i < n) est contenu dans
M puisque ®(G) est lui aussi inclus dans M. Donc (®(G), x; |1 < i < n) est différent de
G.

(ii) 11 suffit d’appliquer (i) aux éléments h; de H.
(iii) Si un sous-groupe H distingué dans G est inclus dans ®(G), il ne peut admettre
de complément partiel, sinon ®(G) en contiendrait un, ce qui contredirait (ii).

Réciproquement, si un sous-groupe H distingué dans G n’est pas inclus dans ®(G), il
existe un sous-groupe maximal K de G tel que (H, K) engendre G. Or (H, K) = HK.
donc K est un complément partiel de H. 0

Théoréme 5.20 (Théoréme de Frattini).
Le quotient d’un p-groupe par le sous-groupe de Frattini est un Fy-espace vectoriel.

Démonstration. Soit G un p-groupe et ®(G) son sous-groupe de Frattini. Montrons
que G/®(G) est commutatif. Tout sous groupe maximal M est d’ordre p*~! d’apres la
proposition 5.7, donc G/M = 7 /pZ et est commutatif, donc [G, G] C M. Par conséquent,
|G, G] C (G), donc G/P(G) est commutatif.

Montrons maintenant que tous les éléments de G/®(G) sont d’ordre p. Si ce n’était pas
le cas, on aurait l'existence d’un élément § d’ordre p? dans G/®(G) (puisque G/®(G) est
commutatif). Soit y dans G d’image ¢ dans G/®(G). Puisque y” n’est pas dans G/P(G),
yP n’est pas mou, donc il existe M, un sous-groupe maximal de (G, ne contenant pas y”.
Il ne contient pas y non plus. Alors I'image ¢ de y dans G/M est d’ordre au moins p?,
donc M est d’ordre au plus p®~2, ce qui contredit le fait que M soit maximal d’aprés la
proposition 5.7. Ainsi tous les éléments de G/®(G) sont d’ordre p.

Finalement, G/®(G) est un groupe abélien dont tous les éléments sont d’ordre p.
U

45



Remarque. On peut montrer en fait que ®(G) est le plus petit sous-groupe de G tel que
G/®(G) soit un espace vectoriel. L’espace vectoriel engendré est donc le plus gros parmi
ceux obtenus en quotientant G.

Définition 5.21 (Espace de Frattini).
L’espace de Frattini d'un p-groupe G est le [F,-espace vectoriel G/®(G).

Proposition 5.22 (Espaces de Frattini de petite dimension).
Soit G un p-groupe. L’espace de Frattini n’est jamais de dimension 0. 1l est de dimension
1 si et seulement si G est cyclique.

Démonstration. Puisque ®(G) est contenu dans tout sous-groupe maximal, ®(G) est
strictement contenu dans G, donc G/®(G) n’est pas de dimension 0. Si G/P(G) est de
dimension 1, soit z € G tel que I'élément x®(G) de G/P(G) engendre G/P(G). Alors

(®(G), ) = G, donc d’aprés le lemme 5.19, (z) = G. O
Exemples.
1. L’espace de Frattini d'un groupe abélien G de type (p**, p®?, ..., p®") est (F,)".
2

2. Pour le groupe quaternionique, ®(Hg) = {£1} donc Hg/P(Hg) = (F2)*.

3. Plus généralement, soit G’ un groupe non abélien d’ordre p* (p premier). Nous allons
montrer que :

O(G)=7Zg=Z/pZ et G/P(G)=TF,"

Le centre de G n’est pas trivial par le théoréme de Burnside. Par ailleurs, G/Zg n’est
pas cyclique, sinon G serait abélien par le lemme 6.1. Donc G/Z¢ = (Z/pZ)* et contient
p? éléments, et Zg = Z/pZ. Soit M un sous-groupe maximal de G. Si Zg N M = {1},
alors G est un produit direct (car Zg5 est central) de deux groupes abéliens, donc G est
abélien : absurde! Donc le centre est inclus dans tout sous-groupe maximal, d’oi :

Za C (I)(G)
Alors selon le cardinal de ®(G), G/®(G) est isomorphe a (F,)?

, F, ou 1. Mais les deux
derniers cas sont interdits par la proposition 5.22, donc G/®(G) = (

F,)?, donc ®(G) = Zg¢.

En fait, on peut prouver la proposition suivante, que I'on ne démontrera pas ici.

Proposition 5.23. Le sous-groupe de Frattini d’un p-groupe G est égal 4 GP|G, G] ou
GP = (¢, g € G), et est inclus dans le centre Zg.

6 Classification des groupes de petit cardinal

6.1 Deux résultats utiles

En plus du théoréme de Burnside (cf. proposition 5.3 : « Le centre d’'un p-groupe n’est
pas trivial. »), fondamental pour 'étude des p-groupes, voici deux résultats tout aussi
utiles.
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Lemme 6.1 (Groupes dont le quotient par le centre est monogéne).
Un groupe dont le quotient par son centre est monogéne est abélien.

Démonstration. Soit G un tel groupe, Z4 sont centre, et x un élément tel que xZg
engendre GG/ Z¢. Soient alors deux éléments de ce groupe g1 et go. Il existe z1, 25 € Z¢ et
ki, ko € Z tels que g1 = 212, et go = 22 2,. Clairement, ¢; et go commutent. O

Proposition 6.2 (Théoréme de Frobenius, 1895).
Soit G un groupe d’ordre n et soit p le plus petit diviseur premier de n. Alors tout sous-
groupe d’indice p est distingué®*.

Démonstration. Soit H un sous-groupe d’indice p que l'on fait agir par multiplication
a gauche sur £ = G/H. Remarquons que 'action est triviale si et seulement si pour tout
g€ G,ona HgH = gH, donc si et seulement si H est distingué. Soit E” une transversale
de £~ Ef. Alors, I'équation aux classes s’écrit :
| = |E"|+ 5= Orbu(gH)

gHEE"
Or |E| = p par hypothése, donc chaque orbite qui n’est pas réduite a un point contient
p éléments. Puisqu’il existe au moins une orbite réduite & un point, celle de H, elles

sont toutes réduites a un point. Donc 'action est triviale et H est distingué dans G.
O

Remarques.

1. Ce résultat est absolument fondamental ! Grace a lui, il est facile de percevoir presque
tout groupe (attention, pas les groupes simples!) comme une extension de groupes plus
petits. En effet, dés qu’un groupe G posséde un sous-groupe N du bon indice, on sait que
N doit étre distingué. Connaissant alors NV et G/N, on peut espérer retrouver le groupe G.
Tous les espoirs de classification compléte des groupes reposent sur de telles extensions !

2. Ce résultat est redondant avec le troisiéme théoréme de Sylow dans le cas des
groupes d’ordre p“q ol ¢ est un nombre premier strictement inférieur a p. En effet, dans
ce cas, le nombre n, de p Sylow vérifie n, =1 mod p et n,|q, ce qui montre que n, = 1,
donc d’apreés le deuxiéme théoréme de Sylow, le p-Sylow (qui est un sous-groupe d’indice
q) est distingué.

6.2 Classification des groupes d’ordre n < 15

On notera V} le groupe Z/27 x Z/27., appelé groupe de Klein.

Amorce de la classification :
e pour tout p premier, il existe un unique groupe Z/pZ,
e tout groupe d’ordre p? est abélien (cf. proposition 5.4),
e on connait quelques groupes non abéliens :

24Lorsque p = 2, la preuve peut étre simplifiée, cf. exemple 4 page 14 et s’entend méme aux groupes
d’ordre infini.
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o n==0: 63, Dg, Qﬁ(?, IFQ)

o n=238: Dy, Hg, T3, (cf. définition 5.2),
e n=10:Ds,

[ J n:12:'D6,52[47

o n=14: D7.

Proposition 6.3 (Groupes d’ordre 6).
Les groupes non abéliens d’ordre 6 sont isomorphes a Gs

Démonstration. Soit ¢ un élément d’ordre 3 et 7 un élément d’ordre 2. Si To7 = 0, le
groupe est abélien ; si o7 = o2, on retrouve la table de multiplication de Gs. 0

Proposition 6.4 (Groupes d’ordre pgq).
Soient p et q deux entiers distincts avec p < q. Il existe une ou deux classes d’isomorphie
de groupes d’ordre pq, selon que p divise ¢ — 1 ou non :
o L/pqZ,
o 7/qZ x 7./ pZ, seulement si p divise ¢ — 1.
Lorsque p =2, Z/qZ x Z/2Z est le groupe diédral D,,.

Démonstration. Soit p le plus petit facteur de G. Alors le ¢-Sylow @) est distingué
d’aprés le théoréme de Frobenius (proposition 6.2). On peut le voir aussi en invoquant
le troisiéme théoréme de Sylow : n, =1 mod ¢ et ny|p, ol n, est le nombre de g-Sylow.
Notons P un p-Sylow. Alors, on a Q <G, Q N P = {1g} et |QP| = |G|, donc G est
le produit semi-direct de () par P. Examinons l'action de P sur () via son morphisme
structurel ¢ : Z/pZ — Aut(Z/qZ) = Z/q — 17Z. Différents cas se produisent.

— Si p = 2, il existe une unique action non triviale donnée par (1) = % et le groupe
associé est le groupe diédral Z/qZ x Z /27 = D,. Il n’est pas commutatif et est donc
distinct de Z/2qZ.

— Si p ne divise pas ¢ — 1, il n’existe pas d’action non triviale et tous les groupes
d’ordre pq ot p ne divise pas q est abélien.

— Si p divise ¢ — 1, il existe différentes actions, toutes de la forme (1) = k%
oun k€ {l,...,p—1}. Or ¢ = 1 0 Y, ou 7 est la multiplication par k dans
Z/pZ. C’est un automorphisme, donc toutes ces actions produisent des produits
semi-directs isomorphes. Le groupe associé n’est pas commutatif, donc il n’est pas
isomorphe a Z/pqZ. O

Remarque. On a vu au paragraphe 3.6 que dans le cas des produits semi-directs non
triviaux des groupes d’ordre pq, action de Z/pZ dans Z/qZ est décrite par un morphisme
o Z/pZ — AW(Z/qZ), t — {x — k'z} ou k est un élément de (Z/qZ)* d’ordre p.

Lemme 6.5. Le groupe Hg n’est pas un produit semi-direct.

Démonstration. Supposons qu’il existe deux sous-groupes N et H de Hg tels que Hg =
N x H.
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— Si |[N| = 4, alors H = {1, h} ou h est d’ordre 2 dans Hg, donc h = —1, mais
-1 appartient déja a |N|, puisque —1 est le carré de tout = € Hg ~ {£1}. Donc
HNN # {1} : c’est absurde.

— Si |N| = 2, puisque H est central, le produit serait direct. Alors Hg serait le produit
direct de deux groupes abéliens, donc serait abélien : c¢’est absurde. O

Proposition 6.6 (Groupes d’ordre 8).

1l existe deux classes d’isomorphie de groupes non abéliens d’ordre § :
o Dy = 7/AL X127 = Vy X L)27 = T3 5 (cf. définition 5.2),
L] Hg.

Démonstration. Soit G un groupe non abélien d’ordre 8. Rappelons qu’'un groupe dont
tous les éléments sont d’ordre 2 est abélien. Donc G contient des éléments d’ordre 4. Soit
7 un élément d’ordre 4 et H le sous-groupe engendré par ¢. Puisque c’est un sous-groupe
d’indice 2, il est distingué. Distinguons les cas selon qu’il existe ou non un élément d’ordre
2 dans G\ H.

— 5’1l existe un élément d’ordre 2 dans G ~ H, alors la suite exacte

l1-H—-G—-G/H—1

est scindée, donc G est un produit semi-direct de H par Z/2Z. Un tel produit semi-
direct est caractérisé par une action de Z/2Z — Aut(Z/AZ) = Z/27. 11 existe un
unique tel morphisme non trivial, donc on obtient un unique produit semi-direct
non abélien.

— S’il n’existe pas d’élément d’ordre 2 dans G \ H, alors G ~. H consiste en quatre
éléments d’ordre 4 (précisons qu’il ne peut pas contenir d’élément d’ordre 8, sinonG
serait abélien cyclique). Appelons j 1'un d’eux. Notons 1, 4, i = —1 et i3 = —i les
quatre éléments de H. Les éléments de G sont

{1, 14, =1, —i, j, ij, —j, —ij}.
Puisque —1 est le seul élément d’ordre 2, il est central et i* = 52 = (i5)* = —1.
Puisque ijij = —1 = 42, on a jij = 4, donc jij ' = —i. Ainsi, on a reconstitué la
table d’opération de Hg. Or on sait que Hg n’est pas un produit semi-direct, donc
il n’est pas isomorphe a Djy.
Les groupes Z /47 x 7./27 et Vy x Z/27 étant des produits semi-directs, ils ne sont pas
isomorphes a Hy d’aprés le lemme 6.5. Le groupe 73 o contient plusieurs éléments d’ordre
2, donc n’est pas isomorphe a Hs. 0J

Proposition 6.7 (Groupes d’ordre 12).

1l existe trois classes d’isomorphie de groupes non abéliens d’ordre 12 :
o 7/37 x7Z/AZ,
o D¢ =7/37 xVy =Dy x 727 = D3 x 7|27,
L 52[4 = VZ; X Z/3Z

Démonstration. Soit G un groupe d’ordre 12 et soit ns le nombre de 3-Sylow. Il doit
diviser 4 et doit vérifier n3 =1 mod 3, donc nz € {1, 4}.
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Si ng = 4, alors on compte 8 éléments d’ordre 3. Il en reste donc 4 pour former le
4-Sylow qui est donc distingué. Appelons-le N. Soit K un 3-Sylow. Puisque par ailleurs
NNK = {l1g}, le groupe G est le produit semi-direct de N par K, décrit par un morphisme
¢ de K =7/37 dans Aut(N). Deux cas se présentent : N = Z /47 ou bien N = V}.

— Si N = Z/4Z, alors Aut(Z/AZ) = Z/27 et ¢ va de Z/3Z dans Z/2Z, donc est
trivial, donc le produit est direct et correspond & un groupe abélien.

— Si N = Vj, alors Aut(Vy) = &3 et ¢ vade Z/3Z dans S3, donc associe 1 & un 3-cycle
ou & son carré. Notons ¢ et o ces deux morphismes. Soit v : Z/3Z — 7Z/3Z,
1 — —1. Il vient ¢ = @1 0y et par conséquent, les deux structures de produit
semi-direct sont semblables et décrivent le méme groupe V; x Z /37 & isomorphisme
pres.

Si ng = 1, soit N le 3-Sylow distingué et soit H le groupe d’ordre 4 : Z/47 ou V. Le
produit semi-direct N x H est décrit par un morphisme ¢ de H dans Aut(Z/3Z) = 7Z./27.
Etudions les deux cas.

— Si H = Z/4Z, alors il existe un unique morphisme non trivial de Z /47 dans Z /27,
correspondant au produit semi-direct Z/3Z x Z/AZ.

— Si H =V}, alors ¢ est un morphisme de V; dans Z/27, autrement dit une Fo-forme
linéaire de Fo2. Il en existe trois non triviales, décrite par les matrices en ligne : [p;] =
(0,1), [p2] = (1,0), [ps] = (1,1). Cependant, il existe v € Aut[Vy] = GL(2, Fy) tel
que 2 = @y 0y pour [y = (§8) et w3 = 107 pour [y] = (91). Ainsi les trois
produits semi-directs sont isomorphes. On note Z/3Z x Vj le groupe associé.

Faisons le bilan. Nous avons trouvé trois groupes : V X Z /37 qui posséde quatre 3-Sylow,
et Z/37 x ZJAZ et 7/37 x Vy qui possédent tous deux un seul 3-Sylow. Pour départager
Z/3Z X ZJAZ et Z)3Z x Vy, remarquons que I'un posséde un élément d’ordre 4 et l'autre
pas. On a donc exactement trois groupes non abéliens d’ordre 12 différents & isomorphisme
pres.

Le groupe 204 posséde un sous-groupe distingué isomorphe a Vj, le sous-groupe des
double-transpositions (produit de deux transpositions & supports disjoints). Donc 2, =
V), 2 Z/3Z. Le groupe Dg = Z/6Z x 7Z./27 posséde un sous-groupe d’ordre 3 distingué,
mais aucun élément d’ordre 4, donc Dg = Z/3Z % Vy. Les groupes &3 X Z /27 et &3 X7 /27
ne possédent qu’un seul 3-Sylow et aucun élément d’ordre 4, et sont donc isomorphes a
7./37 x V. Ceci achéve la classification des groupes non abéliens d’ordre 12. 0

Théoréme 6.8 (Classification des groupes d’ordre n < 15).
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n groupes abéliens groupes non abéliens total
2 7/27 - 1
3 7/3Z - 1
4 7]AZ, 'V, - 1
5 7./5Z - 1
6 7.]6Z G3 2 D3 X GL(2, Fy) 2
7 7|77 - 1
8 Z7.J87, 7.J27 x ZJAZ, (Z]27)° Dy =VyXZ[2Z=T35, Hg 5
9 7/97., (Z.)37)* - 2
10 7)10Z Ds 2
11 7117 - 1
12 7ZJ127, 7./27 x Z.]6Z L]3Z % Vy = &3 x 7/27 = D, 5
Z)3L X L)AL, Vi x7/37 =AUy
13 YARRYA - 1
14 7)147 Dy 2
15 7 /157 - 1

ot T34 est le groupe introduit a la définition 5.2.

6.3 Etude de quelques groupes de plus gros cardinal

Proposition 6.9 (Groupes d’ordre p?).

II existe deux classes d’isomorphie de groupes d’ordre p* (p > 3 premier) :
o 7/p*Z x 7| pZ
o (Z/pZ)* x L/pZ

Le groupe® Ty, est isomorphe*® a (Z/pZ)?* x 7] pZ.

Idée de la démonstration. Soit G un groupe d’ordre p?. S’il existe un élément d’ordre
p? le groupe est abélien. En de hors de ce cas, tous les éléments non triviaux sont d’ordre
p ou p.

Premier cas : si tous les éléments sont d’ordre p, soit N un sous-groupe d’indice p.
Il est distingué d’apreés le théoréme de Frobenius (cf. proposition 6.2), et nécessairement,
N 2 (Z/pZ)?. N'importe quel élément du complémentaire de N engendre un sous-groupe
H d’ordre p dont l'intersection avec N est {15}, donc G est le produit semi-direct de N par
H. L’action sous-jacente est décrite par un morphisme ¢ de Z/pZ dans Aut((Z/pZ)?) =
GL(2, F[p]) qui envoie 1 sur un isomorphisme de (F,)? d’ordre p. Soient ¢; et ¢y deux
tels morphismes. Puisque GL(2, F[p]) est d’ordre (p*> — 1)(p* — p) = p(p — 1)*(p + 1), les
sous-groupes d’ordre p sont les p-Sylow deux a deux conjugués. Donc ¢;(1) est conjugué
a @o(k) pour un certain k € (Z/pZ)*. Soit « la multiplication par k dans Z/pZ. Alors
1 0a(l) est conjugué a po(1) par un élément P € GL(2, Flp]), donc pour tout k € Z/pZ,
on a @1 (k)oa = Popy(k)oP~t. Donc les deux actions décrivent deux produits semi-directs

25Cf. définition 5.2.
26 Attention, ce résultat est faux lorsque p = 2.
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isomorphes. Autrement dit, cette étude donne lieu & un unique groupe (Z/pZ)* x Z/pZ a
isomorphisme preés.

Deuziéme cas : il existe un élément d’ordre p? que 1'on note . Soit N le sous-groupe
engendré par x, distingué dans G d’aprés le théoréme de Frobenius. On admet?” alors qu’il
existe y dans G~ N d’ordre p. On a alors un produit semi-direct Z/p*Z x Z/pZ, décrit
par un morphisme de Z/pZ dans Z/(p(p — 1))Z. Soient ¢ et y, deux tels morphismes :
w1(1) = k1(p—1) et po(1) = kao(p—1), avec ky et ky premiers a p. Soit o : Z/pZ — Z/pZ,
1 ky 'ky, ot ky ! est inverse de k; dans Z./pZ. Alors a € Aut(Z/pZ) vérifie pjoa = .
On a donc un unique produit semi-direct Z/p*Z x Z/pZ & isomorphisme prés.

Les deux groupes obtenus ne sont pas isomorphes puisqu’il n’existe pas d’éléments
d’ordre p? dans le premier. Le groupe 73, ne contient pas de matrice d’ordre p?, donc 73,
est isomorphe a (Z/pZ)* x Z/pZ. O

Proposition 6.10 (Groupes d’ordre 255 = 3 x 5 x 17).
Tout sous-groupe d’ordre 255 est cyclique.

Démonstration. D’apreés les théorémes de Sylow, on compte :

— nombre de 17-Sylow : 1, distingué;

— nombre de 5-Sylow : 1 ou 51, mais alors 204 éléments d’ordre 5;

— nombre de 3-Sylow : 1 ou 85, mais alors 170 éléments d’ordre 3.
Soit N le 17-Sylow et H un 5-Sylow. Alors N H est un sous-groupe d’indice 5 dans G qui
est donc distingué. Puisque les 5-Sylow sont conjugués, leurs éléments restent dans N H
qui est de cardinal 85. Donc il ne peut pas y avoir 204 éléments d’ordre 5. Donc le 5-
Sylow est distingué d’aprés le théoréme de Frobenius (cf. proposition 6.2). Alors G est un
produit semi-direct de Z/85Z par Z/37Z. L’action associée est décrite par un morphisme
de Z/3Z dans Aut(Z/857) = Z/AZ x Z/16Z, mais un tel morphisme est trivial. Donc le
produit est direct et G est abélien, donc cyclique. 0

Remarque. En fait, on peut prouver que tout groupe de cardinal n est abélien si et
seulement si n A p(n) = 1. Ici, p(255) = 16 x 4 x 2 et est premier a 255.

Proposition 6.11 (Groupes d’ordre 399 = 3 x 7 x 19).
1l existe cing classes d’isomorphie de groupes d’ordre 399 :
7./399Z,
Z]TZ x Z/3Z) x ZJ19Z,
Z.J197. % Z,/3Z) x Z/7Z,
L1337 Xy, Z)3Z ot ¢1(1) est la multiplication par 11 dans Z/133Z,
L1337 Xy, Z)3Z 0% @o(1) est la multiplication par 30 dans Z/1337.

2"La preuve de ce fait consiste a considérer un élément y € G ~ N d’ordre p? et & montrer en une
demi-page qu'’il existe un entier k tel que yx* soit d’ordre p dans G : un tel k doit étre solution d’une
équation dans Z/p?Z et on vérifie qu’il existe effectivement des solutions. Cela prend une demi-page de
calculs compliqués et astucieux.
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Démonstration. Un tel groupe posséde un seul 19-Sylow N d’aprés le troisiéme théoréme
de Sylow. Les 7-Sylow sont a priori au nombre de 1 ou 57. Soit H un 7-Sylow. On va
montrer par deux méthodes différentes que H est le seul 7-Sylow.

Premiere tentative Considérons le groupe NH dans G. C’est un produit semi-direct
car N est distingué dans G donc dans N H et car NN H = {1} a cause des ordres des
éléments de N et H. Or un tel produit semi-direct est déterminé par une action de H
dans dans Aut(/N), mais en raison des cardinaux, de tels morphismes sont triviaux
et NH est un produit direct. Malheureusement, cela ne permet pas de conclure.

Premiére méthode. Le groupe N H est un sous-groupe d’indice 3, donc un sous-groupe
distingué dans G. Pour tout g € G, gHg ' C gNHg™' = NH, donc gHg™' C HN.
Or si les 7-Sylow sont au nombre de 57, on compte 57 x 6 éléments d’ordre 7 distincts,
inclus dans HN d’ordre 17 x 7 : absurde. Donc G ne contient qu’un seul 7-Sylow.

Deuzieme méthode. S’il existait effectivement 57 7-Sylow H; avec 1 < ¢ < 57, il exis-
terait également 57 groupes N H; d’ordre 7 x 19 = 133. Vérifions que deux éléments
z; et x; d'ordre 133 (car on a vu que NH = N x H), l'un dans N H;, 'autre dans
NH; avec i et j différents, sont nécessairement différents. Elevés a la puissance 19,
2;? est dans H; et x;” est dans Hj, or |[H;N H;| € {1, 7}, donc H;N H; = {1¢}, donc
z;? et 3? sont différents, donc x; et x; étaient différents. Or dans chaque N H;, on
compte ¢(133) = 6 x 18 éléments d’ordre 133, donc on compte au total 57 x 6 x 18
éléments d’ordre 133, ce qui est absurde. On a donc qu’un seul 7-Sylow.

D’aprés le lemme 4.7, il vient que N et H sont en somme directe. Soit K = NH = N x H.
Alors K = Z/133Z est le seul groupe de G de cet ordre. Pour terminer 1'étude, il reste a
examiner les produit semi directs

71337 x 7./3Z.

Ces produits semi-directs ont été étudiés pour une large part a la fin du paragraphe 3.6,
et I’étude sera achevée a la fin du paragraphe 7.4. O

Proposition 6.12 (Groupe d’ordre 147 = 3 x 7).

1l existe cing classes d’isomorphie de groupes d’ordre 147 :
ZJ1477,

(Z)77)? x 7./3Z,

Z]497 1 7./37Z,

(Z)TZ)? x4, Z)3Z, avec o1(1) = (29) € Aut(F?),
(ZJTZ)* %4, /3L, avec po(1) = é% gg

Démonstration. Soit G un groupe d’ordre 49. On montre facilement qu’il n’y a qu’un
seul 7-Sylow d’ordre 49 que 'on appelle N. Puisque l'intersection de N avec un 3-Sylow
H est réduite a 1g, on en déduit que NH = G, et ainsi G est un produit semi-direct de
N par H.

On écarte le cas ot G est abélien. Si N = Z/49Z, tous les morphismes de Z/3Z dans
Aut(Z/497) = 7 /427 se déduisent les uns des autres par composition a la source par
un automorphisme de Z/37Z. Donc dans ce cas, il n’existe qu'un seul produit semi-direct

7./497 x 7./31.
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Intéressons-nous au cas ou N = (Z/7Z)?. Alors le produit semi-direct est déterminé

par un morphisme
¢ : Z/37 — Aut(F;*) = GL(2, Fy).

Le groupe GL(2, F7) est d’ordre (72 —1)(7>—7) = 25 x 32 x 7. Alors le groupe engendré par
les matrices A = (29) et B = (§9) est un 3-Sylow de GL(2, F;). Notons le H. Puisque
tous les 3-Sylow de GL(2, ;) sont conjugués, on peut se ramener (d’aprés le deuxiéme
critére de similitude de structures de produit semi-direct) & des morphismes ¢ de Z/3Z
dans H. Supposons qu’il existe un isomorphisme de GGy vers Gy. Cet isomorphisme préserve
I'unique 7-Sylow de chaque groupe. Alors, d’aprés la proposition 7.22, un tel isomorphisme
est une similitude de structures de produit semi-direct. Déterminons le nombre de classes
de similitude. Par composition par un automorphisme de Z/3Z, on peut se ramener aux
morphismes ¢ de Z/3Z dans H tel que (1) soit de déterminant 1 ou 2 (application du
premier critére), et dont la premiére valeur propre est « supérieure » ou égale a la seconde
(application du deuxiéme critére). On obtient ainsi trois classes de similitude de structures
de produit semi-direct (rappelons que nous avons écarté le cas abélien) caractérisés par

p(1) :
p(1) e {(39). (83). (83)}
Le premier cas correspond a la classe d’isomorphie de (Z/7Z x Z/3Z) x Z]TZ. Le
morphisme ¢, correspond a (Z/7Z)? x Z/3Z avec une action isotrope. Le morphisme ¢

correspond a (Z/7Z)* x Z/3Z avec une action non-isotrope. O

7 Extension de groupes : généralités

7.1 Suites exactes scindées et produits semi-directs

Définition 7.1 (Suites exactes, abéliennes, centrales, scindées).
e Soient N, G et H trois groupes, ¢ : N — G et m : G — H deux morphismes. On
dira que la suite
NG H
est ezacte en G si et seulement si Im (i) = Ker (7). Par conséquent, dire que la suite

15N -S@

128, revient a dire que Ker (i) = Im (¢) = 1,

est exacte en IV, ou 1 est le groupe trivia
donc que 7 est injectif. Et dire que la suite
G H -1
est exacte en H revient a dire que Im (1) = Ker (¢) = H, donc que 7 est surjective.
e Dire que la suite
1>N-5%5G s H—1. (%)
est ezacte revient a dire qu’elle est exacte en N, G et H, et donc G/N = H.

28LLe symbole 1 est remplacé par 0 lorsqu’on adopte la notation additive. Les morphismes qui arrivent
a 1 ou qui partent de 1 ne sont jamais précisés, puisqu’ils sont triviaux.
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e Une extension de H par N est la donnée d'un groupe G et de deux morphismes
i N—>Getrm : G— H tels que la suite (x) soit exacte.

e L’extension est dite abélienne (resp. centrale) si N est abélien (resp. si ¢(IV) est
central).

e S’il existe un morphisme s : H — G tel que mo s = Id g, on dira que la suite est
scindée a droite ou simplement scindée. Un tel morphisme s est appelé une section
de 7. S’il existe un morphisme o : G — N tel que aoi = Id y, on dira que la suite
est scindée a gauche. Un tel morphisme « est appelé une anti-section de 1.

e L’extension donné par la suite exacte (x) sera dite triviale si G est isomorphe a
N x H.

Définition 7.2 (Extensions équivalentes).

Deux extensions N — G —— H et N —— G’ " H seront dites faiblement équivalentes
s’il existe trois isomorphismes «, ® et [ tels que le diagramme suivant soit commutatif.

1 y N . G B H 1
«@ [6)] 16
1 N el - H 1

Un tel isomorphisme ® est appelé une équivalence faible d’extensions.

Deux extensions N —— G —— H et N —— &' —— H seront dites fortement équivalentes
ou simplement équivalentes s’il existe un morphisme ® (le caractére bijectif est imposé
par les deux suites exactes et la commutativité du diagramme?®) tel que le diagramme
suivant soit commutatif.

G
1—N P H——1
G/

Un tel isomorphisme ® est appelé une équivalence d’extensions.

Remarque. Il n’y a pas de différences profondes entre équivalences fortes et faibles,
mais parce qu’elles sont plus simples & manipuler, nous utiliseront essentiellement des
équivalences fortes.

29Ce résultat est parfois connu sous le nom de « lemme des cing ».
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Lemme 7.3 (Caractérisation des équivalences faibles d’extensions parmi les isomor-
phismes).
Soient N - G = H et N - G' = H deus estensions et ® : G' — G un
isomorphisme de groupes. Les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) ® est une équivalence faible d’extensions,

(11) il existe a € Aut(N) tel que ®i' = ia,

(111) il existe 5 € Aut(H) tel que 7P = (.

Démonstration. Par définition, (i) est équivalent & la réunion de (ii) et (iii). Il nous
suffit donc de montrer que (ii) et (iii) sont équivalents.
Montrons (ii) = (iii). Si @' = i«, alors 797 = mia = 0, donc Im (i') C Ker (7).

Or Im (/) = Ker (') et Ker (7®) = ®~*(Ker ()). Donc :

Ker (') € @ !(Ker ()).
En partant de 7o' = ®!i et en procédant de méme, on aurait montré l'inclusion
réciproque. Donc :

Ker (1) = &~ (Ker (m)).
Or on a deux isomorphismes induits par 7 et 7’ allant respectivement de G//Ker (7) dans
H et de G’ /Ker (7’) dans H. L’égalité ci-dessus dit seulement que ® passe au quotient et
induit un isomorphisme de G /Ker (7) dans G'/Ker (7). Donc il existe un automorphisme
B de H (obtenu comme la composée des trois précédents) tel que 7d = .

Montrons (iii) = (ii). Si #® = pn’, alors 7® ¢ = fia = 0, donc Im (®i') C Ker ().

Or Ker (7) = Im (7) et Im (®4') = &(Im (¢’)). Donc :

Im (7) € ®(Im (7).
En partant de 37'7r = 7/®! et en procédant de méme, on aurait montré l'inclusion
réciproque. Donc :

Im (i) = &(Im (7).
Or on a deux isomorphismes induits par i et i’ allant respectivement de N dans Im (¢') et
de N dans Im (i'). D’apres I'égalité, ® induit un isomorphisme de Im (') dans Im (7). Donc
il existe un automorphisme a de N (obtenu comme la composée des trois précédents) tel
que 7' = ia. O

Corollaire 7.4 (Caractérisation des équivalences fortes d’extensions parmi les isomor-
phismes).
Soient N =5 G =~ H et N -5 ¢' ™ H deus extensions et ® : &' — G un
isomorphisme de groupes. Les propositions suivantes sont équivalentes :

(1) © est une équivalence faible d’extensions,

(11) i’ =1,

(111) @ = 7. O

Lemme 7.5 (Propriétés des extensions invariantes par équivalence).
Dans le diagramme de la définition 7.2 ci-dessus traduisant une équivalence d’extensions,
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(i) le morphisme m admet une section si et seulement si 7' en admet une ;
(11) de méme, i admet une anti-section si et seulement si i en admet une;
(111) enfin, 'une des deux extensions est centrale si et seulement si [’autre l’est.

Démonstration.
(i) Soit s une section de 7. Alors ®s est une section de 7’ puisque pour tout h € H,
on a :

©'®s(h) = ws(h) = h.
(i) De méme, si a est une anti-section de i, alors & o ®~! est une anti-section de ¢’
puisque pour tout n € N, on a :

a® 1 (n) = ai(n) = n.
(iii) Si i(N) est central dans G, alors ®i(NN) est central dans ®(G) = G’, donc ' (N)
est central dans G’. O

Proposition 7.6 (Caractérisation du produit semi-direct).
Soit Uextension (x) suivante : 1 — N = G — H — 1.

(1) Si lextension (%) est scindée par une section s de 7, alors :
— on a une action de H sur N de morphisme structurel
A‘a H — Aut(N) ]
b {n— i (s(h)i(n)s(h)T) }
— cette action permet de définir un produit semi-direct N x4 H ;

can.

~ les extensions (x) et N <% N x, H “ H sont équivalentes.

(11) Réciproquement, s’il existe ¢ € Hom(H, Aut(N)) tel que les extensions (x) et

N = N %, H < H sont équivalentes, alors lextension (x) est scindée.

Démonstration. La partie (ii) est une application directe du lemme 7.5. Concentrons-
nous sur la partie (i). Puisque N est un noyau, N est distingué, donc les automorphismes
intérieurs de G stabilisent N et par restriction définissent des automorphismes de N.
Ainsi, Ad, induit par restriction un morphisme de H dans Aut(N). On construit alors le
diagramme suivant

/ G \
l1— N @ H——1
N x,H
ou :

e N X, H est le produit semi-direct induit par Ad,,
e j: N— Nxz,H, n— (n, 1y) est un morphisme injectif,
e pro : N x4y H — H, (n, h) — h est un morphisme surjectif,
e & : NxH— G, (n, h)—i(n)s(h) est un morphisme,
e les deux « lignes » sont exactes.
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Le diagramme est commutatif puisque ® o j =7 et

mo®(n,h) =mn(i(n)s(h)) = mos(h)=h=pry(n,h).
G — N
g — i '(g(som(g)
a(i(n)s(h)) = i7*(i(n)s(h).(so W(z(n)s(h)))fl)

i (i(n)s(h) (s7r3(h)))_1

= n.

L’application « : _1) vérifie « o i(n) = n pour n € N. Mieux :

~—

Remarquons que « n’est pas un morphisme : pour tous n,n’ € N et h,h' € H, on a :
a(i(n)s(h)i(n')s(h')) = a(i(n)s(h)i(n')s(h~thI))
= a(i(n)i(Adyp (n')s(hh'))

= nAds(h)(n’).
G — NxsH
Pour tout g € G, posons ¥ s )
g P g — (alg), m(g))

Alors, pour tous n € N et h € H, on a V(i(n)s(h)) = (n,h). Donc ¥ est une application
réciproque de @, donc c’est le morphisme réciproque de ® et ® est un isomorphisme. On
peut aussi voir directement que ¥ est un morphisme, puisque pour tous n,n’ € N et
h,h € H,on a :
U(i(n)s(h)i(n')s(h')) = (nAdsm)(n'), hh')
= h

Remarques.

1. On voit que l'existence d’une section s de 7w n’implique pas 'existence d’une anti-
section de ¢, puisque c’est a dans la derniére démonstration qui aurait di jouer ce role,
mais « n’était pas un morphisme. D’aprés le lemme suivant, o est un morphisme si et
seulement si G = N x H.

2. Dans la partie (ii), le fait que G soit isomorphe & N x, H ne suffit pas pour que
I’extension soit scindée : il faut en outre qu’on ait une equivalence d’extensions entre G
et N x, H. Voici un exemple.

Le centre Z(73,,) du groupe 73, n’est pas trivial car 73, est un p-groupe, mais ne peut
pas étre d’ordre p?, car le quotient serait cyclique, donc le groupe serait abélien d’aprés
le lemme 6.1. Donc Z(73,) est isomorphe a Z/pZ. Le quotient de 73, par son centre est
(Z/pZ)?, puisque les éléments non triviaux de 73, sont d’ordre p. Donc 73, une extension
centrale de (Z/pZ)* par Z/pZ. Soit G = T3, X Z/pZ. Alors G est I'extension centrale
suivante :

1 —(Z/pZ)? - G — (ZpZ)* — 1.
Si cette extension était scindée, puisqu’elle est centrale, le groupe G serait abélien. Pour-
tant, 73, est isomorphe & (Z/pZ)* x Z/pZ, donc le groupe G est isomorphe & ((Z/pZ)? x
Z/pZ) x Z/pZ, lui-méme isomorphe a (Z/pZ)* x (Z/pZ)*.
Finalement, G est isomorphe & (Z/pZ)? x (Z/pZ)?, mais I'extension centrale G consi-
dérée au début n’est pas équivalente a 'extension scindée (Z/pZ)?* x (Z/pZ)>.
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3. Si deux structures de produits semi-directs les mémes, alors les extensions associées
sont équivalentes. La réciproque est fausse. Appuyons-nous sur ’exemple du lemme 3.19.
On a une équivalence d’extensions :

63 X Z/2Z

AN

63 d Z/QZ

63 X Z/QZ

ol les morphismes 4, 7', 7 et 7’ sont les morphismes canoniques et ot ® est donné par :
®(0, 0) = (0,0) et (o, 1) = (oT,1)

pour tout o € &3, o T est 'unique transposition de &3 telle que les conjugaisons par (1, 1)

et par (7, 0) dans &3 x Z /27 coincident. La proposition suivante précise ce qu’il manque

a une équivalence d’extensions pour devenir une similitude de structures de produit semi-

direct.

Proposition 7.7 (Caractérisation des similitudes de structure de produit semi-direct
parmi les équivalences d’extensions).

Soient N == G = H et N = G' ™ H deug extensions scindées par deuz sections
respectivement s et s, et soit ® une équivalences d’extensions de G' vers G. Alors les
assertions suivantes sont équivalentes :

(i) ® est une similitude de structures de produit semi-direct,

(1)) s = ®s" (a un automorphisme de H pres).

Démonstration. Puisque ® est une équivalence d’extensions, elle vérifie i =i (a un
automorphisme de N prés) d’aprés le lemme 7.4. Alors précisément, la condition man-
quante pour étre une similitude de structures de produit semi-direct est la condition (ii).

O

Proposition 7.8 (Caractérisation des extensions triviales).

can.

Les extensions N — G = H et N =25 N x H =5 H sont équivalentes si et seulement
st la suite exacte

1—>NL>GL>H—>1

est scindée a gauche (i.e. il existe une anti-section « de ).

Démonstration.
Montrons le sens direct. On part de I’équivalence d’extensions suivante ol j et p sont
les morphismes canoniques.
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B
N x H
Puisque j admet une anti-section ( évidente, d’aprés le lemme 7.5, il existe une anti-

section o de i définie par a = BP~1.

Montrons le sens retour. Partons d’une anti-section « de 7, dans la suite exacte (*).

Soit g € Ker (a) et n € N tel que i(n) = g. Alors n = «ai(n) = a(g) = 1y, donc
Ker (o) NIm (i) = {15},
donc Ker (o) NKer (1) = {1¢}. Donc 7 restreint & Ker («) est un isomorphisme. Vérifions
que cet isomorphisme est surjectif sur H. Pour tout h € H, il existe g € G tel que
7(g) = h. Alors n(g.ia(g)™!) = 7(g9)mi(a(g)™t) = n(g) = h. Par ailleurs, a(g.ia(g)™!) =
a(g)aia(g)™! = 1y. Finalement, Im (7) C 7(Ker («)). Ainsi, la restriction de 7 a Ker ()
posséde un inverse que l'on appelle s, qui est une section de , et qui vérifie :
Im (s) = Ker ().

Alors G est le produit semi-direct interne i(N) x s(H), et puisque s(H) est un noyau,
s(H) est distingué dans G, donc G est le produit direct interne i(N) x s(H). O

Exemples.

1. Pour tout groupe G, notons Zg son centre et Int(G) le groupe d’automorphismes
intérieurs de G. Alors on a la suite exacte centrale ou 7 est l'inclusion et Ad envoie un
élément ¢ sur la conjugaison par g :

1— 26 5 G 2% mt(G) — 1.
Puisque la suite exacte est centrale, elle n’est scindée que si G est le produit direct de son
centre par un sous-groupe, d’aprés la proposition 7.8.

2. Attention, méme si I’extension N — G — H n’est pas scindée, G peut étre malgré
tout un produit semi-direct. Voici un exemple.

Soient G et H le groupe et le sous-groupe suivants.

G={(z,y|lay=yx,2*=1,9y*=1) & Z/AZ x 7.)27,
N = (2} y)e¢ = Z/2Z xZ/2Z < G.
On a la suite exacte :
l1- N —- G, —G/N—-1L. (%)
~ ~—
(Z/22)>  Z/ALXL[2L gy
Le groupe G est une extension de H par N. Pourtant, G n’est pas un produit semi-
direct de N par G/N. En effet, §'il I'était, puisque N = Z /27 x 7 /27, on aurait G =
(Z)2Z x ZL)2Z) x Z/27Z. Puisque G est commutatif, le produit serait direct et finalement,
G serait isomorphe a (Z/27)3.
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7.2 Extensions de H par N et Hom(H, Out(N))

Définition 7.9.
Notons :
— E(H, N) I'ensemble des extensions de H par N,
— E4(H, N) I'ensemble des extensions scindées de H par N,
— E(H, N) 'ensemble des classes d’équivalences des extensions de H par N,
— &(H, N) I'ensemble des classes d’équivalences des extensions de H par N.

Définition 7.10 (Groupe d’automorphismes extérieurs).

Etant donné un groupe G, on note Aut(G) le groupe de ses automorphismes et Int(G)
le groupe de ses automorphismes intérieurs. Remarquons que Int(G) est distingué dans
Aut(G). Le groupe quotient est noté Out(G) et est appelé le groupe des automorphismes
extérieurs. Par ailleurs, un automorphisme de Aut(G) est dit extérieur s'il n’est pas inté-
rieur.

Exemples.

1. Par exemple, pour tout n # 6, Aut(S,,) = Int(S,,), donc Out(S,,) = {1}. Pour n =
6, on a Out(Sg) = Z/27Z. Les automorphismes extérieurs de S envoient les transpositions
sur des produits de trois transpositions a support disjoint. Précisons que certains de ces
automorphismes extérieurs sont des involutions. Autrement dit, Out(Sg) se reléve dans
Aut(GG)

2. A l'inverse, dans un groupe abélien A, Int(A) = {1}, donc Aut(A) = Out(A) : tous
les automorphismes sont extérieurs.

Remarques.
1. On a une suite exacte faisant intervenir Out(G) :

1— 2o 2 @ A4 Aw(G) 22 Out(G) — 1

dans laquelle toutes les fleches sont canoniques (I'inclusion, la conjugaison par un élément,
le passage au quotient). Cette suite exacte provient de deux suites courtes exactes :
1— 2o 24 @ 24 It (G) — 1,
1 — Int(G) 225 Aut(G) 22 Out(G) — 1.
En général, aucune de ces deux suites exactes n’est scindée.

2. Remarquons que l'on a un morphisme canonique de Hom(H, Aut(G)) dans
Hom(H, Out(G)) de noyau Hom(H, Int(G)), donc on a un morphisme injectif canonique :

Hom(H, Aut(G))
Hom(H, Int(G))
S’il existe une section du morphisme Aut(G) — Out(G), alors le morphisme ci-dessus

est un isomorphisme. Mais s’il n’en existe pas, ce morphisme n’est pas toujours surjectif
(prendre H = Out(G)).

— Hom(H, Out(G)).
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Définition 7.11 (Pseudo-sections).
Etant donnée la suite exacte,

1-N-5G2H—1, (%)
une pseudo-section de 7 est une application ensembliste s : H — G, h — h telle que
w(h) =h,ie mos=1Idy.

Définition 7.12 (Extensions et morphismes d’action extérieure).
Il existe une application canonique :
0 : E(H, N) — Hom(H, Out(N))

définie ainsi. A toute extension N —— G —» H , on associe le morphisme :

~ G — Aut(N)

Ad : —~ P .

g — Ad, : n—i(gi(n)g™t)

Soit pr : Aut(N) — Out(N) le morphisme canonique. La composition pr Ad passe au
quotient sous i(N) et induit via 7 un morphisme Ad de G dans Out (V). L’application
Ad est la seule qui fait commuter le diagramme suivant :

(2 ™

1 N G H 1

l lgd [;d

N Aut(N) —.— Out(N)

Ad 1

Le morphisme 6 associe a ’extension N G Hle morphisme Ad. On dira que Ad
est le morphisme d’action extérieure de ’extension.

Remarques.

1. ’application € envoie toute extension scindée par une section s sur Ad,, confor-
mément & la proposition 7.6. Dans ce cas, 0 est surjective, puisque toujours d’apreés la
proposition 7.6, Es(H, N) est en bijection canonique avec Hom(H, Aut(N)). Dans la
proposition suivante, on calcule le noyau de la restriction de 6 & E;(H, N).

2. Le fait que la seconde ligne ne soit pas exacte a gauche, en raison du centre éven-
tuellement non trivial de G, est un sérieux probléme a la classification des extensions
éventuellement non scindées. Cela dit, lorsque le centre de G est trivial, les choses se
passent bien comme on le verra au paragraphe suivant.

Proposition 7.13 (Extensions scindées équivalentes et Hom(H, Out(N))).
Soient N — N x, H — H et N — N xy, H — H deux extensions scindées. Elles sont
équivalentes si et seulement si :

Y~ € Hom(H, Int(N)).

Démonstration. Considérons deux extensions de H par N, toutes deux scindées, dont
les actions respectives sont données par deux morphismes ¢ et ¢ de H dans Aut(N), et
coincidant dans Out(N). Alors, pour tout h € H, soit un élément n;, € N tel que
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d’ou :

Ceci étant, posons

NyR!

¢h = Adnh O Ph.-
Puisque v, Ad et ¢ sont des morphismes, il doit exister une relation entre ny, ny et nyp .
D’une part on a 1, = Ad

Ypn, d’autre part on a :

whh’ -

[ON

(IR
Adnh SOhAdnh/ Pn'

Adn, Adg, (n,,) Prepn
Adnhcph (np,) Phh’ s

N = N Pr (M)

NxgH — Nx,H

— (nnp, h) "’
et vérifions que ® ainsi défini est bien un morphisme :
O(n, h) ®(n', h')

(n, h)

e

1l ——N

(nnp, h), (0" ny, h')

/

nnpen(n' ny), hh’)

nn(n
np(n

Ainsi, les deux extensions sont équivalentes.

comme sur le diagramme ci-dessus. Appelons s la section de 7 telle que Ad,

(
(nnhSOh "eon (), hh/)
(
(

(n

nnen(nw), hh/)

N ), W)
(n@/;h(n’)) hh’)

®((nh)(n, n)).

Par ailleurs, il est clair que le diagramme suivant commute.

N x, H
~
A

N><]¢H

Réciproquement, partons de deux extensions scindées N x, H et N x,, H équivalentes,

section de 7’ telle que Ady = . Soit n € N et h € H. Alors,
Vn-10n(8)

Or s(h)i(n)s(h

ou :

—) €i(N),
(%)_1%

(n)

= ' (' (hY)i (s(h)i(n)s(h™Y) )s'(h)).
Yn-19n(n)

= (R (s(h)i(n

= (WD Ls(h) DY

= ' (s'(h"H)@Ls(h)i' (n)

= "(gi'(n)g ")

=, et s la

coincide avec ®~! sur i(NN), donc on obtient :



Il s’agit de montrer que I’élément g de N x,, H appartient en fait a ¢(NV). Or on tire des
relations 7s = Id g et 7® = 7’ I’égalité :

7®d s =1d 4

donc :
m(g) = 7(s'(h~1)® s(h))
= 7's(hH)a® s(h)
= FIS/(hil) h = 1H
——
-1

Finalement, 7'(g) = 1y, donc g € i'(N), donc 1,-1¢5(n) est une conjugaison dans N de
n. Donc 11 est un morphisme de H dans Int(N). O

Récapitulons les résultats de ce paragraphe (définition 7.12 et proposition 7.15).

Théoréme 7.14 (Liens entre E(H, N) et Hom(H, Out(N)), cas général).
On a le diagramme commutatif suivant,

E(H, N) —2— Hom(H, Out(N))

incl.

~  Hom(H, Aut(G))
gs(Hv N) HQm(H, IHt(G))

ot © est Uapplication induite par 0 (cf. définition 7.12). O

Corollaire 7.15 (Produits semi-directs isomorphes & des produits triviaux).
(1) St Hom(H, Out(N)) est trivial, tout produit semi-direct de N par H est isomorphe
au produit direct de N par H.

(ii) Un produit semi-direct N x, H est trivial si et seulement si p € Hom(H, Int(N)).
UJ

Exemples.

1. Ceci éclaire d’'un jour nouveau le lemme 3.19 dans lequel on montrait que tout
produit semi-direct de &3 par Z/2Z formait une extension équivalente au produit direct
de &3 par Z/2Z. Cela venait tout simplement du fait que Out(&3) = {1}.

2. De facon générale, tout produit semi-direct de &,,, n # 6, par un groupe est iso-
morphe au produit direct de &,, par ce groupe. Dans le cas n = 6, il existe un unique
produit semi-direct Sg x Z/27 non isomorphe a &4 x Z /27, car il existe dans Aut(Sg) une
involution extérieure (autrement dit, Out(Sg) se releve dans Aut(Sg)). C'est un groupe
qui n’a pas de centre, et tel que 'action de (1, 1) par conjugaison dans ce groupe envoie
les transpositions de &g x {0} sur les produits de trois transpositions & supports disjoints.
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7.3 Extensions de H par N ou N est de centre trivial.

Proposition 7.16 (Extensions par des groupes de centres triviaux, 1).
Soit N un groupe dont le centre est trivial. L’application 0 : E(G, N) — Hom(G, Out(N))
induit la bijection

O : &£(G, N) =5 Hom(G, Out(N)).
Le lemme suivant nous sera utile pour la preuve de la proposition 7.16.

Lemme 7.17 (Tiré en arriére d’une extension).

Soit N - G 5 H une extension et o un morphisme d’un groupe H' dans H. Alors,
il existe une extension N — G — H' rendant le diagramme suivant commutatif, et
I’ensemble de toutes ces extensions constitue une classe d’équivalence d’extensions de H'
par N.

1 N G H 1
1 N G’ H 1

Une telle extension N — G' — H' sera appelée un tiré en arriére de G via a.

Démonstration. Soit G’ le produit de G et H' fibré par H via 7 et «, i.g. :
G'=GxcG ={(9,l) e Gx H | n(g) =a(l))},
muni de la loi :

(91, R )(92, hz) (9192> h' h2)
Soient alors :

, G — H , N — G’ ¢ — G

™ (2

@) — KT e G T k) — g
On vérifie 'exactitude en G’ :
Ker (') = {(g, ) ]h’ = 1}
= {(s. 1H |3n€N g=1i(n)}
= 7(N)
Il est alors facile de voir que le diagramme suivant est commutatif.
1 N——G——H 1
1 N — G’ - H 1

Vérifions que deux telles extensions N — G' — H' et N — G" — H' sont équi-
valentes. On vérifie facilement que tout élément ¢’ de G’ est déterminé par le couple
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(6(g"), ©'(g')). D’out I'isomorphisme ® de G” vers G’ prouvant que deux telles extensions
sont équivalentes.

Enfin, vérifions que si deux extensions N — G’ — H' et N — G” — H’ sont équiva-
lentes et si N — G/ — H’ est un tiré en arriere de N — G — H via o, alors N — G” — H’
est un tiré en arriére via a. C’est immédiat par le diagramme commutatif ci-dessous.

% ™

1 N G H 1
= B a

1 N e H' 1
- @ -

1 N G" H' 1

O

Démonstration de la proposition 7.16.
Nous allons démontrer que l'application § : E(G, N) — Hom(G, Out(N)) (cf. la défini-
tion 7.12) est surjective lorsque N est de centre trivial, puis que deux extensions ont la
méme image si et seulement si elles sont équivalentes.

Soit @ € Hom(G, Out(N)). On compléte le diagramme suivant par un tiré en arriére

de Aut(N) via o, comme dans le lemme 7.17.
Ad

1 N Aut(N) —2— Out(N) 1
N H

ce qui montre que 6 est surjective, car en complétant le diagramme ci-dessus, on obtient le
diagramme ci-dessous, dans lequel nous allons montrer que « est bien ’action extérieure
de I'extension ainsi obtenue de H par N.

Ad

1 N Aut(N) —2— Out(N) 1
1 N - G = H 1

Soit g € G. Par définition du produit fibré, il existe ¢ € Aut(N) et h € H, tel que g s’écrit
sous la forme (¢, h) ou pro = a(h). Rappelons également que par construction de /3, on
a [(g) = o, et par construction de ¢, on a i(n) = (Ad,, 1) pour tout n € N. Montrons

que 3 = Ad. Pour tout n € N,

gi(n)gt = (¢, B)(Adn, (¢~ h7h) = (Ady), 1) = i(p(n)).
Donc ¢ = ;Avdg, or A(g9) = ¢, donc g = Ad. Or, par définition, Ad est le morphisme
qui joue le r6le de o dans le diagramme ci-dessus lorsque 8 = ;‘,vd, donc on a montré

que o« = Ad. Autrement dit, « est bien le morphisme d’action extérieure de I’extension
obtenue.
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Réciproquement, toute extension N — G — H de morphisme d’action extérieure «
fait commuter le diagramme suivant, par définition.

(2 U

1 N G H 1

l E E
N —+ Aut(N) —— Out(N)

Or puisque N est de centre trivial, la suite du bas est elle aussi une suite exacte.
Donc l'extension N — G — H peut étre vu comme un tiré en arriére de l’extension
N — Aut(N) — Out(N) par a. Or d’aprés le lemme 7.17, Pensemble des tirés en ar-
riere constitue une classe d’équivalence d’extension. Ceci achéve la démonstration de la
proposition 7.16. 0

1

En rassemblant les résultats des propositions 7.15 et 7.16, on obtient le résultat suivant.

Théoréme 7.18 (Liens entre &(H, N) et Hom(H, Out(N)), cas ou Zy = {1}).
On a le diagramme commutatif suivant,

E(H, N) 4Z> Hom(H, Out(N))

incl. incl.

~ Hom(H, Aut(G))
Hom(H, Int(G))
ot © est Uapplication induite par 0 (cf. définition 7.12). O

Es(H, N)

Remarques.

1. On avait vu avec la proposition 7.15 que les extensions scindées d’un groupe par
un groupe symétrique étaient toujours équivalentes (en tant qu’extensions) a des produits
directs (sauf dans le cas du groupe Sg). Avec la proposition 7.16, on voit que toutes
les extensions, méme a priori non scindées d’un groupe par un groupe symétrique sont
équivalentes (en tant qu’extensions) a des produits directs.

2. Dans le cas ot G est un groupe dont le centre n’est pas trivial, on ne peut plus appli-
quer le lemme 7.17. Et pour cause : dans certains cas, un morphisme de Hom(G, Out(N))
ne correspond & aucune extension, tandis que dans d’autres cas, un morphisme de
Hom(G, Out(N)) peut correspondre & plusieurs classes d’équivalence d’extensions. On
verra au chapitre 8 que la cohomologie des groupes en degré un et deux répond a des
problémes d’extension des groupes. Le probléme d’existence ou non d’extensions corres-
pondant & un morphisme de Hom(G, Out(N)) est liée & la cohomologie en degré 3 (en
fait, de telles extensions existent si et seulement si un 'image d’'un cocycle dépendant du
morphisme choisi est nulle dans H3(G, Zy)).
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7.4 Extensions de H par A ou A est abélien

On considére la suite exacte (x) suivante ot A est un groupe abélien noté additivement.
En revanche, G et H sont des groupes quelconques notés multiplicativement.

0—-A-5GZH—1, (%)

La situation ici est radicalement opposée a celle du paragraphe précédent, puisque dans
ce cas-la, on cherchait les extensions par des groupes de centres triviaux, alors qu’ici, nous
allons nous intéresser aux les extensions par des groupes abéliens (donc des groupes dont
le centre est eux-mémes). Alors Hom(H, Out(A)) se raméne & Hom(H, Aut(A)).

Rappelons qu’au paragraphe 7.2, nous avons associé a toute extension de H par N
un morphisme H dans Out(N) que nous avons appelé le morphisme d’action extérieure
(cf. définition 7.12). Lorsque N est abélien, il n’y a plus lieu de quotienter par Int(A),
donc ce morphisme s’exprime plus simplement. De plus, 'adjectif « extérieur » n’a plus
lieu d’étre, puisque ce morphisme devient effectivement le morphisme structurel d’une
action de H sur A canoniquement associé a l'extension considérée. Nous posons donc la
définition suivante.

Définition 7.19 (Morphismes d’action d’une extension abélienne).
e Etant donnée une extension abélienne,

0-A-5GH—1. ()
Vaction extérieure (cf. définition 7.12) est une action bien définie de H sur A que
I'on appellera 'action canonique de I'extension (k).
e On appellera morphisme d’action de cette extension le morphisme ¢ suivant
 H — Aut(N)
P b e {ne i (k)R Y )
ot h est un élément de G tel que w(h) = h, qui n’est rien d’autre que le morphisme

structurel de I'action canonique. C’est également I'image de l'extension (k) par le
morphisme 6 : E(H, A) — Hom(H, Aut(A)) (cf. définition 7.12).

Remarque. Le morphisme d’action de I'extension A - A X, H = H ol i et 7 sont les
morphismes canoniques coincide avec . Par contre, si ¢ et m ne sont plus les morphismes
canoniques, il n’y a plus égalité entre ¢ et le morphisme d’action (cependant, il existe une
relation simple permettant de passer de 'un a l'autre, cf. proposition 7.22).

Proposition 7.20 (Extensions abéliennes et morphismes d’action).
(1) L’application 6 : E(H, A) — Hom(H, Aut(A)) est surjective.
(i) Deux extensions équivalentes ont le méme morphisme d’action.
(111) L’extension suivante de morphisme d’action ¢

0—-A-G s H—1
est scindée si et seulement si elle est équivalente a l’extension

can. can.

0—-A—7Ax,H—H—1.
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Démonstration.
(i) Le morphisme d’action de I'extension A < A x, H < H coincide avec ¢, donc
0 est surjective.

(ii) Partons d'une équivalence d’extensions :

G/
Soit ¢ : H — Aut(A) le morphisme structurel de 'action canonique via G et ¢' : H —
Aut(A) celui de I'action canonique via G’. On va montrer qu’elles coincident. Soit

heH—heG
une pseudo-section de w. Alors,
he Hw—d Y (h)ed
est une pseudo-section de p, et pour tout h € H et tout a € A, on a :

Pul@) = 5@ (R)j@P () )
— e e o))
= i Y(hi(a)h™t)

= ¢n(a)

(iii) C’est une conséquence directe de la partie (ii) et de la proposition 7.6. O

Remarques.

1. Deux extensions abéliennes de H par A équivalentes définissent une méme action de
H sur A. Changer les pseudo-sections (ou les sections quand il y en a) ne modifie pas cette
action. Par contre, changer ’extension elle-méme en conservant £, mais en changeant ¢
ou 7 par exemple modifie I’action de H sur A.

2. Deux extensions abéliennes de H par A équivalentes définissent une méme action
de H sur A. Réciproquement, partant d’une action donnée de H dans A, les extensions
dont I'action canonique coincide avec cette action sont-elles toutes équivalentes ?

— dans le cas des extensions scindées, la réponse est oui, d’apres la partie (iii),

— dans le cas général, la réponse est non (cf. 'exemple ci-dessous),

— au paragraphe 8.3, on verra que ces classes d’équivalences sont en bijection avec

H?(H, A) (cf. définition au paragraphe 8.1, puis théoréme 8.3).

3. Attention, lorsque les extensions ne sont pas abéliennes, deux extensions équivalentes
peuvent donner lieu a deux actions différentes de H sur A. Par exemple, les extensions
G3 X Z/27 et &3 x Z/27 sont équivalentes, comme on 'a vue. Or l'action de Z/27Z sur
G3 est non triviale dans un cas, triviale dans 'autre.
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Théoréme 7.21 (Liens entre £(H, A) et Hom(H, Out(A)), avec A abélien).
On a le diagramme commutatif suivant,

E(H, A) ———2 % Hom(H, Out(N))
incl.

E(H, A)
ot © est Uapplication induite par 0 (cf. définition 7.12). O

Exemple.
Voici un exemple de deux extensions abéliennes de méme action canonique, mais non
équivalentes :

Hi

9

A

0——Z/AZ )
ou § est une pseudo-section et t est une sectlon, induisant toute deux la méme action non

triviale de Z/2Z sur Z/AZ. Un tel morphisme ¢ faisant commuter le diagramme n’existe
pas.

7/27 — 1.

\

Voici le détail. Le sous-groupe A = ( i) de Hg est distingué. Notons H = {1, j} le
quotient Hg/A, et 7 le morphisme Hg — H envoyant les éléments de A sur 1, et les
éléments de {47, +k} sur j. Soit § : H — Hg une pseudo-section telle que 5(1) = 1 et
5(j) = j. On a la suite exacte :

1 A——Hy">H 1.
S

La pseudo-section § permet de définir 'action canonique de H sur A. Elle est décrite par
un morphisme ¢ : H — Aut(A) envoyant 1 sur I'identité, et j sur I'involution de A qui
fixe 1 et —1, et qui échange i et —i. Choisir une autre pseudo-section aurait produit la
méme action. Mais il n’existe pas de vraie section de H dans Hg, puisque {£j, £k} ne
contient pas d’éléments d’ordre 2. Le groupe Hg n’est donc pas pas isomorphe a A x, H.
En effet, A x, H est isomorphe au groupe diédral Dy qui posséde quatre éléments d’ordre

2, contrairement & Hi.

Corollaire 7.22 (Distinguer deux produits semi-directs).

Soient H un groupe, A un groupe abélien, p1 et po deur morphismes de H dans Aut(A).
Si les groupes Gy = A X, H et Gy = A X, H sont isomorphes par un isomorphisme ®
qui envoie iy (A) sur iQ(A), alors il existe § € Aut(H) et o € Aut(A) tels que pour tout
h e H, on ait :

(p2)n = a7 (p1)ama
Autrement dit, les deux produits semi-directs sont de structures semblables.
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Démonstration. Partons des deux extensions de I’énoncé et appelons-les F; et Ej :
[ El . A Z—l) Gl 7T_1> H’

® EQ . A z—2> GQ 7r_2>
Soit & € Isom(Go, Gy) tel que ®iy(A) = ia(A). Alors, il existe o € Aut(N) tel que :

hha = g
D’aprés le lemme 7.4, cette derniére égalité implique l'existence de 5 € Aut(H) tel que :
By = m®
On se donne également 'extension intermédiaire suivante que 'on appelle F'.
o [ : AL Gy I H avec i = isa™! et Bmy = 7.
Grace aux quatre égalités précédentes, le diagramme suivant est commutatif.

11 Gl T H 1

}p T

1— A
11— A——Gy—
A

.

Go H 1

9 2

1

Alors les extensions F; et F' sont équivalentes, donc 0(F) = 0(E;) = ¢;. Soit s une
section de 7. Alors sf3 est une section de 7y car fmes = s = Id . Or A est abélien, donc
le morphisme d’action associé a une extension scindée ne dépend pas de la section. En
appliquant ce fait aux extensions F' et Fs, on trouve :

(p)n(n) = i (s(h)i(n)s(h)™)
(w2)n(n) = ia"(sB(h)is(n) sB(h)")
— ot N (sB(h)ia(n) sB(h) )
= a " (p1)sm @ (n).
Le corollaire est ainsi démontré. O

Exemple. Au paragraphe 3.6, on on classé tous les produits semi-directs du type Z/133Z x
7,/37Z. 11 ne nous restait plus qu’a décider si les deux groupes
Gy =7Z/133Z X, Z/3Z ou (1) = {z > 11z},
Gy = 7Z/133Z Xy, Z/3Z ou (1) = {z — 30z},
sont isomorphes ou non. S’il existe un isomorphisme ® : G; — Gs, il devrait envoyer
le sous-groupe normal Z/1337Z de G sur le sous-groupe normal Z/1337Z de G5, car on
a vu lors de la démonstration de la proposition 6.11 que G; et G5 ne possédaient qu'un
seul sous-groupe d’ordre 19 et qu’un seul sous-groupe d’ordre 7, donc qu'un seul sous-
groupe d’ordre 133. Alors, d’aprés la proposition 7.22; ces deux extensions devraient étre
équivalentes. Or elles ne le sont pas puisqu’on ne peut pas passer de ’action ¢, a I’action o
par une combinaison des deux critéres d’équivalence. En effet, rappelons que Aut(Z/1337Z)
est isomorphe & Z /187 x 7. /67, et que par cet isomorphisme, @1 et @y sont les morphismes
suivants :
7/37 — ZJ18Z x 7/6Z

. 7)37 — 7.)18Z x 767
L 1 +— (6,2)

1 — (12,2)
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Or il n’existe pas d’éléments o € Z/37Z et 5 € Z /187 x Z/6Z tels que
B(a)B7" = (1),

car Z /187 x 7./ 6Z est abélien, donc la conjugaison est sans effet, et multiplier par « envoie
éventuellement (6,2) sur (12,4), mais en aucun cas sur (12,2).

8 Extensions de groupes et cohomologie de groupes

8.1 Cohomologie de groupes

G-modules (libres), ’anneau Z|G].
Soit G un groupe. Un G-module est la donnée d’un groupe abélien A et d’une action de G
sur A. Soit Z[G] le groupe additif des polynomes dont les indéterminées sont les éléments
de G,
Z[G]:{ Zklg,, nGN, k‘,EZ, gZGG}

1<isn
Le groupe Z[G] est un G-module via 'action évidente :

9. 2 kigi= ) ki(99i)-

1<ign 1<i<n
La multiplication entre indéterminées issue du produit dans G fait du groupe Z[G] un
anneau. Un G-module est en fait un module sur 'anneau Z[G]. Un morphisme de G-
modules est un morphisme de groupes qui « commute & 'action de GG », autrement dit,
un morphisme de groupe f tel que f(g.z) = g.f(x).
Un G-module M est dit libre si 'action de Z[G] sur M est libre. 1l est équivalent de

demander que M soit une somme directe de sous-groupes isomorphes a Z[G].

Résolution libre de G-modules sur Z.
Une résolution libre F' de G-modules sur 7Z est une suite exacte longue de la forme

Y Ny N N A
ot les F; sont des G-modules libres, ot Fj est un G-module libre de rang 1 (donc isomorphe
a Z|G|), ot Z est vu comme un G-module (non libre) via l'action triviale, et ot toutes les
fléches sont des morphismes de G-modules. Avec ces conditions, la fléche ¢ est forcément
le morphisme suivant appelé augmentation :

e( > kigi) = > ki

1<isn 1<i<n
Un exemple est fondamental : la résolution standard.

La résolution standard de G-modules sur Z.
Pour tout 7 > 0, soit G* I'ensemble des i-uplets, notés entre crochets [.|, d’éléments de G.
Ainsi G° est réduit a I'élément [], G! est en bijection avec G, G* est en bijection avec

G x @, etc. Pour tout i > 0, on note G; le G-module libre de base G*. Ainsi
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Go = Z[G)[] = { ¥ kgl], neN, keZ, geG},

_ 1<isn

Gi = DZG]g),

_ geG

GQ - @ Z[G][g7h]a
(9,h)€G?

etc. Un morphisme de G-modules de G,; dans un G-module A est déterminé par une
application ensembliste de G' dans A. On définit différents morphismes de G-modules
entre les G;, que I'on définit & partir de fonctions ensemblistes sur les G'. Soit dj, : G, —
G',—1 défini pour tout k € N par :

do([g1, 925+ Gir-- - Gn)) (92,93, - - -, Gn]

di([91, 9255 Gis- -5 9n)) = [9192,93,-- -, nl

di(lg1, 92,5 Gis- -5 9n]) = (9151 9i-1,9iGit1, Git2s - - - 5 Gn)
dn([ghg%---agia---7971]) = [91, 79n71]

Soit 9; : éz — éi,l défini pour tout ¢ € N* par :

81([ ) =g9l] 1]

92([g, h]) = g[h] — [gh] + [g]

95([g, b, k) = glh. k] — [gh, k] + [g, hk] — [g, D]

([91 g?a"'7glv"‘ ]):Z =0 ) ([917927""91'7"'7971])

Soit € : é() — 7 défini par :
e( 2 kigill) = X ki
1<i<n 1<i<n
Alors la suite suivante
RNy RNy N e BN/
est une résolution de G-modules libres sur Z appelée la résolution standard et notée
ici G. 1l est facile mais laborieux de vérifier par le calcul que 9°'9° = 0 pour tout
i € N* et ¢0' = 0, il est un peu plus difficile de prouver directement que réciproquement
Ker (0°!) C Im (9"), mais il existe dans les deux cas des techniques plus élégantes.

Complexe de cochaine et cohomologie.
Soit A un G-module et F' une résultion libre de G-modules sur Z. On appelle complexe
de cochaine associé a la résolution F de G-modules libres sur Z a coefficient dans A la
donnée pour tout € N de
e C'(F, A) = Homg(F;, A), le groupe additif des morphismes de G-modules de F;
dans A,
o0 : CYF, A) — C""(F, A) le morphisme de G-modules tel que pour tout f €
CU(F, A) et tout z € Fjyq,

0'(f)(x) = fOia(x)

On a ainsi une suite :
0 80 1 st 9 52 3 §
CF, A) — CY(F, A) — C*(F, A) — C*(F, A) —

qui vérifie pour tout 7 € N :
5i+151ﬁ — 07
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car cette composition fait intervenir 0;,10;,o qui est I'application nulle. Par contre, ce
n’est plus une suite exacte. On définit alors pour tout i € N :

C'(F, A) = Homg(F;, A), les éléments de C*(F, A) sont appelés les cochaines,

ZYF, A) = Ker (§%), les éléments de Z°(F, A) sont appelés les cocyles,
BO(F, A) = {0}, . : )
BitY(F, A) = Im ( 51), les éléments de B'(F, A) sont appelés les cobords,
HI(G, A) = Z'(F, A) appelé i-éme groupe de cohomologie de G a
Y Bi(F, A) coefficients dans A.

En fait, les cochaines, cocyles et cobords dépendent de la résolution choisie, mais on peut
démontrer par une succession de lemmes sur les diagrammes de suites exactes que le
groupe H'(G, A) est indépendant de la résolution choisie dés que les G-modules F; qui la
composent sont libres®’.

Exemple. Prenons la résolution standard G , et A un G-module quelconque. L’ensemble
C°(G, A) des cochaines d’indice 0 est 'ensemble des morphismes de G-modules de Gy
dans A. Ces morphismes sont caractérisés par les applications de GY dans A, donc par le
choix d’un élément de A :

COUG, A) > A
Les cobords de degré zéro sont des morphismes f tels que pour tout x € él, on ait
(6°(f))(z) = 0, autrement dit f(d;(z)) = 0. Lorsque = = [g], on obtient f(g[] — []) = 0,

donc gf([]) = f([]). Par ailleurs, B(G, A) = {[] — 04}. Donc, en notant A€ les éléments
de A invariants par G, on a :

HO(G, A) = Z9(G, A) = AC.

Le groupe des dérivations Der(G, A) et des dérivations principales P(G, A).
Soit A un G-module. On appelle dérivation de G dans A toute application f de G dans
A telle que?! :

flgh) = f(g) +g.f(h)
pour tous g,h € G. Le groupe additif des dérivations est noté Der(G, A). Ses éléments
sont des applications f de G! dans A vérifiant :

g-f([R]) = f((gh)) + f(lg]) = F(D2([g, h])) = ("(f))(lg, h]) = O,
autrement dit, on a un isomorphisme®? entre Der(G, A) et de Z'(G, A). On appelle

dérivation principale de G dans A toute application f de G dans A telle qu’il existe un
élément a € A tel que pour tout g € GG, on ait :

flg) =g.a—a
Le groupe additif des dérivations principales est noté P(G, A). Remarquons qu’on a :

30En fait, demander que les G-modules soient projectifs suffit. Tout module libre est projectif, mais la
réciproque est fausse.

31Reprenons la formule f(gh) = f(g)+g.f(h) convenons d’une action triviale & droite de G sur A. Alors
on peut réécrire la formule ainsi : f(gh) = f(g).h+ g.f(h), et Pon retrouve la dérivation d’un produit de
fonctions, d’ott le nom de dérivation.

3211 ne s’agit pas d’une égalité, car les éléments de Der(G, A) vont de G dans A tandis que les éléments
de Z 1((?, A) vont de G dans A. Pour passer des premiers aux seconds, il faut linéariser par Z[G].
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flgh) = (gh).a —a = (g.a —a) + g.(h.a —a) = f(g) + gf(h),
d’ou l'on déduit que P(G, A) C Der(G, A). Les éléments de P(G, A) sont des applications
f de G! dans A telles qu’il existe a € A vérifiant
flg)) = g.a—a=f(gl]—[]) = f(0lg]) = (5(f))([g]),
ou f' : G° — A envoie [] sur a. Donc P(G, A) = BY(G, A). Finalement,
Der(G, A)
P(G A)
Si laction de G sur A est triviale, les dérivations sont en fait les morphismes de G dans

le groupe A et les dérivations principales sont réduites au morphisme trivial de G dans
A. Ainsi :

HY(G, A) =

si Paction de G sur A est triviale, alors H'(G, A) = Homgz(G, A).

Remarque. On voit sur ces deux exemples (le calcul de Hy(G, A) et le calcul de H, (G, A))
que les groupes d’homologie ne dépendent pas seulement de G et du groupe A, mais
également de la structure de G-module sur A.

8.2 Classification des sections des extensions abéliennes scindées
par le H(G, A)

On considére la suite exacte suivante ou A est un groupe abélien :
0-A-SE "G -1. (1)
Soit
G — Aut(A)

7y — Ady : aiY(Gi(a)g )

le morphisme d’action associée a l'extension (1), ot g — § est une pseudo-section de 7.
On note
ga = p,4(a)
cette action. De plus, on suppose que
E=Ax,G,

de sorte que 'extension soit scindée.

Probléme. On cherche alors quelles sont les sections de 7 (rappelons que puisque A est
abélien, le produit semi-direct a équivalence d’extension prés ne dépend pas de la section,
mais que de ¢). A I'évidence, partant d’une section s : G — E, et d'un élément e de F, le
morphisme s’ : G — E défini par s'(g) = es(g)e™! est encore une section si mros’ = Id g,
autrement dit si m(e)gm(e™!) = g. Donc pour que s’ soit aussi une section de 7, il faut et
il suffit que :

7T (6) € Zq.
Cette condition est évidemment vérifiée si e € i(A) (elle n’y est cependant pas équivalente,

sinon tous les produits semi-directs entre groupes abéliens seraient triviaux). On pose alors
la définition :
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Définition 8.1 (Sections A-conjuguées).
Deux sections s et s’ seront dites A-conjuguées s’il existe a € A telles que pour tout g € G,
on ait :

s'(g) = i(a)s(g)i(a)~".

Le probléme consiste alors a décrire ’ensemble des sections de la suite (1) a A-conjugaisons
prés. La réponse est donnée par H (G, A)...

Théoréme 8.2 (Classes de A-conjugaisons des sections de A x G — G et HY(G, A).).

Soient A un groupe abélien, G un groupe, et ¢ : G — Aut(A) un morphisme de groupes.

Les classes de A-conjugaison de sections de [’extension suivante
O—)ALAXISDG—LGHl

sont en bijection avec H'(G, ,A) ot ,A est le G-module dont le groupe sous-jacent est A

et l'action par G est donnée par le morphisme .

Démonstration. Partons d'une section s de GG. Puisque mo s = Id ¢, il existe une unique
application d : G — G telle que :

G — AxG
g v (dg,9)"
Alors : s(g)s(h) = (dg, g)(dh, h) = (dg + gdh, gh),
or : s(gh) = (d(gh), gh),
donc : d(gh) = d(g) + gd(h),
donc : d € Der(G, A).

Partons maintenant de deux sections A-conjuguées s; et sy associées aux dérivations dy
et dy. Il existe a € A tel que pour tout g € G, on ait :
si(g) = i(a)sa(g)i(a)~!
= (av 1G)(d297 g)(_a’ 1G)
= (a—{—dgg—ga, g)
Autrement dit, on a :

di(g) = da(g) — (9o — a),
donc les sections d; et ds sont égales a une dérivation principale prés. Ainsi, 'ensemble
des sections & A-conjugaison prés sont en bijection avec :

Der(G,A) ~
DG & p1(G, A),

O

Remarque. Dans le cas ou le produit est direct, les sections sont en bijection avec
Hom(G, A) par l'application suivante.
Hom(G, A) — {Sections de 7}
f — s:geGr(flg),9) € AXG
Or une section n’est pas modifiée par A-conjugaison puisque A est abélien. Ainsi, lorsque
E est isomorphe au produit direct de A par GG, par le théoréme 8.2 on retrouve le calcul
du H! dans le cas particulier ou 'action de G sur A est triviale :

H'(G, A) 2 Homgz(G, A), lorsque I'action de G sur A est triviale.
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8.3 Classification des extensions abéliennes par le H?*(G, A)

Etant donnée une extension abélienne :
0—A—>E-"G—1, (1)

soit ¢ le morphisme d’action associé a cette application. Partant d’une pseudo-section
h +— h le morphisme d’action est :
G — Aut(4)
Ty e Ay am i (Gia)gT)
Probléme. Réciproquement, étant donnés un groupe abélien A, un groupe G et une
action de GG sur A caractérisée par un morphisme structurel
G —  Aut(4)
79— {a—ga}

on cherche & décrire I’ensemble des classes d’équivalence extensions de G par A de mor-
phisme d’action ¢. Rappelons que deux extensions G — E — A et G — E' — A sont

équivalentes §’il existe un isomorphisme ® : E' — E tel que le diagramme ci-dessous
commute,
E
0—— A @ G—1
El

et que sous ces conditions, les morphismes d’action des deux extensions coincident d’aprés
la proposition 7.20. Rappelons enfin qu’il existe exactement une classe d’équivalence d’ex-
tensions scindées de G par A ayant ¢ pour morphisme d’action, mais qu’il peut n’exister
aucune ou exister plusieurs classes d’équivalence d’extensions non scindées de G par A
ayant ¢ pour morphisme d’action.

Théoréme 8.3 (Classification des extensions abéliennes par H?(G, A)).
Soient un groupe abélien A, un groupe G, et une action de G sur A donnée par un mor-

phisme ¢ : G — Aut(A) faisant de A un G-module. Soit E(G, A, ) l'ensemble des

classes d’équivalence d’extensions de G par A de morphisme d’action . Alors, on a :

E(G, A o) = H3(G, LA)
Démonstration.
0°) Partons d’une extension de G par A de morphisme d’action ¢ :
0-A-SE G-, (0)

Soit s une pseudo-section de GG dans E telle que

330n note oA pour rappeler que H?%(G, »A) est la cohomologie de G a coefficients dans A ou A est vu
comme G-module via I'action induite par .
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s(lg) = 1g. (1)
On note ga = ¢4(a) de sorte que :

s(g)i(a) = i(ga)s(g). (2)
Si s est un morphisme (autrement dit, si s est une section), alors I’extension E est équiva-

lente & I'extension A x, G d’aprées la proposition 7.20. Ainsi les sections induisent toutes
un méme élément de £(G, A).

1°) Supposons que s ne soit pas une section. On va construire une équivalence d’exten-
sions entre F et une extension de référence construite a partir de s. Pour cela, on définit
une application f : G x G — A exprimant de combien ’écart entre s et ce que devrait
étre s si s était un morphisme :
- GxG — A
T2 o) e i (s(g)s()s(ah)™) )
Remarquons que (1) implique :

flg,1)=f(1, 9)=0. (4)

Montrons que 1'on peut retrouver 'extension (0) (& équivalence prés) a partir de A, G, ¢
et f. En effet, puisque s(G) est une transversale de E sous l'action de A, on a la bijection :

AxG — E

(a,9) — i(a)s(g)
On va créer une loi sur A x F qui fasse de A x E un groupe et de ¥ un isomorphisme de
groupes. En utilisant (2), on voit que :

i(a)s(g)i(b)s(h) = i(a)i(gb)s(g)s(
i(a+ gb)s(g)s(h)s(gh)~*s(gh)
i(a+gb)i(f(g,h))s(gh)
= i(a+gb+ f(g,h))s(gh).
Soit E¢ le groupe obtenu en munissant A x G' de la loi de groupes :

(a,g)(b,h) = (a+ gb+ f(g,h), gh)). (5)

Le groupe Ey ressemble ainsi a un produit semi-direct perturbé par f. La bijection W
vérifie :

h)
)
h)

U ((a,9))¥((b,h) =¥((a+gb+ fg,h), gh)) = ¥((a,g)(b, h))
et est bien un morphisme de groupes de E; vers E. Soient alors :
o A e Ef Ef i G
e — () (@) — g ®)
On obtient 'équivalence d’extensions suivante qui montre qu’avec A, G, ¢ et f, on a pu
reconstruire a équivalence prés I'extension (0).

et '
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2°) Si l'on part d'une application f : G x G — A arbitraire satisfaisant (3) et (4),
on pourrait tenter de reconstruire le groupe E, mais la loi donnée par (5) ne serait pas
associative en général. En définissant le produit par (5) et en calculant ((a, g)(b, h))(c, k)
et (a,g)((b,h)(c, k)), on constate que I'associativité a lieu si et seulement si f satisfait®* :

flg.h) + f(gh. k) = gf(h, k) + f(g, hk). (8)
pour tout g, h, k € G. Avec (7), laloi donnée par (5) est bien une loi de groupes. En effet, on
vérifie que (0, 1) est bien ’élément neutre, et que (a, g) posséde un unique inverse (—g~ta—
g 'f(g,971), g71), en remarquant que d’apres (8), ¢g~! commute avec f(g,g~'). De plus,
on vérifie également que les applications données par (6) sont encore des morphismes, et

qu’on obtient encore une équivalence d’extensions (7).
Remarquons que I’égalité (8) s’écrit également :

(5%(£))([g, h, k]) = 0,

Donc pour pouvoir construire le groupe Ey, il faut et il suffit de partir d'un cocycle
[ € Z3(G, A) satisfaisant en outre (4).

3°) Montrons que si 'on change la pseudo-section s pour une autre pseudo-section
s’ sans changer l'extension F dans (0), cela revient a ajouter un cobord au cocycle f,
puisque 75’ (g) = ws(g) et s'(1g) = 1g entraine 'existence d’une application ¢ : G — A
telle que

{ $(g) = i(e(g))s(a) (9)

C(lg) = 0,4
Or l'application f' : G x G — A doit étre un cocycle, donc :
i(f'(g.;h) = &(g)s'(h)s'(gh)™"

= i(c(g))s(g)i(c(h))s(h) s'(gh)™"

= i(c(g))i(g ( )) (9)s(h) s'(gh) ™"

= i(c(g) + ge(h) + f(g,h) — c(gh) + c(gh))s(gh) s'(gh) ™"
= i(c(g) + ge(h) + f(g.h) — c(gh)) i(c(gh))s(gh)s' (gh) ™"
= i(c(9) + ge(h) + f(g,h) — c(gh))

= i(f(g,h) +6"(c)([g,h])).

Donc f' = f + 6'(c) ou ¢ est une cochaine de degré 1 vérifiant ¢(1¢) = 04. Notons G*
les cochaines qui envoient [lg,...,1g] sur 04. Il découle de cette étude que les classes

34En anglais, une telle fonction f s’appelle a factor set.
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d’équivalence d’extensions de GG par A de morphisme d’action ¢ sont en bijection avec
H?*(G, A), puisque :

2( ik
£, A )= 2 A gy,
BAGr, A)

Corollaire 8.4 (Existence de compléments).

Soit E un groupe fini d’ordre mn avec m An = 1 tel que E contienne un sous-groupe
distingué abélien A d’ordre m. Alors E contient des sous-groupes d’ordre n et deux tels
S0uUS-groupes sont conjugués.

Démonstration. On va utiliser sans démonstration le fait que si |A| A |G| = 1, alors
H?*(G, A) =0 pour tout n > 0.
Soit G = E/A. Considérons I'extension
0-A-SE G-l (%)
Le fait que |A| A |G| = 1 implique que H?*(G, A) = 0. Donc £(G, A) ne contient qu’un
seul élément. Donc I'extension (x) est scindée. Cela prouve 'existence d’un sous-groupe
d’ordre n dans F.

Supposons qu’on ait deux sous-groupes H et H' de E d’ordre n. Puisque n et m sont
premiers entre eux, ce sont des compléments de A. Donc il existe deux sections s et s’
de G dans E telles que s(G) = H et s(G') = H'. Le fait que |A| A |G| = 1 implique que
H'(G, A) = 0. Donc toutes les sections de G dans E sont A-équivalentes. Par conséquent,
il existe a € A tel que H' = aHa ™. O
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A Un peu d’histoire des mathématiques : les théorémes
de Burnside

William Burnside est un mathématicien anglais (1852 - 1927) dont les nombreux tra-
vaux (plus de 150 articles!) ont porté essentiellement sur les groupes finis. La théorie
des groupes finis pris son essor a la fin du XIXeéme siécle a la suite de N.Abel, E.Galois,
J.Liouville, A.Cauchy, L.Sylow grace notamment a H.Weber, G.Frobenius et W.Burnside.
W.Burnside a donné son nom & de nombreux résultats dont les suivants :

Le lemme de Burnside (qui serait en fait da a Cauchy) :
Si G agit sur un ensemble X, alors on a I’égalité :
1X/Gl = & X |x9
geG
ou XY est I'ensemble des points de = de X fixés par g. La démonstration consiste simple-
ment & exprimer la somme en 'indexant par les éléments de X et en faisant intervenir le
stabilisateur Stabg(z).

Un théoréme de Burnside sur le centre des p-groupes.
Le centre d’un p-groupe n’est pas trivial. Cf. proposition 5.3.

Un théoréme de Burnside sur les p-Sylow.

Soit G un groupe fini, S un p-Sylow. Si S est contenu dans le centre de son normalisateur,
alors il existe un sous-groupe distingué N de G tel que G/N est isomorphe a S. Comme
premiére application, cela permet par exemple de classifier les groupes d’ordre 60, ce qui
est difficile, par exemple A5 qui est simple en fait partie, ou de trouver tous les entiers n
(comme 7, 15, 255, etc.) tels qu’il n’existe qu'un seul groupe d’ordre n (donc un groupe
cyclique).

Un théoréme de Burnside sur les groupes d’ordre p®¢”°.

Soient p et q deux entiers premiers distincts. Tout groupe d’ordre p®q® est résoluble. En
particulier, 'ordre de tout groupe simple non cyclique contient au moins trois facteurs
premiers distincts. Ce théoréme est I'un des succés de la théorie des représentations (on
parle aussi de caractéres) appliquée & la théorie des groupes finis, une approche due a
Frobenius.

Les conjectures de Burnside.
Les conjectures qu’il a formulées influencent encore aujourd’hui la recherche en théorie
des groupes. On les détaille ci-dessous.
— La premiére conjecture de Burnside (1902), dont certains énoncés dérivés restent
encore aujourd’hui des questions ouvertes.
— « Le théoréme de Burnside » (1905) qui apporte une réponse partielle positive a la
premiére conjecture.
— La deuxiéme conjecture de Burnside (1906), résolue depuis, et devenue le théoréme
de Feit-Thomson.
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A.1 Premiére conjecture de Burnside (1902)

Probléeme général de Burnside (1902) :
Un groupe finiment engendré dont les éléments sont tous d’ordre fini est-il fini?

Au début du XXeéme siécle, les résultats que l'on connaissait tendait vers une réponse
positive. Intuitivement, si un groupe ressemble & un groupe fini du point de vue de ses
éléments, est-il vraiment fini ? Posée de facon aussi générale, la réponse est négative, et le
premier contre-exemple a été trouvé en 1964 par Golod et Shafarevich.

Probleme affaibli de Burnside :

Un groupe finiment engendré et d’exposant fini est-il fini?

Probléme restreint de Burnside (1930) :
Le nombre de groupes finis engendré par m éléments et d’exposant r est-il fini?

Cette question est « plus simple » que la précédente. Cela dépend bien str de m et r. Il est
facile de voir que pour tout m, si r = 2, alors G = (Z/2Z)™, donc dans ce cas, la réponse
est affirmative. En effet, é¢tant donné deux éléments a et b, le fait que a? = bv* = (ab)* =1
montre en particulier que aabb = abab, d’ott ab = ba, et le groupe est commutatif. En
1994, Zelmanov obtint la Médaille Fields en répondant a cette question par I'affirmative :
le nombre de tels groupes est toujours fini. Actuellement, On sait connait des bornes en
fonction de m pour tout m € N* seulement lorsque r € {2, 3, 4, 6}.

Théoréme de Burnside (1905) :

Tout sous-groupe du groupe linéaire d'un espace vectoriel de dimension finie et d’ex-
posant fini est d’ordre fini.

A.2 Deuxiéme conjecture de Burnside (1906)

Théoréme A.1 (Feit-Thomson, 1962).
Tout groupe fini d’ordre tmpair est résoluble.

Démonstration. L’une des plus compliquées des mathématiques qui valut la médaille
Fields & Thomson. 0

En corollaire immédiat vient le résultat suivant, fondamental dans la recherche des
groupes simples.

Corollaire A.2 (Vers la classification des groupes simples).
Tout groupe simple non cyclique est d’ordre pair. O
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