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I Un premier cas

1. Soit f et g quasi-polynomiales vérifiant f(n) = P n)(n) et g(n) = Q,,,n)(n) pour tout n € N.
Pour i =0,..., MN —1, posons R; = Py ;) + Qr,,(5) (resp. R; = Py 5y X Qr,,(5))- Alors (f +g)(n)
(resp. (f x g)(n)) est égal a R, (n)(n) pour tout n € N car ry(ryn(n)) = rn(n) et idem pour

M.
2. (a) u, =1 sim; divise n et 0 sinon. Donc v, = 1+ |n/my |, ou || est la partie entiére du réel r.
X i
(b) En posant P;(X) =1+ ! pour i =0,...,m1 —1,onav, =P, (n(n) pour tout n € N.
my
3. (a) La définition de u,, montre que U = Hle Ui.

(b)

Puisque U; = (1 —T™:)~1 U x Hj:1(1 —Tm) =1

4. Puisque vg = ug et v, — V1 =up pourn>0,onaV—TV =U donc (1-T)V =U.

Puisque les éléments inversibles de C[[T)] sont les séries formelles d terme constant non nul, le plongement
canonique C[T] — C[[T]] s’étend en un homomorphisme injectif et commutant a la dérivation de l'anneau
des fractions rationnelles sans péle en 0 dans C[[T]]. L’image d’une fraction rationnelle sans péle en 0
par cet homomorphisme est son développement en série formelle.

5. (a)

(b)

(c)

1
Puisque G est le développement en série formelle de la fraction rationnelle T G’ est le
1y 1
développement en série formelle de (1 — T) = =72 Donc G’ = G2.
1 (k) k!
De méme G*) est le développement en série formelle de (1—T> = m Donc
G®) = kI GF+1,
1
On sait d’apres 3(b) que U est ici le développement en série formelle de m7 donc U =
1 1 d—1
Gl = @— G, On en déduit u, = @= E(n +4). De méme, d’apres 3(c), V est

ici le développement en série formelle de —————,
PP (1— T)d+1

d
donc V = %G(d) et v, = % H(n—i—z)
qui est polynomial en n, de degré d. =
On pouvait obtenir directement ces résultats de maniére suivante. En écrivant les entiers en
batons (par exemple ||| + +|| + | + |||+ pour 3+0+2+ 1434 0), on voit que compter le
nombre de (ky, ..., kq) € N tels que Zle ki = n revient a compter le nombre de suites de
n+d—1 symboles dont n sont des | et d—1 des +, d’ot u,, = ("+z_1) (coefficient binomial).
Compter le nombre de (ki,...,kq) € N? tels que 2?21 ki < n revient a compter le nombre de

(b1, kaykar1) € N tels que Z;jill ki=n (avec kgr1 =n — Z?Zl ki), dot v, = ("+d).

n

6. D’apres 3 et 4, on sait que V est le développement en série formelle de la fraction rationnelle
1

(1= 1)L, (1= Tm)

. La décomposition en éléments simples sur C de cette fraction rationnelle
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I1

est la somme d’éléments simples de la forme

o o 1

(T-0F ~ (=0 (1=

ou ¢ est un entier > 0, @ un nombre complexe et ¢ une racine m-eme de I'unité. D’apres 1, il suffit

de vérifier que si ) ¢, T™ est le développement en série formelle de

m, alors n — Cp,

est quasi-polynomiale. En posant T'= (X et en utilisant 5(b), on a

{—1
Z cn(" X" = (Z Xn)é _ ﬁ (Z Xn)(f—l) _ (g_ll)! Z H(TL-l—Z)Xn ’

neN neN neN neN i=1

étant entendu qu'un produit sur un ensemble vide d’indices est égal a 1. Puisque ( est une racine
m-eme de Punité, ¢ = ¢Fm() et donc

£—1

1
_ —Rm(n) ;
cn=¢ =] J:Il(nJrz)

est bien une fonction quasi-polynomiale de n.

Etude en dimensions 1 et 2

. Onau, =1+ |np/q] —np/qg =1— Ry(np). Comme la suite (np mod q),en est périodique de

période g puisque p est premier avec g, la suite (u,)nen est périodique de période q.

. Par translation amenant A a l'origine, on peut supposer a = b = 0. L’égalité a démontrer est

trivialement vérifiée si ¢ = d = 0. On peut donc supposer que I'un des deux entiers ¢ et d est non
nul et alors ces entiers ont un pged § > 0; on a ¢ = dc; et d = dd; ou ¢; et dy sont premiers
entre eux. Alors un point (s,t) € Z? est sur la droite (0B) si et seulement si ct = ds, c.-a-d. si et
seulement si ¢1s = dit, c.-a-d. si et seulement s’il existe k € Z tel que s = kc; et t = kdy. Donc
[0, BN Z2 = {(key,kdy) | k=0,...,5} et le cardinal de cet ensemble est bien § + 1.

(a)

(b)

(b)

(a)

(b)

[a,b] X [c,d] NZ? est de cardinal (a +1)(b+ 1) = ab+ 1(2a + 2b) + 1, et 2(a + b) est bien le
nombre de points & coordonnées entieres sur le bord du rectangle. Le rectangle [a,b] x [c, d]
vérifie la formule de Pick.

Soit ¢ le nombre de points & coefficients entiers sur le segment joignant (a,0) a (0,b) (¢ =
pged(a,b) + 1 d’apres 2). Par symétrie par rapport & ce segment, le nombre de points &
coefficients entiers dans le rectangle [0,a] x [0,b] est égal a deux fois nombre de points a
coeflicients entiers du triangle, moins c¢. Le nombre de points & coefficients entiers du triangle
est donc ((a+1)(b+1) +¢)/2. L’aire du triangle est ab/2 et le nombre de points a coefficients
entiers sur son bord est ¢+ a + b — 1. Le triangle vérifie donc la formule de Pick.

Sile polygone P est 'enveloppe convexe de S = {Ay, ..., Ap}, alors il est compact comme image
du compact {(Ao,...,\p) € [0,1]PT | S°F_ ' X; = 1} par Papplication continue (g, ..., A,) —
f:O /\1A1
Soit A un point de Uintérieur de P. Alors il existe r > 0 tel que le disque D(A,r) de rayon r
et de centre A soit contenu dans P. Soit B € P; alors, pour tout A € |0, 1] le disque de centre
AA+ (1—X)B et de rayon Ar (image de D(A, r) par ’homothétie de centre B et de rapport \)
est contenu dans P, et donc AA+ (1 —A)B € P°. Donc B, qui est la limite des AA+ (1 — \)B
pour A tendant vers 0, appartient a I’adhérence de P°, ce qui montre que P° est dense dans
P.
Puisque P; NPy = [A, B], on a 9P; NP, C [A, B]. Supposons qu'il existe C € [A, B] tel que
C & 0Py ; alors C € PY et il existe r < 0 tel que le disque D(C,r) soit contenu dans P;. Soit
M € Ps. Alors [C,M] N D(C,r) C P1 NPy = [A,B], donc M appartient & la droite (AB).
Ceci montre Py C (AB), mais c’est impossible car on a supposé Py d’intérieur non vide. On a
démontré par 'absurde [A4, B] C 9P, et de méme [A, B] C 9Ps.
Soit M; un point de P; n’appartenant pas & (AB) (i = 1,2); le triangle ABM; est contenu
dans P;. Puique les deux triangles ne s’intersectent que selon le coté [A, B], les points M et
My sont dans des demi-plans ouverts délimités par (A, B) distincts. Ceci montre que P est
contenu dans un demi-plan fermé délimité par (AB) (celui qui ne contient pas Ms) et P dans
lautre.



(c)

(d)

On suppose, pour i = 1,2,
1
Card(P; NZ%) = V(P;) + 3 Card(OP; NZ*) + 1. (1)

On a donc
Card((Py U P2) N Z?) = Card(Py N Z?) + Card(P2 N Z?) — Card([A, B] N Z?)
=V(P1)+V(P2) +1

1
+ 5 (Card(9Py N Z?) + Card(0P, N Z?) — 2 Card([A, B] N Z?) + 2) .
(2)
D’apres (a) et (b), (P1 UPy) = (0P1 UIP2) — |A, B[ et donc
Card(9(P; U Py) NZ?) = Card(9P; N Z?) + Card(0P, N Z?) — 2 Card([A, BN Z?) +2. (3)
On a
V(Pl U PQ) = V(P1) + V(PQ) (4)
car [A, B] est de mesure nulle. Donc P; U Py vérifie aussi la formule de Pick.

Si P1UP; vérifie la formule de Pick, alors comme les équations (3) et (4) sont toujours vérifées,
léquation (2) est vérifiée. Sil’équation (1) pour ¢ = 1 est vérifiée (c.-a-d. si Py vérifie la formule
de Pick), on en déduit que I'équation (1) pour i = 2 est aussi vérifiée (Ps vérifie aussi la formule
de Pick).

6. On enferme le triangle ABC dans le rectangle de cotés paralleles aux axes minimal, c.-a-d. le
rectangle

R = [min(za,zp,zc), max(xa, xp, xc| X min(ya, ys,yc), max(ya, ya, yc|

qui a des sommets & coordonnées entiéres et vérifie la formule de Pick d’aprés 3(a). On peut
décomposer R en une réunion a intérieurs disjoints du triangle ABC, de triangles rectangles a
coOtés de I’angle droit paralleles aux axes et sommets entiers qui vérifient la formule de Pick d’apres
3(b) et éventuellement (si un des points A, B, C est a l'intérieur de R) d’un petit rectangle a c6tés
paralleles aux axes et sommets entiers qui vérifie la formule de Pick.

_______ . ng o B : : :

En utilisant 5(d), on conclut que le triangle ABC' satisfait la formule de Pick.

7. (a)

(b)

(c)

Si A était barycentre & coefficients positifs de points de S — {A}, alors par associativité du
barycentre tout barycentre a coefficients positifs de points de S serait barycentre a coefficients
positifs de points de S — {A}, ce qui contredit la minimalité de S.

Remarquons déja qu’on ne peut pas avoir trois points alignés parmi A, B, C, D par minimalité
de S. 1l est impossible que a, 3, soient tous positifs d’apres (a). Si on avait a < 0 et 5 < 0,

1
alors v > 0 puisque a+ 5 +~vy=1et C==-D — . EB contredirait (a). Il y a donc un et
Y

un seul parmi «, 8,7 qui est strictement négatif.

Soit A; un point de S d’ordonnée minimale, et notons [A;, z) la demi-droite horizontale dans
le sens des abscisses croissantes. Pour tout B de S — {A;}, langle orienté de demi-droites
([A1x),[A1B)) a une mesure dans [0, 7r]. Soit Az (resp. As) le point de S—{ A1} pour lequel cette
mesure est minimale (resp. maximale), de sorte que P est contenu dans le secteur angulaire
saillant de frontiere la réunion des demi-droites [A;As5) et [A; As). L'intersection de P avec le
demi-plan fermé de frontiere (AsAs) contenant Ay est donc le triangle A; A3 As. Ce triangle
ne contient aucun point de S autre que ses sommets, par minimalité de S. Donc A; est le seul
point de S dans le demi-plan ouvert de frontiére (A3 As) contenant A;.



(d)

(e)

8. (a)

(b)

Si M n’appartient pas & Penveloppe convexe de Ay, Ay, A3 (le triangle A; A3 As), alors M n’est
pas dans le demi-plan fermé de frontiere (AsAs) contenant A;. Par conséquent le segment
[A1, M] coupe la droite (A3A43), en un point L € [Ag, As] puisqu’il est contenu dans P. Soit
L =XA+(1-X)Asavec A € [0,1) et Ay = (1+p)L—puM avec pn > 0. Alors, si M = vazl piA;
avec les p; > 0 et de somme 1, on a

N

+ A1 (1+ +(1-A 14 ;
Y T i G ) B Y Yol GV A S ) A+ P4
14+ pip 1+ p1p —1+pp
ce qui montre que M appartient a enveloppe convexe de {As,..., A, }. Par contraposition,

on obtient le résultat cherché.

On montre par récurrence sur [N un résultat un peu plus précis que celui de 1’énoncé : il existe
N — 2 triangles & sommets entiers d’intérieurs disjoints 7Tq, ..., Ty _2 dont la réunion est P et
tels que pour tout entier strictement positif £k < N — 2, Ule T; est un polygone a sommets
entiers dont I'intersection avec Tj+1 est un c6té de ce triangle. Pour N = 3, P est un triangle.
On suppose N > 4 et le résultat montré pour tout polygone enveloppe convexe de N — 1
points entiers. Alors avec les notations de (d), P est réunion du triangle 7 = A; A3 A3 et du
polygone P’ enveloppe convexe de {As,..., A, }, et les intérieurs de T et P’ sont disjoints
puisque contenus dans deux demi-plans ouverts disjoints. L’hypothese de récurrence appliquée
a P’ termine la démonstration du résultat annoncé.

On utilise le résultat et les notations de 7(c). Chaque triangle 7; vérifie la formule de Pick par
6. Gréace a 5(c), on montre par récurrence sur k que Ule T;, et au final P, vérifie la formule
de Pick.

On a V(nP) = n?V(P). Par ailleurs 9(nP) = ndP; la frontiere 9P est réunion de segments
& extrémités entieres, et chaque extrémité est adjacente & deux segments de la frontiere (ceci
peut se voir grace a 7). Le 2 montre que pour chaque segment [A4, B] & extrémités entieres on
a Card(n[A4, B]NZ?) — 1 = n(Card([A, B]NZ?) — 1), d’ott 'on déduit que Card(ndP NZ?) =
n Card(0P N Z?). Enfin, puisque nP satisfait la formule de Pick d’apres (a), on a

Card(P N Z%) = n2V(P) + g Card(9P N Z2) +1,

ce qui est bien un polynéme de degré 2 en n.

IIT Le cas d’un simplexe

1. L’ensemble des ¢ € Z tels que qA; € Z% pour i = 1,...,d + 1 est I'idéal de Z engendré par le ppcm
des dénominateurs des coordonnées (écrites sous forme réduite) des A;.

2. (a)

Siz € nS, il existe un unique (p1, ..., par1) € [0, 1] tel que Zf;l pi=letx = Z?;l np; A;.
Si
d+1
(Jf, n) =y+ anq(Ala 1) s
i=1

avec n; € Z et y = Zf;l Aig(Aq, 1) € S (donc 0 < A\; < 1 pour i = 1,...,d+ 1), alors

np; = (n; + A;)q et donc n; = |np;/q| et \; = np;/q —n;. Si maintenant on définit n; et A\; par

ces formules pouri =1,...,d+1 alorsy = Zf:ll Xig(4;,1) € Set (x,n) = y—i—Z‘j:ll n;q(A;, 1).
On a établi I'unicité et lexistence de y et (n1,...,Mg41)-



(b) On a Ef:ll niq(A;,1) € Z4 Donc y € 8N Z4 si et seulement si (z,n) € Z4 si et
seulement si z € Z9.

3. Fixonsy = (2,¢) € SNZI+!. Notons Wy, n le nombre de x € nS dont I’élément de SNZ! associé par
2esty, et Wy = ZneN wy nT". Alors, d’apres 2, wy ,, est égal au nombre de (n1,...,nq41) € Nd+1
tel que n = £+ Zfill niq. On a donc Wy, = T3, . T"9)H = T4(1 — T7) 41,

Remarquons que SNZ4t! est fini car S est contenu dans la partie compacte de RY image de [0, 1]4+1

par D'application continue (A1,...,Ag+1) — Zf:ll AiA;. On a bien sir w,, = Zye§ﬂzd+1 Wy p €t
W= > W= > Ta-179*".
yedSnzd+1 (2,6)€8NZd+1

4. D’apres 1.1, il suffit de montrer que, si ) . cnT™ est le développement en série formelle de
TZ

F= W, alors n +— ¢, est quasi-polynomiale. La fraction rationnelle F' n’a pas de partie

entiere ; en effet, avec les notations de 1’énoncé, ¢ = sz:ll Aiq < (d+ 1)gq car les \; sont tous < 1.

1
Il suffit donc de reprendre I’argument de 1.6 concernant les éléments simples de la forme —————

(T =¢Q)
ou ( est une racine de I'unité. Puisque s < d + 1, ’argument de 1.6 montre que tous les polynomes
en n qui interviennent sont de degré < d.

5. Nous avons vu que tous les polynéomes qui interviennent dans la représentation de n — w, comme
fonction quasi-polynomiale sont de degré < d. Si D est la maximum des coefficients dominants
de ces polynomes, il existe donc un entier Ny tel que w, < (D + 1)n? pour n > Ny. En posant
C = max(D + 1,wy,...,wN,_1), on a w, < Cn? pour tout n > 1. Finalement, comme wy = 1, on
a w, <1+ Cn? pour tout n € N.

IV  Applications

Sia=(ay,...,a,) € N, notons X = H?Zl X", On notera aussi m-a = Zle mga;. On appellera
polynéme quasi-homogéne de poids n les éléments de Hu . Remarquons que mm(PQ) = Tm(P)+7mm(Q).

1. (a) OnaX?* € Hymea-

(b) Hm, contient 0, est stable par somme et par multiplication par un scalaire complexe; c’est
un sous-espace vectoriel de C[X71, ..., Xg4]. Un polynoéme P appartient & Hy, ,, si et seulement
si tous ses monomes X? vérifient m - a = n. La famille des monémes X2 tels que m-a =n
constitue donc une base de Hy, ,, qui est donc de dimension finie.

(c) La dimension de Hy, ,, est, d’aprés ce qui précede, égale au nombre des (a1, ...,aq) € N9 tels

d . . .
que Y ., ma; = n. On a vu au I que ce nombre est une fonction quasi-polynomiale de n
(Pargument pour v, vaut aussi pour uy,).

(d) La famille de tous les mondmes X? est une base de C[X1, ..., X,]. Comme elle est partitionnée
selon les valeurs de m - a en sous-familles qui forment des bases des Hum n, C[X1,...,X,] est
la somme directe des Hy, ,, pour n décrivant N.

2. gp est d’ordre N, donc 7(gy) admet comme polynéme annulateur le polynome X~ —1 qui est scindé
a racines simples sur C. Donc 7(gg) est diagonalisable et ses valeurs propres qui sont des racines de
XN — 1 sont de la forme £%. 1l existe une base (e1,...,eq) de V et des entiers ;. .., aq tels que
m(g0)(ei) = e

3. On a u(P)(u(x)) = P(x) pour tout x € C" si et seulement si u(P)(x) = P(u~1(x)) pour tout x.
Donc u(P) = P(u~}(X)) (avec I'abus de notation pour désigner le produit de la matrice de u~! par
le vecteur des indéterminées), et ceci est bien un automorphisme de C[X], d’inverse P — P(u(X)).
Comme on a substitué une forme linéaire & chaque indéterminée, le degré total de @w(P) est inférieur
ou égal & celui de P; on a I'inégalité dans autre sens car P = u~1(u(P)) et donc deg(u(P)) =
deg(P).

4. (a) Puisque 7 est un automorphisme de C-algebre, A contient 0, 1, est stable par somme et produit

et stable aussi par multiplication par un scalaire complexe. C’est donc une sous-algebre de
C[X].

(b) On a 7(X?) = ¢ ™2X?, Les mondmes dans A sont donc les X2 tels que N divise m - a.



(c)

(d)

5. (a)

(b)

(c)

Soit P € C[X] et P = ZZ(:Pl) P, avec P, € Hpy, , sa décomposition en composantes quasi-
homogenes. Alors 7(P) = ZZ(:PR 7(P,) avec 7(P,) = {"P, € Hm. Donc P est dans A
si et seulement si ses composantes quasi-homogenes P, sont dans A. Ceci entraine que A =
@nGN(A N Hm,n)

Si P € Hmpn, alors 7(P) = £ "P. Donc AN Hpyyp = Hmp si N divise n et AN Hy, = {0}
sinon. Ainsi la fonction n +— dim(A N Hpy,,,) est le produit de la fonction quasi-polynomiale
n +— dim(Hpm ,,) par la fonction, visiblement quasi-polynomiale, qui envoie n sur 1 si ry(n) =0
et sur 0 sinon. Par I.1, elle est quasi-polynomiale.

Soit u un mondme de S, et supposons que l'on ait u = PQ avec P,Q € A. Soit h = mm(P),
k = m(Q), Pn (resp. Q) la composante quasi-homogene non nulle de poids maximum de
P (resp. Q). Alors P, Qy, est la composante quasi homogene de poids maximum de PQ, donc
u = PpQy. Vu la définition de ng et le fait que AN Hy, , est égal soit & Hyy, ,, soit & {0}, on
a AN Hpyp,={0}si0<n<ng. Commeh+k=mng,onah=0ouk=0,c-ad. que soit P
soit @ est une constante non nulle, autrement dit un élément inversible de A. Comme u n’est
pas inversible, ceci montre que u est irréductible dans A.

Pour j = 1,...,s, on pose u; = XPi, ot b; = (b1;,...,ba ;). Soit B la matrice des b; ;; elle
est de taille d X s et donc de rang < d < s. Par conséquent son noyau dans Q? n’est pas réduit
a {0}. On choisit dans ce noyau un vecteur v non nul & composantes (1, ...,7s) entieres (ce
que l'on peut faire). Posons a; = max(v;,0) et 3; = max(—v;,0). Alors a = (o, ..., ;) et
B = ($1,...,Bs) sont des éléments distincts de N* et Ba = Bf parce que v = a — . Ceci

entraine que
S S
g _ Bi
[T =]
i=1 i=1

On vient de montrer deux décompositions d’un méme élément de A en produit d’irréductibles
non associés (les u;) avec des puissances distinctes. Ceci montre que A ne peut pas étre factoriel.
Puisqu’un anneau de polynémes & un nombre fini de variables sur un corps est factoriel, A ne
peut pas étre isomorphe a un C[Xq,..., X,].



