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Quelques remarques sur les anneaux Z/nZ

Le contenu de cette note peut servir dans les legons :

- Groupes finis. Exemples et applications.

- Groupe linéaire d’un e. v. de dimension finie F, sous-groupes de GL(F). Applications.
- Anneaux Z/nZ. Applications.

- Anneaux principaux. Applications.

- Opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes d’une matrice. Exemples et appli-
cations.

- Méthodes combinatoires, problémes de dénombrement.
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1 Structure de Z/nZ

1.1 Généralités

Sur le groupe abélien Z/nZ, il n’y a qu'une structure d’anneau possible. En effet, un
produit ab est une somme a + --- + a avec b termes, donc toute multiplication est une
itération finie d’additions et la multiplication est déterminée par I’addition.

Dit autrement, la structure de 'anneau Z/nZ est déterminée par sa structure de
groupe additif. Ceci se refléte aussi sur les ¢léments inversibles de 'anneau, qui sont les
générateurs du groupe additif, et sur les idéaux, qui sont les sous-groupes additifs.

Un autre fait notable est que dans 'anneau Z/nZ, comme d’ailleurs dans tout anneau
fini A, les éléments non nuls sont soit inversibles, soit diviseurs de zéro. En effet, pour x €
A\ {0}, la multiplication par x donne un endomorphisme de groupe abélien m, : A — A.
Si m, est surjectif, alors 1 est dans I'image, donc il existe y € A tel que xy = 1 et x est
inversible. Si m, n’est pas surjectif, alors il n’est pas injectif (car A est fini) et donc il y
a un élément non nul y dans le noyau. Alors, zy = 0 et = est un diviseur de zéro.



Soit n = p{*'...p%" la décomposition en facteurs premiers de n. La structure algébrique
de 'anneau Z/nZ est pour 'essentiel gouvernée par la décomposition en produit donnée
par I'isomorphisme du théoréme des restes chinois :

ZInZ ~7]p3 7 X - - X L] prZ

et par la structure particuliére des facteurs Z/p*Z.

1.2 Structure de Z/p*Z

Décrivons done plus en détail anneau A = Z/p“Z. Une trés bonne maniére de se
représenter les éléments de A est d’utiliser I’écriture en base p : pour tout x € A, il existe
des entiers uniques 0 < x; < p — 1 tels que @ = x¢ + 1p + 22p* + -+ - + To_1p* . Si un
élément de A est écrit ainsi, on a x € A* ssi x9 # 0, ou encore, ssi x € (p). En particulier,
on voit que si on note 7 : Z/p*Z — 7Z/pZ la surjection canonique, alors x est inversible
dans A si et seulement si 7(z) est inversible dans Z/pZ. (En général, si f : R — S est
un morphisme d’anneaux commutatifs et unitaires, 'image d’un inversible est inversible,
mais la réciproque n’est pas vraie.) De plus, 'idéal (p) est égal a I'idéal des éléments
nilpotents, et on a A = A* U (p).

Par ailleurs, les idéaux de A forment une chaine :

oc@p*c---c)cp cA.

Ceci permet de définir la valuation p-adique d’un élément non nul z € A comme étant
le plus grand entier k¥ < o — 1 tel que x € (p¥). On peut alors écrire z = pFu, oil u est
inversible dans A, et cette écriture est unique.

2 Puissances dans Z/nZ

2.1 Puissances k-iémes

Proposition : Soient k > 2 et n > 2 deux entiers. Alors, l'application Z/nZ — Z/nZ
d’élévation a la puissance k est bijective si et seulement si tous les facteurs premiers p de
n sont de multiplicité 1 et tels que p — 1 est premier avec k.

Preuve : Notons ¢ : Z/nZ — 7. /nZ telle que o(x) = z*. Cette application est multiplica-
tive. Soit n = pi"* ... p2" la décomposition en facteurs premiers de n. Par le théoréme des
restes chinois, on a un isomorphisme Z/nZ ~ 7 /p{*Z X - - - X Z/p®rZ. Si Pon décrit ¢ via
cet isomorphisme, il est clair que p(xy,...,x,) = (z¥, ..., 2%), de sorte que ¢ est bijective
si et seulement si pour tout ¢, I'application d’élévation a la puissance k dans Z/p"7Z est
bijective. Ceci nous raméne au cas oll n = p°.

Soit x € Z/p*Z. Si x est inversible, alors ¢(x) est inversible, ¢’est-a-dire qu’il n’est pas
dans (p). Si x n’est pas inversible, il est dans (p) et donc p(x) = z* est dans (p*). (Pour
le dire autrement, ’application ¢ multiplie la valuation p-adique par k de sorte que les
¢léments de I'image ont une valuation multiple de k.) On voit donc que si « > 2, I’élément
p € A n’est pas dans I'image de . Donc a = 1 si @ est bijectif.

[application ¢ envoie 0 sur 0 et sa restriction & (Z/pZ)* est un morphisme de groupes
multiplicatifs. Il reste & voir quand celui-ci est bijectif. Or (Z/pZ)* ~ Z/(p — 1)Z et ¢



s’identifie, comme endomorphisme du groupe additif Z/(p — 1)Z, a la multiplication par
k. Celle-ci est bijective ssi k est premier & p — 1. O

2.2 Carrés

Le résultat précédent dit que I'application d’élévation au carré (k = 2) dans Z/nZ
n’est bijective que lorsque n = 2. Donc en général, les carrés forment un sous-ensemble
strict, que I'on va dénombrer, généralisant le résultat correspondant pour Z/pZ avec p
premier. Ici encore, en utilisant le théoréme chinois, le nombre de carrés est le produit
des nombres de carrés dans des anneaux Z/p;"Z. Ceci nous raméne au cas ot n = p* et
nous citerons le résultat dans ce cas. Nous ne traiterons que le cas ou p > 3, mais le cas
ol p = 2 se traite de la méme maniére (la seule différence provenant de la structure du
groupe des inversibles).

Lemme : Soit p un nombre premier impair et o > 1 un entier.

(i) Le cardinal de (Z/p®7Z)*%, ensemble des carrés des éléments inversibles de Z/p°7Z, est
égal o p*~ 1B

(ii) Soit i un entier tel que i < . Alors, la multiplication par p' induit une injection de
groupes abéliens Z/p*~'7 — 7./p*Z et l'image de (Z/p* "Z)** est égale a p'(Z/p*Z)*?.
(iii) Le cardinal de p'(Z/p*Z)*? est égal G p*~ "1t

Preuve : (i) Comme p est impair, on a (Z/p®Z)* ~ Z/p* ' (p—1)Z et I'élévation au carré
s'identifie a la multiplication par 2 dans Z/p®~!(p — 1)Z. Comme 2 divise p — 1, 'image
est donc le sous-groupe strict engendré par 2, d’indice 2. Donc le cardinal de (Z/p“Z)*?

est po 1L,

(i) Il est immédiat de voir que le noyau de la multiplication par p* de Z/p®Z dans lui-
méme est égal a I'idéal engendré par p®~¢, d’onl la premiére assertion. On peut décrire
cette application ainsi : & x = g+ T 1p+- -+ Ta_i_1p® ! on associe p'z = p'(xo+z1p+
st X p®T Y. Limage de (Z/p®~'Z)*? est p'(Z/p*~"Z)*2. C'est aussi p'(Z/p*Z)*?,
puisque dans Pécriture p'(xg + z1p + - + To—1p*"1)? les termes x;p’ avec j > o — i sont
annulés par p'.

(iii) D’apres (ii) le cardinal de p*(Z/p®Z)** est égal a celui de (Z/p*~'Z)*?*, d’ou le résultat
d’aprés (i). O

Proposition : Si p est un nombre premier impair, le nombre de carrés dans A = Z/p“Z
est égal a

—1
1+ 5=+ o+ 0P

st o = 203 est pair, et
—1
L+ P (L p 4 pY)
st =20+ 1 est impair.

Preuve : Si x € A est non nul, il s’écrit de maniére unique sous la forme x = p‘u avec
0<i<a-—1letué¢ (p),cest-a-dire u inversible dans A. Il est clair que x est un carré si



et seulement si ¢ est pair et u est un carré. En d’autres termes, I’ensemble des carrés non
nuls dans A est

A2 U p? A2 U p* A2 U Up?P2A4*2 sia = 20 est pair,
A2 Up? A2 U ptA2? U - Up?PA2? sia =28+ 1 est impair.

En utilisant le lemme qui donne le cardinal de p?* A*? et en tenant compte du fait que
0 € A est un carré, on trouve que le nombre de carrés dans A est

-1 —1 —1
1+p2ﬂ—1p2 +p2ﬁ—3pT+...+ppT

si a = 203, et 'expression similaire si « est impair. U

Reéférences : Je ne connais de référence ni pour la description de 'application d’élévation
a la puissance k-iéme, ni pour le calcul du nombre de carrés de Z/nZ.

3 Matrices & coefficients dans Z/nZ

Soit r > 1 un entier. Dans ce paragraphe, nous nous intéressons aux groupes linéaires
GL,(Z/nZ) et SL.(Z/nZ). Nous utiliserons les remarques simples qui suivent.

Si f: A — B est un morphisme d’anneaux commutatifs et unitaires, il y a une
application M,.(A) — M, (B) entre les ensembles de matrices carrées de taille r, notée
encore f pour simplifier, obtenue en associant & une matrice M = (m; ;) la matrice f(M) =
(f(m;;)). Puisque f est un morphisme d’anneaux et que l'addition et la multiplication
des matrices s’expriment par des additions et des multiplications entre les coefficients des
matrices, cette application f : M, (A) — M,(B) est un morphisme d’anneaux. Puisque
le déterminant d’une matrice est lui aussi un polyndéme en les coefficients de la matrice,
on a det(f(M)) = f(det(M)). Il en découle que f induit des morphismes de groupes
GL,(A) — GL.(B) et SL,.(A) — SL,.(B).

Par ailleurs, dans le cas ot 'anneau des coefficients des matrices est un anneau produit,
il est clair que M, (A x B) ~ M,(A) x M,(B), GL,(A x B) ~ GL,(A) x GL,(B) et
SL.(A x B) ~ SL.(A) x SL,(B). Pour étudier GL,(Z/nZ) et SL,.(Z/nZ), utilisant le

théoréme des restes chinois on est ramené au cas ou n = p“.

3.1 Nombre d’éléments de GL,(Z/nZ) et SL,(Z/nZ)
Proposition : On a | GL,(Z/p*Z)| = p 7 (p" — 1)(p" —p)...(p" —p" ).

Preuve : Commencons par le cas a = 1. Dans ce cas, I’'anneau de coefficients est le corps
k = Z/pZ. Une matrice est dans GL,(Z/pZ) ssi ses vecteurs colonnes forment une base.
Le premier vecteur doit étre non nul, il y a donc p” — 1 facons de le choisir. Le deuxiéme
vecteur ne doit pas étre dans la droite engendrée par le premier, il y a donc p” — p fagons
de le choisir. En continuant ainsi, on trouve | GL,(Z/pZ)| = (p" —1)(p" —p) ... (p" —p"1).

Passons au cas général. On notera Z/p*Z — 7Z/pZ, x +— T le morphisme de ré-
duction. Rappelons-nous que x est inversible ssi T est inversible (voir 1.2). Nous allons
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voir que le morphisme induit v : GL.(Z/p*Z) — GL,(Z/pZ) est surjectif. En effet, si
M € GL.(Z/pZ) et qu’on considére une matrice N € M,(Z/p“Z) obtenue en relevant
de maniére arbitraire les coefficients de M, on a det(NN) = det(M) qui est inversible.
Donc det(N) est inversible, i.e. N € GL.(Z/p*Z) et N est un antécédent pour M. On
regarde maintenant le noyau H = ker(v). C’est 'ensemble des matrices Id +N ou N est a
coefficients dans p(Z/p*Z) ~ Z/p*'7Z. Comme les matrices ont r? coefficients, on trouve
|H| = (p* ). Finalement | GL,(Z/p°Z)| = | GL.(Z/pZ)|.|H| et ceci donne le résultat
annonce. U

Proposition : On a |SL,.(Z/p*7Z)| = ploe D= (pr — D" —p)...(p" —p~Hp L

Preuve : On considére le morphisme déterminant det : GL,.(Z/p*Z) — (Z/p*Z)*. 1 est
surjectif, car tout x € (Z/p*Z)* est le déterminant d’une matrice de dilatation diagonale

(x,1,...,1). Il S’ensuit que le cardinal du noyau, le groupe spécial linéaire, est
o | GL,(Z/p"Z)|
ISL(2/p2)| =
p*tp—1)
Compte tenu de la proposition précédente, ceci méne au résultat annoncé. O

Références : Le calcul du cardinal de GL,(Z/pZ) et d’autres groupes linéaires sur les
corps finis est fait dans Perrin [P|. Le calcul du cardinal de SLy(Z/nZ) peut étre trouvé
dans [FGN2]|, exercice 3.23 (lire la fin de la correction).

3.2 Surjection SL,(Z) — SL,(Z/nZ)

On peut se poser la question de savoir si toute matrice inversible & coefficiens dans
Z/nZ peut étre relevée en une matrice inversible a coefficients dans Z. Mais ceci est
presque tout le temps faux, pour la raison que le groupe des inversibles de Z/nZ est plus
gros que le groupe des inversibles de Z : il est clair qu'une matrice de GL,(Z/nZ) de
déterminant inversible, mais distinct de £1, ne peut pas étre relevée dans GL,.(Z). Le
théoréme suivant est donc assez surprenant :

Théoréme : Le morphisme de réduction SL.(Z) — SL,(Z/nZ) est surjectif.

Preuve : On fait une récurrence sur r. Comme SL(Z) ~ SL;(Z/nZ) ~ 1, le résultat est
clair pour r = 1. Supposons-le vrai pour l'entier r — 1, et soit A € M,(Z) une matrice
carrée telle que det(A) =1 (n). D’aprés le théoréme des invariants de similitude, il existe
deux matrices U,V dans GL,.(Z) telles que UAV est une matrice diagonale, d’éléments

ai,...,a,. Posons b=a,...a,, et considérons les matrices
b 1 1 —as 1 0
b—1 1 0 1 1—az aias
W= 1 X = 1 JA = 1
1 1 1



Comme a1b = det(A) = 1 (n), on voit que WUAVX = A’ (n). Par ’hypothése de
récurrence, la matrice carrée de taille (r — 1,7 — 1) en bas a droite de A’ se reléve en une
matrice C' € SL,_1(Z). On vérifie alors facilement que

1 |0
1—CL1

B=U"'w Xyt

est une matrice dans SL,(Z) qui reléve A. O

Remarques et références : Ce théoréme est une jolie application du théoréme des
invariants de similitude, sous forme matricielle. La démonstration donnée ici est la repro-
duction fidéle de celle que 'on trouve en pages 20-21 du livre de Shimura [Shi]. Dans le
cas r = 2, la preuve du théoréme se trouve aussi dans [FGN2|, exercice 3.23, p. 204, et
dans le livre d’Hellegouarch [H|, chapitre 5, § 3, p. 295.

Une des raisons de 'importance de ce théoréme provient de I’étude des groupes fuch-
siens et des sous-groupes de congruence de Slio(Z) tels que le sous-groupe :

I'(n) = ker (SL2(Z) — SLo(Z/nZ)) .

Ce groupe intervient dans I’é¢tude des formes modulaires, qui sont I'un des ingrédients de
la preuve du théoréme de Fermat. Vous trouverez plus de détails sur tout cela dans le
livre d’Hellegouarch [HJ.
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