


-2- 

Le problème est constitué de quatre parties. Les définitions sont écrites en 
gras et servent dans tout le problème. La partie III dépend largement des résultats 
des parties 1 et II. Ce n’est pas le cas de la partie IV qui peut être traitée 
indépendamment. 

On désignera par R le corps des réels et par C celui des complexes. Les 
parties réelles et imaginaires d’un nombre complexe z seront notées !Rz et Jz. 
Son conjugué est noté Z. L’argument d’un nombre complexe non nul z sera noté 
Arg(z), c’est un élément de l’intervalle [0,27r[. Si p est un nombre premier, on 
notera F, le corps fini à p éléments. 

Si x est un réel, on notera [x] sa partie entière, c’est le plus grand entier 
n 2 2. 

Soient A, B et C trois groupes abéliens. On appellera forme biadditive de 
A x B dans C une application f de A x B dans C qui vérifie les conditions 
suivantes : 

Va E A, ‘du’ E A, ‘db E B f(a + a’, b) = f(a, b) + f(a’, b) 

‘tfu~A,kfb~B,Vb’~B f(a,b+b’)=f(a,b)+f(a,b’) 

1 Formes sesquilinéaires symétriques 

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur C. On appelle forme 
sesquilinéaire sur E une forme biadditive b de E x E dans C vérifiant les 
conditions suivantes : 

VX E C,‘v’x E EJfy E E b(Xx, Y) = wx, Y> qx, XY> = wx, Y> 

Un telle forme b est dite symétrique si l’on a : 

Vx E E, ‘dy E E b(x, y) = b(y, x) 

Une forrne b sesquilinéaire symétrique sur E est dite définie positive (resp. 
définie négative) sur un sous-espace vectoriel F de E si pour tout vecteur non 
nul x de F, b(x, x) est un réel strictement positif (resp. strictement négatif). 

On appellera espace sesquilinéaire un couple (E, b) où b est une forme 
sesquilinéaire sur un espace vectoriel E de dimension finie sur C. Un espace 
sesquilinéaire (E, b) est dit symétrique si la forme b est symétrique. 

Si (E, b) est un espace sesquilinéaire symétrique, l’orthogonal d’un sous- 
espace vectoriel F de E est noté F l. C’est l’ensemble des vecteurs x E E tels 
que b(x, y) = 0 pour tout y E F. 



-3 

Une base B = (el,e2,. . . 3 e,,l) d’un espace sesquilinéaire symétrique (E, b) 
est dite orthogonale si b(e,, e,) est nul pour tous i # j. On dira qu’elle est semi- 
orthonormée si elle est orthogonale et si de plus b(ei, ei) est, pour tout i, égal 
à 1. 0 ou -1. 

1) Soit (E, b) un espace sesquilinéaire symétrique. On suppose b non nulle. 
hlontrer qu’il existe un vecteur It‘ E E tel que b(z. X) soit non nul. Montrer qu’il 
existe un vecteur y E E tel que h(y, g) soit égal à 1 ou à -1. 

2) Soit (E, b) un espace sesquilinéaire symétrique. ïLlontrer qu’il existe une 
base semi-orthonormke de (E, 6). 

3) On suppose que E est l’espace vectoriel C” et que la forrne b est définie 
par la matrice 

Construire 1me base semi-orthonormée de (E, h). 
4) Soit (E, t ) 1 un espace sesquilinéaire syrnétrique. Soit B = (el, e2: . . . . e,,) 

une base scmi-orthonormée de (E, b). Soit E+ (resp. E-, Eo) le sous-espace 
vectoriel tic E crigendr4 par les vecteurs e, vkifiant o(e,, ci) = 1 (resp. b(e, ~ t’,) = 
-1. hje,, e,) = 0). Soit F un sous-espaw vectoriel de E. 

a) AIontrcr que F n (E- (3 E(l) est rd si 0 est dCfinic positive sur F et que 
E’ 9 (E.,. 3, Eo) A ,t ts nul si t) est définie nCgative sur F. 

b) l<ïi ditduire que le nombre CL h( e7: e, ) est indépendant de B. Ce nombre 
sera noté a(~!?. 6) ou simplernent o(E) s’il n’y a pas d’ambiguïté. 

,5) Soient 11 > 0 un entier ot. E l’espace vectoriel C’” muni do sa base 
wnoriiquc ((1. ~2. . . IT,) ). Soit b la forme scsquilinéaire sur E vérifiant : 

Tournez la page S.V.P. 
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par les vecteurs uj, j 5 i, et Gi l’orthogonal Fi1 de Fi. Déterminer (en fonction 
de a(E)) les nombres a(Fi) + a(Gi). En déduire la formule : 

a(E) = a(F) + f@y 

II Espaces sesquilinéaires 

Soit (E, b) un espace sesquilinéaire. Si F est un sous-espace vectoriel de E, on 
appellera orthogonal à droite (resp. orthogonal à gauche) de F l’ensemble 
noté FL (resp. IF des vecteurs z de E qui vérifient : ) 

Yy E F b(y,x) = 0 (resp. b(z, y) = 0) 

On dira que la forme b est non dégénérée si E’ et II3 sont nuls. Si F 
est un sous-espace vectoriel de E, on dira que b est non dégénérée sur F si la 
restriction de b à F est non dégénérée. 

1) Soit (E, b) un espace sesquilinéaire. Soit B = {er, . . . , e,} une base de E. 
Soit A4 la matrice de b dans cette base, c’est-à-dire la matrice dont les coefficients 
sont les nombres b(ei, ej). 

a) Soient x et y deux vecteurs de E et X et Y les matrices colonnes ayant 
comme coefficients les coordonnées de x et y dans la base B. Montrer la formule : 

b(x, y) = tXhfy 

‘X étant la transposée de X et Y la matrice colonne dont les coefficients sont les 
conjugués des coefficients de Y. 

b) Montrer que b est non dégénérée si et seulement si A4 est inversible. 
c) Montrer que les trois conditions suivantes sont équivalentes : 
-- b est non dégénérée 
- El = (0) 
~- Il3 = (0). 

2) Soit (E, 13) un espace sesquilinéaire. Soit F un sous-espace vectoriel de E. 
a) Montrer que F’ et IF sont des sous-espaces vectoriels de E. 
b) Montrer les inégalités : 

dimF + dimF’ > dimE dimF + dimiF > dimE 

Montrer que ces inégalités sont des égalités si b est non dégénérée (sur E). 
c) On suppose que b est non dégenérée sur F. Montrer les égalités : 
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3) Soit E l’espace vectoriel C2 muni de sa base canonique (er , e2). Soit b la 
forme sesquilinéaire sur E vérifiant : 

Vi E {1,2} b(ei,er) = 0 et b(ei,es) = 1 

Déterminer un sous-espace vectoriel F de E tel que FL et IF n’aient pas la 
même dimension. 

4) Soit (E, b) un espace sesquilinéaire. Montrer qu’il existe un endomor- 
phisme bijectif f de E tel que la forme (LÇ, y) H b(f(z), y) soit une forme sesquili- 
néaire symétrique. 

5) Soit (E, b) un espace sesquilinéaire. Soit E un complexe. On dit que b est 
E-symétrique si l’on a : 

vx E E, vy E E b(x, y) = &b(& 2) 

On dira dans ce cas que (E, b) est &-symétrique. 
a) Montrer que si la forme b est &-symétrique et non nulle, on a : EE = 1. 
b) Soit E un nombre complexe tel que EE = 1. Donner un exemple d’espace 

sesquilinéaire (E, b) où b est &-symétrique et non nulle. 

6) Soit E un nombre complexe tel que ~5 = 1. Soit (E, b) un espace 
sesquilinéaire E-symétrique. 

a) Montrer qu’il existe un nombre complexe Q non nul tel que ab soit une 
forme sesquilinéaire symétrique. 

b) Soit ,B un nombre complexe non nul. Déterminer à quelle condition 
(portant sur o! et p) la forme /3b est symétrique. Déterminer (en fonction de 
a(E, CL~), de Q et de 0) le nombre a(E, Db). 

III Espaces semiquadratiques 

Soit on un nombre complexe non nul. On pose E = $. On appelle espace a- 

semiquadratique un triplet (E, b, f) où E est un espace vectoriel de dimension 
finie sur C, b une forme sesquilinéaire sur E non dégénérée et f une forme 
linéaire sur E et tel que l’on ait : 

(SQ) ‘v’x E Wtv E E b(x, 9) - 4x 4 = @-(X)~(V). 

On pourra abréger l’expression a-semiquadratique en l’expression a-SQ. 
Un espace a-semiquadratique (E, b, f) sera dit de type TO si f est nul et 

de type Tl sinon. 

Tournez la page S.V.P. 
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Soient & = (E, b, f) et &’ = (E’, b’, f’) d eux espaces a-semiquadratiques. On 
appellera isomorphisme de & sur E’ une application linéaire bijective cp de E 
sur E’ ayant les propriétés suivantes : 

vx E E f’(dx)) = f(x) 

vx E W’Y E E b%(x), cpb>> = 

On dira que & et &’ sont isomorphes s’il existe 
&‘. 

b(x) Y>. 

un isomorphisme de E sur 

1) Soit (E, b) un espace sesquilinéaire. Soit f une forme linéaire non nulle 
sur E et u un complexe tel que uü = 1. On suppose que l’on a : 

vx E EJY E E b(x, y> - ub(y, 4 = cd+-%f(~). 

Montrer que u est égal à E. 

2.a) Soit & = (E, b, f) un espace a-semiquadratique. Montrer qu’il existe un 
unique vecteur e E E vérifiant la conditions suivante : 

Vx E E b(x, e) = f(x). 

Ce vecteur sera appelé vecteur centre de 1. 
Soit X le complexe défini par la formule : 

f(e) = G. 

Montrer que l’on a : Xx = 1. 
Cet élément X sera appelé poids de 1. 
b) Soient & = (E, b, f) et E’ = (E’, b’, f’) d eux espaces a-semiquadratiques 

isomorphes. Montrer qu’ils ont même poids. 
c) Déterminer le vecteur centre et le poids d’un espace a-semiquadratique 

de type TO. 

3) Soit & = (E, b,f) un espace a-semiquadratique de type Tl. Soit e le 
vecteur centre de E. Soit x un vecteur non nul de E et F l’orthogonal à gauche 
du sous-espace vectoriel de E engendré par x. Montrer que Kerf est égal à F si 
et seulement si x est colinéaire à e. Déterminer l’orthogonal à droite de Kerf. 

4) Soit X un complexe différent de 1 tel que Xx = 1. Montrer qu’il existe 
une unique forme sesquilinéaire b sur C telle que (C, b, Id) soit un espace a- 
semiquadratique de poids A. 

Montrer que deux espaces a-semiquadratiques de dimension 1 et de type Tl 
sont isomorphes si et seulement si ils ont même poids. 
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5) Soit I = (E, b, f) un espace a-semiquadratique de type Tl, de dimension 
2 et de poids X = 1. Soit e le vecteur centre de E. 

a) Soit x un vecteur de E tel que f(x) = 1. Montrer que la partie réelle de 
b(x, x)/a est égale à 1/2. 

b) Montrer qu’il existe un vecteur x de E tel que f(x) = 1 et b(x, x) = f. 

c) En déduire que deux espaces cu-semiquadratiques de type Tl, de dimension 
2 et de poids X = 1 sont isomorphes. 

6) Soient & = (E, b, f) et &’ = (E’, b’, f’) d eux espaces cu-semiquadratiques. 
Montrer qu’il existe une unique forme sesquilinéaire b” sur E” = E x E’ et une 
unique forme linéaire f” sur E” vérifiant les conditions suivantes : 

- Vx E E,Vx’ E E’ f”(X, x’) = f(x) + f’(x’) 
-‘dx~E,tjy~E b”Ux, 01, (Y, 0)) = b(x, Y> 
- Vx’ E E’, ify’ E E’ b”((O, 4, (0, Y’)) = b’b’, Y’> 
-V~E E,‘dy’c E’ b”((x, (0, (0, Y’>> = 0 
- (E”, b”, f”) est un espace cu-semiquadratique. 
Calculer b” ( ( x, 4, (Y, Y’>> P our tous x, y de E et tous x’, y’ de E’. 
L’espace a-semiquadratique (E”, b”, f”) sera appelé produit orthogonal 

de I et de I’ et noté & x &‘. 

7) Soit & = (E, b, f) un espace cu-semiquadratique. Soit F un sous-espace 
vectoriel de E. On suppose que b est non dégénérée sur F. Soient bo et fe les 
restrictions de b et f à F, bl et fr les restrictions de b et f à FI, et b2 et f2 
les restrictions de b et f à ‘F. Montrer que 3 = (F, bo, fo), .FTI = (FI, bl, fl) 
et ‘3 = (IF, bz, f2) sont des espace a-semiquadratiques. Montrer que & est 
isomorphe au produit orthogonal de 3 et de 3l, ainsi qu’au produit orthogonal 
de ‘3 et de 3. 

8) Soient & = (E, b, f) et E’ = (E’, b’, f’) d eux espaces a-semiquadratiques. 
Soient e et e’ leurs vecteurs centre et X et A’ leurs poids. Déterminer le vecteur 
centre du produit orthogonal E” de & et de &‘. Montrer que le poids de I” est 
égal à XX’. 

9) Soit & = (E, b,f) un espace a-semiquadratique. Soit F le noyau de f. 
Montrer que b est non dégénérée sur F si et seulement si le poids de & est 
différent de 1 ou si & est de type TO. 

Montrer que iiub est une forme symétrique sur F. 

Si & = (E,b,f) t es un espace a-semiquadratique, on appellera pseudo- 
signature de & le nombre PS(&) = a(Kerf, Gb). 

10) Soient kY et &’ deux espaces a-semiquadratiques. On suppose que & ou 
E’ est de type TO. Déterminer la pseudo-signature de & x &’ en fonction des 
pseudo-signatures de E et de E’. 

11) Soit & = (E, b, f) un espace a-semiquadratique de type Tl. Soient El 

Tournez la page S.V.P. 
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et E2 deux sous-espaces vectoriels de E tels que : E = Ei @ Ez. On suppose que 
E2 est l’orthogonal à droite de El, et que f n’est nulle ni sur Ei ni sur Ez. 

a) Montrer que les restrictions de b et de f induisent sur El et Ez deux 
structures d’espaces a-semiquadratiques de type Tl que l’on notera Ii et &a. 

b) Soient ei et e2 les vecteurs centre de &i et &2. Soit F le noyau de f. Soient 
Fi et F2 les intersections de F avec El et E2. Montrer l’inclusion : 

F n (FI @ F2)l c Ce1 C!d Ce2. 

En déduire que l’intersection de F et de (Fi @ 8’~)~ est engendrée par ei et e2 si 
les poids de Ii et &2 sont égaux à 1, et par f(e2)ei - f(ei)ez sinon. 

c) Soient X, Xi et X2 les poids de &, Ii et E2. Montrer que le nombre 
PS(~) - ps(li) - ps(&) est égal à 1, 0 ou -1 suivant que JXr + 2x2 - JX est 
strictement positif, nul ou strictement négatif. 

Indication : On pourra utiliser les résultats de la première partie. 

Soit & = (E, b, f) un espace a-semiquadratique. Soit X son poids. Si X = 1 
on pose : a(8) = ps(l), sinon on pose : 

ArgX 
a(&) = ps(l) + 1 - ~ 

T * 

Le nombre a(E) sera appelé signature de 1. 
12) Soit E un espace a-semiquadratique de dimension n et de signature 

0. Soit X son poids et s sa pseudo-signature. Montrer que X est égal à 1 si et 
seulement si 0 - n est un entier pair. En déduire les formules : 

s= Z+1+2[7] 1 si a-nE2Z 
sinon 

13) On reprend la situation de la question 11, avec les mêmes notations. On 
pose Xi = eZB et X2 = ezy, avec 0 5 ,D < 2~ et 0 5 y < 2~. On pose k = 1,2 ou 3 
suivant que p + y - 2rr est strictement négatif, nul ou strictement positif. 

Calculer a(E) - a(ri) - a(&) - (PS(&) - ps(li) - PS(&)) en fonction de /Y, 
y et k. En déduire que a(r) est égal à a(ri) + o(&). 

Montrer que la signature d’un produit orthogonal de deux espaces w  
semiquadratiques est la somme de leurs signatures. 

14) Soit 0 un élément de l’intervalle [-1, 11. Montrer qu’il existe un espace 
a-semiquadratique & de dimension 1 et de signature 0. 

Soit a un réel et n un entier. Montrer qu’il existe un espace a-semiquadrati- 
que de dimension n et de signature 0 si et seulement si ]a] < n. 

15) Montrer que deux espaces ai-semiquadratiques E et I’ sont isomorphes 
si et seulement si ils ont même dimension, même type et même signature. 
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IV Le cas des corps finis 

On étend, dans cette partie, les définitions concernant des espaces o- 
semiquadratiques en considérant des espaces vectoriels sur un corps fini (au 
lieu du corps des complexes), en prenant Q = 2 et E = -1 et en considérant 
l’application identique à la place de la conjugaison. 

On, considère ainsi un nombre premier p impair et on note F, le corps fini à 
p éléments. On appellera espace semiquadratique un triplet (E, b, f) où E est 
un espace vectoriel de dimension finie sur F,, b une forme bilinéaire sur E non 
dégénérée et f une forme linéaire sur E et tel que l’on ait : 

(SQ) 'vx E E, VY E E b(x, y> + b(y, x) = X~(X)~(Y). 

On pourra abréger l’expression semiquadratique en l’expression SQ. 
Un espace semiquadratique (E, b, f) sera dit de type TO si f est nul et de 

type Tl sinon. 
Soient ‘5 = (E, b, f) et &’ = (E’, b’, f’) d eux espaces semiquadratiques. On 

appellera isomorphisme de & sur &’ une application linéaire bijective cp de E 
sur E’ ayant les propriétés suivantes : 

Vx E E f’(v(x)) = f(x) 

‘v’x E E,‘~Y E E b’(cp(xL cp(y>) = b(x, y>. 

On dira que & et E’ sont isomorphes s’il existe un isomorphisme de & sur 
&‘. 

Comme dans le cas complexe, un espace semiquadratique & = (E, b, f) 
possède un vecteur centre e et un poids A. Ils sont définis par : 

‘dz E E b(z, e) = f(x) et f(e) = T. 

Si I = (E, b, f) et &’ = (E’, b’, f’) sont deux espaces semiquadratiques, 
on peut aussi définir leur produit orthogonal E” = E x &‘. C’est un espace 
semiquadratique de la forme E” = (E x E’, b”, f”), b” et f” étant caractérisés 
par les formules de la question 111.6. 

1) Soit & = (E, b, f) un espace semiquadratique de dimension 1 et de poids 
-1. Soit e le vecteur centre de 1. Montrer que l’on a : f(e) = b(e, e) = 1. 

En déduire qu’il existe un espace semiquadratique de dimension 1 et de poids 
-1 et que deux tels espaces sont isomorphes. 

Pour tout entier n > 0 on désignera par E, l’espace vectoriel standard FP 
de dimension n, et on notera {ei, . . . , e,} sa base canonique. La forme linéaire 
s,ur En qui envoie chaque ei en 1 sera notée f. 

Tournez la page S.V.P. 
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Si m et T sont des entiers positifs ou nul, on désignera par T, l’application 
de E, dans ET+, q ui envoie tout vecteur ei en e,+i. 

2) Montrer qu’il existe une unique forme bilinéaire b sur & telle que : 
-Vi<n b(ei, ei) = 1 
-Vi<j<n b(ei,ej)=O 
- & = (E,, b, f) est un espace semiquadratique. 
Calculer b(ei, e.j) pour i > j. 

On notera G, le groupe d’automorphismes de &. C’est l’ensemble des 
isomorphismes de E, sur lui-même, muni de la composition. On conviendra que 
&c est l’espace semiquadratique trivial (0, 0,O) et que Go est le groupe trivial. 

3) Soient n et m deux entiers positifs ou nuls . Montrer que In+m est 
isomorphe au produit orthogonal de & et de &,. En déduire un morphisme 
de groupes de G, x G, dans G,+,. Ce morphisme sera noté (9, 9’) t--+ g x g’. 

Déterminer (g x g’)(ei) pour tout i 5 n + m. 
Montrer que si n, m et q sont trois entiers naturels, on a : 

‘dg E G,,tfg’ E G,,‘dg” E G, (g x 9’) x 9” = g x (9’ x 9”). 

Cet automorphisme sera noté : g x g’ x 9”. 

4) Déterminer le vecteur centre de &,. 

5) Montrer qu’il existe un unique automorphisme r de 12 qui envoie er en 
e2. Montrer la formule : T(e2) = -er + 2e2. 

6) Soit n > 1 un entier. Pour tout entier i, 0 < i < n, on note 7-i 
l’automorphisme li-r x r x In-i-r de G,, lk désignant l’élément neutre du 

groupe Gk. 
Montrer les formules suivantes : 

vi,j, Ii-j1 = 1 =+ 7iTjT.i = TjTiTj 

On notera Pn le sous-groupe de G, engendré par les automorphismes ri, i 
variant de 1 à n - 1. 

7.a) Déterminer, en fonction de p, l’ordre du groupe I’2. 
b) Montrer que les vecteurs fixes de E2 sous l’action de I’2 sont exactement 

les vecteurs de Fpe, e étant le vecteur centre de 52. 
c) En déduire quelles sont les orbites de E2 sous l’action de P2 et sous l’action 

de G2. 
d) Montrer que P2 est égal à Gz. 
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8) Soit n > 1 un entier. Soit x un vecteur de & qui n’est pas colinéaire au 
vecteur centre. Montrer qu’il existe un élément y de In tel que y(x) soit égal à 
j(x)ei si f(x) # 0 et à ei - e2 sinon. 

Indication : on pourra procéder par récurrence. 

9) Montrer que, pour tout n > 0, G, est égal à In. 
Soit n > 1 un entier. Soit C, l’ensemble des vecteurs x de E, qui ne sont 

pas colinéaires au vecteur centre de &, et tels que j(x) = 1. Montrer que In et 
G, agissent transitivement sur C,. Calculer le cardinal de C,. 

10) Soit n > 1 un entier. Déterminer le stabilisateur du vecteur e, de E, 
sous l’action du groupe G,. Calculer l’ordre de G, en fonction de l’ordre de G,-1. 
En déduire l’ordre de G,. 

11) Soient x et y deux vecteurs de Ca (Ca est défini dans la question 9). 
Montrer que la relation = définie par : 

“5 z y si et seulement si les vecteurs e, 2, y forment un système lié” 
est une relation d’équivalence sur Cs. 

Déterminer le nombre de classes d’équivalence de = et le nombre d’éléments 
de chacune d’entre elles. 

12) Construire un morphisme de groupe cp de Gs dans le groupe symétrique 
e-5 P+i, tel que le noyau de cp soit un groupe d’ordre 2 que l’on déterminera. 

Montrer que (P(G~) est contenu dans le groupe alterné !2&+i. 

13) Montrer que le groupe cp(Gs) est isomorphe au groupe alterné !2& lorsque 
p = 3 et au groupe alterné Us lorsque p = 5. 


