4.1.2 Corrigé de la premidre épreuve écrite

Partie I : Parties dédoublables de C = R

A. Etude d’un premier exemple

1.
(a) Parhypothése: 2 = o —y| <lal 4|~y <1+ 1= 2, ce qul impose : [x] =] -yl =1, et
de Ry, — Y= = Ax {cas d’égalité de l’mcgjahte triangulaire d’une norme euclidienne). Ainsi : A=1,
!
Y = —& puis 4. == ().

(b) DPar contraposition, supposons w € B = 7(A) et.écrivons w = 7(n) avec o € A. lw—7(0)] =
|7{e) — (0}l = la| < 1 {7 est une isométrie). :

(¢} Par hypothese, 7(0) & B. Ainsi 7(0) # 0 et on peut considérer le diameétre [u, v} orthogonal
a [0, 7(0)]. Par construction : Ju - 7(0)f > 1 et |v — 7(0)] > 1, u et v sont dans A.

(d) Comme 7 est affine clle conserve le milieu et 7(0) est le milieu de [r(u), 7(v)]. Or, Ir(u) —
()| = |u — v} = 2, avec : 7(u) et T(v) dans B = r(A) ¢ D. Selon le (a), Oest Eo milieu du st,g,m(’nt
[riw),7(m)}. Dela : 7(0) =0 BN A, la contradiction suit. . :

Si D est Ty-dédoublable, on peut écrire 1 D = A 1L B avec : {D) = A, (D) = B (11, 12 sont
dans Zs). On peut toujours sapposer que 0 est dans A et on pose alors : 7 == o 7] 1 pour avoir
T €Iy, et 7{A) = B. On sait alors que ces hypothéses ménent a une contradiction.

B. Cas des parties bornées
B 1. Disque enveloppant minimal
1.

(a) La partie B étant bornée, il existe r¢ = 0 tel que : B ¢ D(0,70) et donc 1y € R puisque
ey,

(b) infR=p<p+ L ; il existe done v, dans R tel que: pr, < p + —. Dela:C,, #Petil
n

— — 3
existe 2, dans © tel que @ B < D{ag,m) < D (:zrn, P+ ——).
7
2.

(a) et (b)
- Gréce an 1.(b), on dispose d’une suite (@,),,cu- telle que :
1
() VneN VbeB |u, —b<pt —.
n
— Cette suite complexe est done clairement bornée (B +# 0) et si
(j"f-l‘(n))n o €8t extraite, convergente, de limite notée o, Pénonce (+) donne immédiatement :
Vbe B la—b <p _
(c) Par Pabsurde, soit a; # ag vérifiant : B < D{as,p) ot B C D{as, p). Clairement {faire
a1+ g

un dessin} : B € Daq, p) 1 D(ag, p) € Die,r) avec @ ¢ = I et r = 1/p? —

@y -~ agl?

) p.
Contradiction.
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B 2. Conclusion
1.

Pour I;' t les translations, les rotations. Pour 7, (isométries indirectes) : les réflexions, les symé-
tries glissées dont la forme réduite est : sof = tos (s : réflexion, t :translation). '

2.

{a) Laclef: 7(B) = B; € B pow i = 1,2. Cela interdit : 77 = I'd ot 7; ne peut done pas étre unc
réflexion. On en déduit anssi : Vo e N, 7' (B) ¢ B, avec B bornée non vide. Il est done impossible que
7; soit une translation, méme dans le “cas limite” 7 = Jdg. En conséquence @ 7; ne pent pas étre une
symétrie glissée. Sinon, lorsque 73 = g ot est sa forme réduite, on a @ Vo @ N* 72%(B) = £2*(B8) < B.
Bilan : 71 et 7 ne peuvenl &tre que des rotations différentes de Idp. '

(b) Soit D le disque fermeé de rayon minimum contenant B, on note a son centre et p son rayon
(confer B.). Pour i fixg, B =, 1 (B;) < Ti_l(D). Comune 73 est une isométrie, ’ri""l(D) est un disque

fermé de rayon p (et de centre 7, '(a)). Par wnicité de D : 7 Y(D) = D et par unicité du centre de
D 7{a) = a. De 14, selon (b), a = w; et donc : w = wy.

(c) 1l en résulte que les rotations 7; commutent et en particulier : 7 o 7 (B) = 11 0 1y(B). Or,

(1 (B)) = {(B1) < 72(B) = By, et de méme : 7 (m2(B)) C By. La contradiction résulte alors des
hypothéses : B # 0 et ByNBy = (. Bilan : ancune partie bornée (non vide) de € n'est Zy-dédoublable.

Partie II : Le paradoxe de SIERPINSKI-MAZURKIEWICZ

Par Pabsurde, il existe P, Q dans Py tels que @ Plu) + 1 = wQu). Done 1 R(u) = {1 avec :
R=1+4 P XQ dans Q[X], ce qui contredit le statut de w puisque R £ 0 (R(0) = 1+ P(0) > 0).

Le coefficient constant de P est = 1 ou bien nul, ce gui justifie Palternative. On pose : Ty =
{R+1}{u),Re Py} = t{D) et Dy = {(X5){w),S € Py} = (D). Lalternative ci-dessus donne :
D=D,UD;y et lel. donne Dy NPy = @ Comme 5 et £ sont dans Ty, D cst Te-dédoublable.

Partie 111 : Parties dédoublables de R

A. La croissance d'un groupe
1.

Essentiellement : Bg{p-q) C Bg(p)Bs(q) car avee des notations évidentes sy -+ sy = (81 8p)(Sp1 -+ Spg)
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(a) w1 =wi, et uy,=logys(p) 20.Sin=pg+r, 0Lr<pona:

T
Up & YUy Up K Uy + TV K 1Y, - puy.
P ’ .

(b) ;}‘X chaque € > 0 on associe p. 2 1 vérifiant v, < v+, ¢ aussi Ny, 2 1 tel que:
Vn = N, w;;’—m < e Alnsi, powr 1 2 N, v £ vy < v+ 2 grice at (a). :

3.

egln) =expu, — expv = 1.

L définition montre qu’un groupe contenant un sous-groupe A croissance exponentiélle est anssi
A croissance exponentielle, '

5.
Soit 9 == {8y, -+, 8} une partie finie et symétrique de G, Comme G est abélien, tout alément
de Bg(n)(n 2 1) s'cerit sous la forme @ s1* - sl avec 0 < ps + - +pr € 1 et pp = 0. Donge, de

fagon trés grossidre, yg(n) < (n+ 1) et Cg = 1.

B. La croissance du groupe T;
1.

Les applications affines : 5 : x +— uz+v avec u et v réels. Les isométries affines sont donc obtenues

3.

Soit 7 dans Bg{n), 7 = 830+ 08, avec 1 < 1, s € S, Selon le 2., on peut écrire : 81 = ¢ 0 &l ;
N P P ~ /
gy oy =tpoen; o 5;71 0 8§, = 1, 0 ), (avee des notations ¢videntes). Dela: 7=# 0. -0t 0g.
Finalement, o == t; o+ ++ ¢, ¢t € = &, conviennent puisque les & sont dans T

4.

Selon 3., Bg(n) € By(n) o {1d}, donc vg(n) < 2yp(n) et Cg < Cr. De plus, Cp = 1 puisque
IF est Abélien. Done Cg = 1 et le résultat suit puisque S est arbitraire.

C. Conclusion
1.

Notons 7 fe plus petit des indices i tels que : s; # s} Chaque s; laisse stable D et @ s,(D)Ns,.(D) C
D;nDy =6 Dela:

e (sra 020 8,(D) N (shy1 0 0 51,(D)) =

Or, pour i < 7, §; = & ¢t on a affaire a des bijections, de sorte que : (D) Ny (D) = 0.
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Selon le L., pour s # ' on a vy, # vy, On vient done de construire 2" éléments distinets de DBg(n)
et done yg{n) = 2%, soit : (g = 2.

3.

Supposer 'existence d'une partic Zi-dédoublable de R permet done de contredive le caractére
sous-exponentiel de la croissance de 7y {Cy = 1).

D. Application

On sait qu'il existe une partiec D de € non-vide et Ty-dédoublable {confer 1L). En reprenant
mutatis mutandis les raisonnements de la section MEC., on dispose d’une partie S de Ty pour
laguelle C's Z 2. Ainsi, Ty est & croissance exponentielle.

Partie 1V : Un groupe “paradoxal®

A. Calculs préliminaires

1.
AR = ( é 21k ), Bk - ( 21}; ? ) pour k dans Z.

On se contente de vévifior (1}, M = A% avee [l 2 1; Xy = ( ; ) € By avee |z| < |y

a1 2R .
MXy ( 2k ) Lo+ 2hyl 2 20kl — o] > Iyl MXs € By

B. Description de I”
1.

On construit les éléments de I' comme des “mots” dont les “lettres? sont puisées dans U S, La
discussion porte sur le nombre de “letires” puisées, I étant une “letire” & part entiére. Une “letive”
I, Py, My. Deux “lettres” : les précédents, ainsi que : Py, M. Trois “lettres” : les précédents,
ainst que @ Fo(MyPr), (M) Mo, Quatre “lettres” : Tes précédents, ainsi que @ Po{ My P ) Ma,

(M1 P)(M3F5). On fait ainsi apparaitre les huit types annoncés, et aneun nouveau type n'apparait
lorsque la constraction se poursuit, '

2.

(b) Selon A2, M1 By C By et IILE) C Fy, ainsi : UgFy C By ce qui impose U £ I

{c) Oun considére MoUs My e (Mfgf’o)ﬂ.,vMo_l ot My € I\ {I}. Cette matrice est du type Ug ot
etle est done distinete de 1, il en résulte : Uy £ T. On considére ﬂ/[gILlM(;”l = ((MoM1)Py) - (M, P M, !
avec My € I\ {I S M 1}. Cette matrice est encore du type Us, ce qui tmpose : Uy # T

{d} On considére : My UM, t_—_l-ll = (M1 Po)TI, qui est du type Uy. Donc @ Ug # 1.
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” T .
Mj, P étant toutes distinctes de I on doit aveir : P} = 7, (snlon I 11, est-du type Usg). 1L faut
alors, pour la méme raison, que: M, = My, et - I e

(a) Par hypothase : T = IT [T = M{P_{ M’ (PLPTYM - UMY Les matbrices M;, P,

(b) Fixons n = 1 et considérons Hn = M’;Pl anl’n avec M’ 1'“ P, = BY pay
construction : I, € Bg(2n) et les I, ainsi obtenus (n fixé) sont dazx A dcu:x distinets, {question

précédente). Ainsi, *7:,(2.*1) > 2% et Oy 2 2. Le gmu})o I (et donc aussi SLg(f )) ‘est A croissance
exponentielle. _ - _

C. Eléments d’ordre fini de I’
i.

U¥ (resp. UF) est encore du type (4) (resp. du type (7)) et de e fait on ne peut avoir : [UF = I
(resp. UF =1). UF # T si k=1 ct mémesi k 2 2 car alovs U est du type (7).

2.

(&) W = 1\/1'34_11—1. = (Mo M) P (M Py) - (M Py, St Mep My # I, V) est du type
{4), ce qui interdit V¥ = T (question précédente) et contredit ll]ypothos( Ainst My My = 1.
Vo = (MyP) - - (M, (P 1)) (en tenant compte de My M, = 1) ce (]Iﬂ unpose P = I Sinon, Vo
est du type (4) et Vi # 1, puis VF # I, ce qui n'est paa

~(b) On vient de décrire une procédure de conjugaison qui permet “d'effacer” la premiére ot la
derniére “lettre” d™nn “mot” de type Us ou Uy, Précisément, sis 2 2.

type Us  — typelUs — type U
U=1Us i Va.

En réitérant, on construit un conjugué U’ de U = Us qui est dans I U Iy et qui est done d’ordre
fini (U'* =1I). Dela: U’ = I (confer A1}, puis U = I, ce qui n'est pas. Autrement dit : &/ ne peut
pas étre du type Us.

3.

W = M,ff}_l-lUl:;ﬂ/IH_1 est du type (6), ce qui interdit W F — T {question précédente) et interdit
aussi : UF = 1.

L’étnde qui précéde montre que U ne peut &tre que du type (0), (1) ou (2). Comme de plus |
est le seul élément d’ordre fini de 17 U f% {confer A1), c'est que : U = [

D. Conclusion

Qy (resp. Qg) est la partie formée des "mots" dont la "premiére lettre” est A (resp. A71). Plus
précisérment ¢

Q1 || les My = AF (k=1) | les Uy ou Ug tels que : Al = I, M, = A

Qo || Tes My = A™F (k1) |les Ugou Ug tels que : 3 = 1, My = A~
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Notons U™ et Uy les types imwntms dans la derniére case de ce tab]eau On obtwnt alors
AQy | AT Uy, Uy Us, Uz P PIM:
(kz20)|silz22 |sil=1;ns822|sil=n=11sil=s=1 :
Bilan : Q) U AQy = I'. De méme, on définit la partic Ry (resp. Ka) formée des "mots™ dout la
"premidre lettre" est B (resp. B™Y), et on obtient : Ry U BRy = I'. Finalement, le fait- qi'w les
parties @, Qa, Ry, Ra soient (hs]()mtesz résulte de la propriété admise dans le texte ainsi quo de
Pinjectivité des snites (AI") (BL) . Remarques : '
Acﬁ ReZ
- On a clatrement : I\ {7} = Q1 UQ UR; URy.
— Le B. prouve que I" est le produit libre des groupes I et [ (lemme du ping-pong), chacun

étant isomorphe 4 Z (confer A.). Ainsi I est le groupe hbu‘ de rang 2 (,ngendlo par 4 et B ct
le résultat admis au D. suit.

Partie V : Ensembles (-paradoxaux

A. Exemples
1.

On fait opérer le groupe 1" sur lui-méme par translations : U« V = UV, puis on exploite ke IV.D.

Comme G € op, G opére sy F de fagon natmoilo {g=x = glz}) ct si D est G-dédoublable on
dispose de parties Dy, Dy disjointes telles que : g _" Dy =D = gy Uy Dy pour des g; convenables
dans . D est done G-paradoxale.

Soit T une partie de I7 qui rencontre chague Morbite selon un singleton (Paxiome du choix valide
I'existence de T tant quon ne sait rien sur &), Par construction : F == "+ T. Avec les notations du
EV.D., considérons les parties de B0 Q) =T Qo+ T3 Ry + T RoxT. Comme action ost supposée
étre sans points fixes (hypothése de 'énoncé), ces quatre parties de F sont deux a dewx disjointes.
Fn oﬁ'ct pour fixer les idées, si UL #* 11 = Uz * ig avee | t;,z‘z cTet: U € Q Uy & Qy, alors

pomts hxcs,), ce qul assure la (,(mtia.(.hctton puisque : Q1DQ o = ﬂJ. C(nnme I'= QUAQy = R1UBRs,
on obtient, via Paction de I"sur B B = (Q1 + TYU{A* (Qo+T)) et B = (Ry*T)U (B (RaxT)).
Bilan : 7v est I'paradoxal, avec : Q@ = (@ « T)II{Qy x T} ; @ = (Ry =« T) I (Rg = T, les partitions
étant évidentes (m=n=2); g1=hy =T; g0 = A, ha = B.

B. Le plan hyperbolique est '-paradoxal
1. et 2.(a)

trivial, simple calcul, usuel de sureroit.

(b) —I¢ I' puisque (—J)* = I et quil 0’y » pas d'¢léments d’ordre fini dans I\ {I} (confer
IV.C). L'injectivité du morphisme restreint & I' en résulte.



(a ) Procédons de fagon "culinaire”. Soit M = ( ¢ {; ) dans SLa{Z) et 2 dans H? avec
¢ d- :

har() = x, cela s'6evit ;e + {d — a)z — b = 0 (F). Cag 1:¢ = — 0 et donc a = - d(= k1), puis
b= {0, ainsi : h.”""' = id. Cas 2 : ¢ # 0 les racines comp]exes de (F } sont done @ et T 7‘ z, ellcs son’r
non-réelles et donc 0 > A = (d — a)‘g - 4be = (a + d) = 4 et {r(M)] < 2.

(b) Notoirement : M? — (tr (M )]'vf I =0 (det(ﬂ/ ;]) S1 tr (M =}, M‘l = —I et 'd.onc
hM = id. Si #r{M) = +1 et méme tr(M) = 1 (c;mtio A pl(‘lidl(} wf'l/f), &ons ]‘J‘2 =M -1 donc
M? = M?* — M = —I, &ou bl = id. Si |t7 (M)f = 2 alors hM = id.

‘Soit b dans T\ {id}; si b hxc un pomL de H2 h # zd est d’ordre h;n dans le g gronpe T (3 (b)) et
la contradiction résulte de Pisomor phzsmo en I' et 1“, puisqie da,ns r \{ui} il 0’y a pas d’éléments
ordre find.

(%1

Grace au morphisme U — hy de I' vers T C (op2,0), on fait opérer ' sur H? en posant :
Usx = hy(x). Selon 4., cette action ost sans pumts fixes et done HZ est Mparadoxal (confcr V.A3)
Remarque : les p[nh(s qui rendent M-paradoxal Pensembie H? peuvent étre prises boréliennes ef
Paxiome du choix est donc icl totalement superflu. : '

C. Une partic bornée de R? et I"-paradoxale
1.

. o a b o . 9 .
Jest le pointeclef. Eerivons v = vy avec IJ = ( ) oy est linéaire et 'y(éig) = 72 puisque

¢ d
U € My(2). Dong, si p~ g : y(p} —7(q) = v(p — q) € w(Z%) C Z*.

2.

Selon 1., Ya,b ) € R, o~ b => ’y(a) = “,z(b) et en particulier :
Va € R? “/(a) ﬂ((a) Pour 71, v dans [y et p dans A :

e

Fi 0 Rolp) = AF0) = T (Ga()) = () = 1 () = 7Rl

Ainsi, i 043 = 41 0 72. En conséquence : si y € Ty, o7+ = L(l/]; = idp = 5 ' 0%. Donc ¥ est
bijective de bijection réciproque ,?:T . De 14, lapplication : 7 — % est un morphisme du groupe I
vers le gu)ilpe (oa,0). Reste done & prouver le caractére injectil de ce morphisme @ A. Soit v dans
Ty tel que 5 = L(EA Cag 1 :v{A) C A, alors ¥ = 7] R et v, lindaire, fixe tous les points de A, donc
une base de R? : v = idpz. Cas 2 ')f(A) west pas inclus dans A, Le parallélogramme y(A) vencontre
selon un polygone non aplati 'un des huit carrés Oy, qui entourent A, On note P = v(A) N Cy,
ce polygone et 7y la translation de vecteur dans 72 telle que : 7(P) < A. Par construction : (1)
P’ = ~47(P) est un polygone non aplati contenn dans A et (2) F et 790y coincident sur 7. Comme
§ = ida, Vapplication affine 75 o v fixe au moins trols points non alignés du plan complexe {de P'),
d’oty : g0y = idg, puis y =15 1 ot enfin To Vs g puiscue v est linéaire, c’est-A-dire v = idp. Les
groupes Iy et l/—'; sont done isomorphes via A.
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11 suffit de montrer que I est dénombrable. Notons S = {Ail ;ﬂ} ' = UpenBg(n), onl chague
ensemble Bg(n) = {U € I'Ig(U) < n} est fini. Le résultat suit pmsquc, une réupion ‘dénombrable
d'ensembles dénombrables est encore dénombrable.

4,

{a) Une droite coupe le cercle Cp en au plus denx points et done, pour chaque n, Co 11D, est
fini. De 14, Unen(Co U D) est dénombrable, alors que Cy ne Pest pas puisque : si pg € Cp, Co\ {po}
est équipotent & une droite {par projection stéréographique} et donc a R, Bilan : Upen(ConND,,} € Ch.

(b) Pour vy dans I'y, notons Fiz(7) Uensemble des points fixes de 5. Ainsi: F = U.¢ rAfidey F82{7).
Pour p dans A et v dans D\ {ide} 1 p € Fiz(F) < v(p) ~p < (v A?(l) (p) € 72, I‘malonwnt Fix(¥)
est In trace sur A de la préimage de Z2 par endomorphisme L == v — id de B2, Comme L £ 0, deux
cas sont possibles. Cas 1: KerL = {0}, L7HZ?%) est équipotent 4 72 Cas 2: KerL == D est une
droite vectorielle. Pour chaque p de 22, L™ ({p}) est une droite affine dirigée par [ et done L™1(Z?)
est une réunion dénombrable de (1101’505 affines, toutes paralléles & D. Comme Z? est. dénombrable,
on peut écrive : L*l(Zz} = UmenDyy. Bilan 1 F = Fy'U Fy, oit Fy est une partic dénombrable de |
A et By = Upen{A N Dyy). En conséquence : Cy N F = (Co N Fy) U (Co N FY) et comme Cp A,
on a: Cp NF = Unen(Cp N Dyy,). Pour respecter 'homogénéité des éeritures, on est done amend
a dire que : Cp N Fy = Uperyne,{(Co N'Ty), ot T}, est la tangente en p & Cy. Comme Fy N Cy est
dénombrable (avee Fy) et quune réunion de deux ensembles dénombrables est encore dénombrable,
on peut finalement écrive : Cy N F = U, n(CyND,), ol : {D,)),en cst une suite de droites affines de
&% De fa, via le (a), ConNF C Ch.

b,

On vient de démontrer que chague cercle Cp de rayon strictement positif, contenu dans A, n'est
G 5 I 3 E
pas inclus dans F. Ainsi, B est d’intérienr vide dans R® (on a véussi & se passer du théoréme de
Baire...).

6.

Selon le 5., on & en particulier F ¢ A (et méme I”* B dans A), done P = A\F # B. Pour

U dans I' et p dans A, on pose 1 7 = p = F(p). On déhinit ainsi une opération du groupe I sur
lensemble A puisque les applications suivantes sont des morphismes de groupes (la premiére est
méme un isomorphisme)

I - Iy Iy — ({(oa0)

U s vy’ v = ~
suivant - Vp € P, VYU € I, Usp € P. Par Pabsurde, 1l existe U € I’ et p dans P tels que : Uxp e F,
d'ott V dans F\{I} tel que : Jy (U #p) = Uxp. Cela s'éerit : Vo (U xp) = Vp, soit (WU ) sp = p
et done : p € Fix(Yw) avec W = U~'WU ce qui impose, par définition de P, W = I puis V = I, ce
qui n'est pas. Bilan : Le groupe I opére sur la partie hornée, non vide, 7 ; de plus, par construction,
cette action est sans points fixes et P est [-paradoxale (confer V.A3).

Montrons que P est une partic stable sous cette action, au sens
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