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Probléeme d’Analyse 2 - Hors d’oeuvre

Exercice 1 Sur la transformée de Fourier L'.

PARTIE 1
Dans tout I'exercice, pour f € L'(R), on note (&) = [7°° e~ f(z) dx sa transformée
de Fourier. Dans un premier temps, on reprend un calcul classique.

Q1. Montrer que, pour tout A > 0, f_Jr;o e dy = VA
Q2. Montrer que, pour tout A > 0 et y € R, I'application

+oo
g:y'—>/ exp(—A(z +iy)?) da

est définie et dérivable. Calculer sa dérivée.
Q3. Soit, pour o € R*, g,(x) = exp(—z?/c?). Déduire de ce qui précede que

g0(§> - 92/0(5) To?.

PARTIE 11
Dans cette partie et la suivante, on considere la fonction A définie sur R* par

W) = sin(x) ‘

T

Q1. Montrer que h est intégrable sur [—1, 1].

Q2. Montrer que h n’est pas un élément de L'(R), mais que fOR h(z) dr admet une
limite lorsque R — 4oc.

Q3. On note + l'addition de contours, et ¢*(r) (resp. ¢~ (r)) le demi-cercle centré en
0 et de rayon r contenu dans le demi-plan complexe supérieur, {z € C | Im(z) > 0} (resp.
inférieur, {z € C | Im(z) < 0}), parcouru dans le sens positif. En utilisant le contour
C = [1/R, R]+c"(R)+|—R,—1/R]+c (1/R) (un dessin vous aidera grandement), mon-
trer que la limite de la question précédente vaut /2.

PARTIE 111

Dans cette partie, on démontre que, si on a bien || ||z~ < ||f||z: pour f € L'(R), on
n’a pas l'inégalité inverse. On construit donc une suite de fonctions (f,,)nen bornée dans
L'(R) mais dont les transformées de Fourier tendent vers 0 dans L>=(R).

Q1. Montrer que (f,) ne peut étre une suite de fonctions positives.

Q2. Montrer que, pour tout n € N*, la fonction définie par f,(x) = h(x)g,(z) est un
lément de LY(R), et que || fol|r: "—5° +o00.

Q3. Montrer que la suite (|| f, ||z )ns0 est bornée. Conclure la partie.



Exercice 2 Sur les inclusions entre espaces LP.

PARTIE 1
Dans tout l'exercice, les fonctions sont a valeurs réelles. Dans un premier temps, on
revient sur les relations d’inclusion bien connues.

Q1. (a) Montrer que, pour tout 1 < p < g < +00, on a P(N) — (4(N) (i.e. que
(?(N) C (1(N) et que l'injection induite est continue, en calculant la norme de cette
injection).

Q1. (b) A I'aide d'un exemple, montrer que cette inclusion est stricte.

Q2. (a) Montrer que, pour tout 1 < p < g < 400, on a L4(0,1) — LP(0,1).
Q2. (b) A l'aide d’un exemple, montrer que cette inclusion est stricte.

Q3. (a) Pour p # ¢ donnés, construire a I’aide des exemples précédents une fonction
qui appartient & LP(R™) mais pas a LZ(R™) (discuter selon les cas p > q et p < q).

Q3. (b) Montrer que si f € LP(R') N LY(RYT) avec p < g, alors pour tout r € [p,q],
f € L"(RY), et que I'application r +— || f|| .-+ est continue sur [p, q].

PARTIE 11

L’objectif de cette partie est de pousser plus loin I'absence d’inclusions entre espaces
LP(RT). On démontre par 'exemple qu’il existe des fonctions qui appartiennent & LP(R™)
pour un p donné, mais a aucun L¢(R™), ¢ # p. On montrera ensuite que, de méme que
Mpepi.00) LP(RT) est dense dans LP(R™) (pourquoi ?), I'ensemble des fonctions appartenant
“uniquement a LP(R™1)” est dense dans LP(R™).

QO. Citer une fonction qui appartient & L>°(R™) mais & aucun LP(R™) pour p fini.

Q1. (a) Montrer que la fonction ci-apres est intégrable sur |0, 1] :

1
1@ = e

Q1. (b) Montrer que f ¢ LP(0,1) pour p > 1.

On a ainsi démontré les cas extrémaux de la propriété (P,) suivante : pour tout
p € [1,+00], il existe une fonction f € LP(RY) telle que, pour tout ¢ # p, f ¢ LI(R").

Q2. (a) Montrer que la fonction ci-apres satisfait (Py) :

f(x) size(0,1)
stz >1

Fi(z) = {

1
zIn(2z)?2

Q2. (b) En déduire que, pour 1 < p < 400, F,(x) = Fy(z)'/P satisfait (P,).

a) Montrer que si g € C°(R™"), alors F), + ¢ satisfait (P,).
b) En déduire que pour tout p fini, 'ensemble des fonctions satisfaisant la pro-

Q3. (
Q3. (
priété (P,) est dense dans LP(R™).



