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Exer
i
e 1

Soient K un 
orps et E un K-espa
e ve
toriel de dimension �nie.

Soient u et v deux endomorphismes diagonalisables de E tels que u ◦ v = v ◦ u.

1. Montrer que les sous-espa
es propres de v sont stables par u.

2. Montrer que u induit sur 
haque sous-espa
e propre de v un endomorphisme diagonalisable.

3. En déduire l'existen
e d'une base 
ommune de rédu
tion de E pour les endomorphismes u
et v.

Exer
i
e 2

Soit (ui)i∈I une famille d'endomorphismes diagonalisables de E 
ommutant deux à deux.

Montrer l'existen
e d'une base 
ommune de rédu
tion de E pour la famille (ui)i∈I .

Exer
i
e 3

Soit n ≥ 1. Soient A,B ∈ Mn(K) diagonalisables.
Montrer que si A et B 
ommutent alors pour tout λ ∈ K, A+ λB est diagonalisable.

Exer
i
e 4

Soit p un nombre premier. Soit Fp = Z/pZ. Soit n ≥ 1.

1. Montrer que A ∈ Mn(Fp) est diagonalisable si et seulement si Ap = A.

2. Soient A,B ∈ Mn(F2) diagonalisables tels que A+B soit diagonalisable.

Montrer que A et B 
ommutent.

Exer
i
e 5

1. Soit K un 
orps de 
ara
téristique di�érente de 2. Soit n ≥ 1. Soit G un sous-groupe multi-

pli
atif de GLn(K) tel que pour tout M ∈ G, M2 = In.
Montrer que G est abélien de 
ardinal inférieur ou égal à 2n.

2. En déduire que pour tout (m,n) ∈ (N∗)2, les groupes multipli
atifs GLn(K) et GLm(K) sont
isomorphes si et seulement si n = m.

Exer
i
e 6

Soit n ≥ 1. Soient A,B ∈ Mn(C). On 
onsidère l'endomorphisme :

ΦA,B : Mn(C) −→ Mn(C),

M 7−→ AM +MB.

1. En supposant que A est diagonalisable et que B = 0, établir que ΦA,B est diagonalisable.

2. En supposant que A et B sont diagonalisables, établir que ΦA,B est diagonalisable.

3. Démontrer la ré
iproque, ie si ΦA,B est diagonalisable, alors A et B le sont (on pourra utiliser

la dé
omposition de Dunford de A et B).

4. Lorsque A et B sont diagonalisables, déterminer les éléments propres de ΦA,B en fon
tion de


eux de A et de

tB.

Exer
i
e 7

Soit K un 
orps de 
ara
téristique nulle.

Dé�nition 0.1 Soient m,n ≥ 1. Soient :

P =

m
∑

k=0

akX
k

et Q =

n
∑

k=0

bkX
k.
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On dé�nit le résultant de P et Q par le déterminant de taille n+m :

R(P,Q) =
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Dé�nition 0.2 Soit p ∈ K[X ] de degré n ≥ 1 et de 
oe�
ient dominant an. On dé�nit le dis
rim-

inant de P par :

∆(P ) =
(−1)n(n−1)/2

an
R(P, P ′).

1. Soient α, β, γ ∈ K. Montrer que le dis
riminant du polyn�me P = −X3 + αX2 + βX + γ est

−27γ2 − 18αβγ + α2β2 − 4α3γ + 4β3
.

2. On pose dans M3(K) :

M =





m1 m2 m3

m4 m5 m6

m7 m8 m9





et N =





s 0 0
0 0 0
0 0 1





ave
 s 6= 0, 1. Montrer que le dis
riminant du polyn�me 
ara
téristique de M + λN est un

polyn�me de degré 6 en λ dont le 
oe�
ient dominant est (s(1− s))2.

3. On pose dans M3(K) :

B =





b1 b2 b3
b4 b5 b6
b7 b8 b9





et Q =





0 0 0
0 0 0
0 0 1





et on note PB = −X3 + aX2 + bX + c.

(a) Montrer que si

∣

∣

∣

∣

b1 b2
b4 b5

∣

∣

∣

∣

= 0, on a :

∀λ ∈ K, PB+λQ = −X3 + (a+ λ)X2 + (b− (b1 + b5)λ)X + c.

(b) Montrer alors que si de plus b1 + b5 6= 0, le dis
riminant de PB+λQ est un polyn�me de

degré 4 en λ et déterminer son 
oe�
ient dominant.
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