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Exer
i
e 1

Soit K un 
orps. Soit n ≥ 2.

1. Soient A,B ∈ Mn(K) telles que AB = BA.

Montrer que les sous-espa
es propres de A sont stables par B.

2. Soient λ1, . . . , λr des éléments deux à deux distin
ts de K. Soit (p1, . . . , pr) ∈ (N∗)r des

entiers tels que p1 + . . .+ pr = n.

Montrer que l'algèbre des matri
es de Mn(K) qui 
ommutent ave
 la matri
e diagonale par

blo
s :
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est l'ensemble des matri
es diagonales par blo
s de la forme :
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où Mi ∈ Mpi
(K) pour i ∈ {1, . . . , r}

3. Soit (a0, . . . , an−1) ∈ K
n
, on 
onsidère la matri
e 
ompagnon :
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∈ Mn(K).

Soit (e1, . . . , en) la base 
anonique de K
n
.

(a) Soit M ∈ Mn(K). Montrer qu'il existe une liste (b0, . . . , bn−1) ∈ K
n
telle que :

Me1 =

n−1
∑

k=0

bkC
ke1.

(b) En déduire que l'algèbre des matri
es qui 
ommutent ave
 C est K[C] (la sous-algèbre

de Mn(K) engendrée par C).

4. Soit A ∈ M2(K) non s
alaire. En utilisant la question pré
édente, montrer que l'algèbre des

matri
es de M2(K) qui 
ommutent ave
 A est K[A]. Pré
iser sa dimension.

Exer
i
e 2

Soient i, j ∈ {1, . . . , n} tels que i 6= j, soit λ ∈ K
∗
, on note :

Ti,j(λ) = In + λEi,j ,

où Ei,j est la matri
e dont tous les 
oe�
ients sont nuls sauf 
elui en position (i, j) qui vaut 1.
On rappelle les dé�nitions suivantes :

Dé�nition 0.1 (Transve
tion) On appelle transve
tion de Mn(K) tout élément M ∈ Mn(K)
tel que rang(M − In) = 1 et dont le polyn�me 
ara
téristique vaut (X − 1)n.

Dé�nition 0.2 (Centralisateur) Soit G un groupe multipli
atif, soit A une partie de G. Le


entralisateur de A dans G, noté ZG(A), est le sous-groupe de G 
onstitué des éléments x de G

véri�ant :

∀a ∈ A, xa = ax.

Dé�nition 0.3 (Centre) Le 
entre d'un groupe G est le 
entralisateur de G dans G.
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Dé�nition 0.4 (Groupe dérivé) Le groupe dérivé d'un groupe G, noté D(G), est le sous-groupe

de G engendré par l'ensemble {xyx−1y−1, (x, y) ∈ G2}.
On admet que D(G) est un sous-groupe distingué de G.

Théorème 0.1 (Admis) Soit K un 
orps. Soit G un sous-groupe distingué de SLn(K) 
ontenant

une matri
e non s
alaire. Si n ≥ 3 ou si K possède au moins 5 éléments, alors G = SLn(K).

1. (a) Soit M ∈ M2(K). Montrer l'équivalen
e entre les 
onditions suivantes :

i. M est une transve
tion ;

ii. il existe λ ∈ K
∗
tel que M soit semblable à T1,2(λ) ;

iii. M est semblable à T1,2(1).

(b) Montrer que toute transve
tion de Mn(K) appartient à SLn(K).

2. Quels sont les éléments d'ordre 2 du groupe SL2(K) ?

3. Montrer que le 
entralisateur de SLn(K) dans GLn(K) est K
∗In. En déduire le 
entre de

SLn(K).

4. (a) Montrer que D(SLn(K)) 
ontient une matri
e non s
alaire.

(b) On suppose que n ≥ 3 ou que K 
ontient au moins 5 éléments. Déterminer D(SLn(K)).

Exer
i
e 3

Soit K un 
orps �ni de 
ardinal q.

1. Soit E un K-espa
e ve
toriel de dimension d.

Montrer que E est �ni et déterminer son 
ardinal.

2. (a) Montrer que :

|GLn(K)| =
n−1
∏

k=0

(qn − qk).

(indi
ation : on pourra dénombrer les bases de K
n
).

(b) Dénombrer SLn(K).

(
) Soit L un 
orps tel que les groupes SLn(K) et SLn(L) sont isomorphes.

Montrer que K et L sont isomorphes.
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