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Topologie de R

Exercice 1

On note N D'ensemble des nombres de N* qui ne sont divisibles par aucun
carré de nombres premiers, i.e. le sous-ensemble de N* formé de 1 et des
produits p; x---Xxp, our € N* et py, - - -, p, sont r nombres premiers distincts.

1. (a) Soit G un sous-groupe de (R, +). On suppose que 0 est un point
isolé de G NR*. Montrer qu'il existe ¢ € RT tel que G = ¢Z.

(b) Décrire les sous-groupes G de (R**, x) tels que 1 soit un point
isolé de G N [1, 4o0].

2. Soit m € N*.

(a) Soit (z,y) € Z* tel que x + y/m > 1 et 2> — my? = 1. Ranger
par ordre croissant les réels x + y\/m, x — y/m, —x + yy/m. En
déduire que = + y/m > 1+ /m.

(b) Soit
G = {x+yv/m, (2,y) € 2%, w+yvm >0, 2° —my® = 1}.

Montrer que G, est soit réduit a {1} soit de la forme {~)", n € Z}
pour un certain 7, > 14 y/m.

(¢) Pour tout ¢ € N on pose:
A, ={ eN*, IneN* n(n+1) =g\

Montrer que A, est soit vide, soit de la forme {);,, 7 > 1} on
(Ajg)j>1 € N* est une suite d’éléments de N* telle que:

Vi>1, ANiig > (L4 2/9)N
Indication: Remarquer que

nin+1) =g\ < (2n+1)* —4g\* =1,



Exercice 2

Soit B la C-algebre des fonctions continues bornées R — C et soit C la sous-
algebre de B constituée des fonctions R — C continues et 27-périodiques.

Soit n € N* et soit w = (wy, -+, wy,) € R™. Soit G,, le sous-groupe de R™
engendré par Rw et 272", i.e.:

Gy = Rw + 277" = {sw + 270, (s,v) € R x Z"}.
1. On suppose que la famille (w;)i<;<, est Q-liée.

(a) Montrer qu'il existe une forme linéaire non identiquement nulle ¢
sur R” telle que ¢(G,,) C Z.

(b) Le sous-groupe G,, est-il dense dans R"?

2. On suppose que famille (w;)1<;<, est Q-libre. Pour tout A € R, soit ey
I’élément de B défini par:

VtER, ey(t) =™

On note Pz le sous-espace de BB engendré par (e))aez (espace de polynomes
trigonométriques a fréquences réelles).

(a) On pose:

1 T
Vi, fa €C, YT >0, Jp(fi, -, fo) = T/ (I17_, f5(wjt)) dt.
0

Montrer que

‘ 1 2T
vf17"'7fn€PZ> Tgrf JT(f].?‘..7fn):H§L:1 (% f](t) dt)
o0 0

(b) Montrer que
1 2
vflu T 7f’n € Ca TETOOJT(JCI,' 7f7l) = H?:l (%/0 f](t) dt)

(c) Montrer que G, est dense dans R™.



3. On suppose que la famille (w;)1<j<pn est Q-libre. Soit (g;)1<j<n € C &
valeurs réelles et soit g : R — R I'application définie par:

VEER, g(t) =) gilwst).
j=1

Montrer que
n

sup g(t) = Y sup g;(t).
teR ] teR

4. Soit P le sous-espace de B engendré par (ey)aer. Soit A une partie non
vide de R. Soit BR la sous-algebre réelle des fonctions de B & valeurs
réelles. On note P, le sous-espace de B engendré par (ey)aca et Py le
sous-espace réel Py N BX de P,.

A Taide de la famille libre (ey)yer, on définit une norme sur P en
posant, pour toute famille presque nulle (cy)xer € C:

N (Z cm> => Jeal.

AER AER

Ona: VpeP, |plo < N(p).

Soit I' une partie non vide Q-libre de R et soit ¢ > 0. Pour tout v € T,
soit A, C Z* un ensemble tel que:

-\, CA, (1)
et

N(p)
sup(p)

On suppose que K(A,) < ¢, Vy € I'. Montrer que A := U,cpyA, vérifie
(1)-(2) avec A, remplacé par A et que

N(p)
sup(p)

K(A,) := Sup{ . DE Pﬁi \ {O}} < +oo, Vyel. (2

K(A)zzsup{ ,pepﬁ\w}}ga



5. Soit A une partie infinie de Z*. On suppose que A est symétrique, i.e.:
—A C A. 1l existe donc une suite strictement croissante (\;);>; € N*
telle que A se décompose sous la forme:

A={N, 7= 130{=A; 5 > 1}

On note:
VfeC, VYneZ, f(n)= 2i/ F(t)e ™ at
T J =

(a) Dans cette question, on suppose que pour tout n € Z, il existe
au plus une suite presque nulle (g;);>1 € {—1,0,1} telle que n =
> 1€ Soit (p;);>1 € R. Pour tout k € N¥, on définit Ry €
Py, par:

VteR, RI(t)= H;?:l(l + cos(\jt + ;).

i. Soit k,m € N*avec m < k. Calculer R{(0), Ry (Am), By (—Am)-
ii. Soit p € PX. Montrer que l'on peut déterminer k et ¢ de
facon a avoir:

o [ PR At =3 ]

-m m>1
iii. Montrer que

N(p)
sup(p)

(b) On suppose que Aj11 > 3\;, V4 > 1. Montrer que (3) est encore
vrai.

kW= { S et <2 @



