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Espaces vectoriels normés.

Exercice 1

Soit E un espace vectoriel normé, F un espace de Banach, A une partie
dense de E et f : A → F une application M -Lipschitzienne. Montrer qu’il
existe une unique application M -Lipschitzienne f̃ : E → F telle que ∀a ∈ A,
f̃(a) = f(a).

Indication: Pour tout x ∈ E, considérer une suite (an)n≥0 ∈ A qui con-
verge vers x et montrer que la suite (f(an))n≥0 est de Cauchy.

Exercice 2

1. Soit n ≥ 1 et soit γ : Rn → R définie par

γ(x1, · · · , xn) = exp

(
−π

n∑
i=1

x2i

)
(a) Montrer que γ est intégrable sur Rn et que ∀p ≥ 1:∫

Rn

γ(u1, · · · , un) du1 · · · dun =

∫
Rn

pnγ(pt1, · · · , ptn) dt1 · · · dtn = 1.

(b) Soit f : Rn → R une application lipschitzienne. Montrer que,
∀p ≥ 1, l’application

gp(x1, · · · , xn) =

∫
Rn

pnγ(pt1, · · · , ptn)f(x1−t1, · · · , xn−tn) dt1 · · · dtn

est bien définie et que la suite (gp)p≥1 converge uniformément vers
f sur Rn.

(c) Montrer que ∀p ≥ 1, la fonction gp est de classe C1 sur Rn.

Indication: On pourra effectuer le changement de variable: v1 =
x1 − t1, · · · , vn = xn − tn.
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(d) Soit (E, ‖ · ‖) un espace vectoriel normé de dimension finie, E 6=
{0}. Soit Lip0(E) l’ensemble des fonctions Lipschitziennes f :
E → R telles que f(0) = 0. On pose:

∀f ∈ Lip0(E), ‖f‖L = sup

{
|f(x)− f(y)|
‖x− y‖

, (x, y) ∈ E2, x 6= y

}
Montrer que pour ∀f ∈ Lip0(E), il existe une suite (hp)p≥0 ⊂
Lip0(E) de fonctions de classe C1 sur E, uniformément convergente
vers f sur E, telle que ‖hp‖L ≤ ‖f‖, ∀p ≥ 0.

Exercice 3

Montrer que l’application f : (R, | · |) → (R2, ‖ · ‖∞), t 7→ (t, sin(t)), est une
isométrie non linéaire.

Exercice 4

Soit (H, ‖ · ‖2) un espace préhilbertien.

1. Soit (x, y) ∈ H2. On suppose qu’il existe t ∈]0, 1[ tel que ‖x‖2 = ‖y‖2 =
‖tx+ (1− t)y‖2. Montrer que x = y.

2. Soit x1, x2, x3 ∈ H tels que x1 = x2 + x3 et ‖x1‖2 = ‖x2‖2 + ‖x3‖2.
Montrer qu’il existe λ ≥ 0 tel que x2 = λx1.

Indication: On pourra se ramener au cas où les xi sont non nuls et
considérer les vecteurs normalisés ‖xi‖−12 xi.

3. Soit ϕ : R → H une isométrie telle que ϕ(0) = 0. Montrer que:
ϕ(t) = tϕ(1), ∀t ≥ 0.

4. Soit (Y, ‖·‖) un espace vectoriel normé et soit φ : Y → H une isométrie
telle que φ(0) = 0. Montrer que

∀t ≥ 0, ∀x, y ∈ Y, φ(x+ ty) = (1− t)φ(x) + tφ(x+ y).

5. Montrer que φ : Y → H est linéaire.
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Exercice 5

1. Soit (X, ‖ · ‖) un espace vectoriel normé, H un hyperplan de X et soit
u ∈ X \H. Soit h∗ ∈ H∗ tel que ‖h∗‖ = 1. Montrer que:

sup
h1∈H

(〈h∗, h1〉 − ‖h1 − u‖) ≤ inf
h2∈H

(〈h∗, h2〉+ ‖h2 − u‖).

2. Soit a ∈ R tel que

sup
h1∈H

(〈h∗, h1〉 − ‖h1 − u‖) ≤ a ≤ inf
h2∈H

(〈h∗, h2〉+ ‖h2 − u‖).

(a) On définit x∗ : X → R comme suit:

∀(h, t) ∈ H × R, 〈x∗, h+ tu〉 = 〈h∗, h〉+ ta.

Montrer que x∗ ∈ X∗ et que ‖x∗‖ = 1.

(b) Soit (E, ‖ · ‖) un espace vectoriel normé de dimension finie et soit
F un sous-espace vectoriel de E. Montrer que ∀x∗ ∈ F ∗,

∃y∗ ∈ E∗ tel que ‖x∗‖ = ‖y∗‖ et 〈x∗, x〉 = 〈y∗, x〉, ∀x ∈ F.

3. Dans toute la suite de l’exercice, (X, ‖ · ‖) désigne un espace vectoriel
normé de dimension infinie, séparable et on note (xn)n≥1 une suite dense
dans X. Soit x ∈ X fixé.

(a) Montrer qu’il existe une suite croissante (Ek)k≥0 de sous-espaces
de dimension finie de X telle que x ∈ E0 et V = ∪k≥0Ek soit dense
dans X.

(b) Montrer qu’il existe v∗ ∈ V ∗ de norme ‖v∗‖ = 1 tel que 〈v∗, x〉 =
‖x‖.
Indication: On pourra utiliser 2.b.

(c) Montrer qu’il existe x∗ ∈ X∗ de norme ‖x∗‖ = 1 tel que 〈x∗, x〉 =
‖x‖.

4. Soit JX : X → X∗∗ définie par

∀(x, x∗) ∈ X ×X∗, JX(x)(x∗) = 〈x∗, x〉.

Montrer que JX est une isométrie linéaire.
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5. (a) Soit (x∗n)n≥0 une suite de X∗ telle que ‖x∗n‖ ≤ 1, ∀n ≥ 0. Montrer
qu’il existe une sous-suite (x∗φ(n))n≥0 telle que la suite (〈x∗φ(n), xk〉)n≥0
converge pour tout k ≥ 1.

(b) Montrer que la suite (〈x∗φ(n), z〉)n≥0 converge pour tout z ∈ X.

(c) Pour tout z ∈ X, on pose: 〈x∗, z〉 = limn→+∞〈x∗φ(n), z〉. Montrer
que l’application x∗ ainsi définie est une forme linéaire et que
‖x∗‖ ≤ 1.

6. Soit j : R→ X une isométrie telle que j(0) = 0.

(a) Montrer que

∀k ∈ N, ∃x∗k ∈ X∗ tel que ‖x∗k‖ = 1 et 〈x∗k, j(k)− j(−k)〉 = 2k.

(b) Montrer que
〈x∗k, j(t)〉 = t, ∀t ∈ [−k, k].

(c) En déduire qu’il existe x∗ ∈ X∗ tel que ‖x∗‖ = 1 et 〈x∗, j(t)〉 = t,
∀t ∈ R.

Exercice 6

On appelle tore de Rk, et on note Tk, le groupe additif quotient du groupe
(Rk,+) par le groupe (Zk,+). Tout x ∈ Tk s’écrit de façon unique sous la
forme x = (x1, · · · , xk) avec xi ∈ T1, ∀i ∈ {1, · · · , k}.

On définit la projection canonique Π : Rk → Tk = Rk/Zk.

1. Soit N une norme sur Rk. Montrer que infx∈Zk\{0}N(x) > 0.

2. On définit une application d : Tk × Tk → R en posant:

d(y, y′) = inf{N(x− x′), (x, x′) ∈ Rk × Rk, Π(x) = y, Π(x′) = y′}

Montrer que d définit une distance sur Tk.

3. Montrer que Π : Rk → Tk est continue.
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