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Exercice 1 (Polynômes de Hermite, Agreg 2010 )
Pour tout entier naturel n, on définit la fonction Hn sur R par

Hn(y) = (−1)ne
y2

2
dn

dyn
(e

−y2

2 ).

1. Rappeler la valeur de
´
R e

−y2

2 dy.
2. Calculer H0, H1 et H2.
3. Pour n ∈ N, montrer que Hn est une fonction polynomiale et en préciser le degré et le

coefficient dominant.
4. On considère la mesure sur R définie à partir de la mesure de Lebesgue grâce à la

fonction de poids y 7→ e
−y2

2√
2π

. On définit L2(µ) avec le produit scalaire

< f, g >:=

ˆ
R
f(y)g(y)

e
−y2

2

√
2π
dy =

ˆ
R
fgdµ.

a) Montrer que pour tout n ∈ N, Hn est dans L2(µ).
b) Montrer que (Hn)n∈N est une famille orthogonale de l’espace L2(µ).
c) Calculer la norme de Hn pour tout n ∈ N.

Exercice 2 (Etude d’une famille de polynômes, 3a ENS 2008 )

1. Vérifier que l’on définit un produit scalaire sur R[X] par

< P,Q >=

ˆ 1

−1
P (x)Q(x)(1− x2)dx

On notera ‖P‖ la norme associée.

2. Construire une suite de polynômes (Pn) telle que Pn est de degré n et de coefficient
dominant 1 telle que

i 6= j =⇒
ˆ 1

−1
Pi(x)Pj(x)(1− x2)dx = 0.

Justifier l’unicité d’une telle suite et calculer P0, P1, P2 et leur norme.

3. Montrer que Pn est orthogonal à tout polynômes de degré strictement inférieur.
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4. En décomposant le polynôme XPn dans la base des Pk, montrer que les Pk vérifient une
relation de récurrence d’ordre deux de la forme

Pn+1 = (X − αn)Pn − βnPn−1.

Expliciter αn et βn en fonction de Pn et Pn−1.
5. Montrer que Pn admet exactement n racines simples situées dans l’intervalle [−1, 1].

Indication : on pourra utiliser le polynôme

Πn =
∏
α∈R

(X − α)

où R est l’ensemble des racines de Pn dans [−1, 1] de multiplicité impaire.
6. On note (ωnk )k=1·n les n racines de Pn rangées dans l’ordre croissant.

a) Montrer qu’une racine ωnk de Pn n’est pas racine de Pn+1.
b) Montrer que pour tout n et pour tous réels x, y, on a

n∑
k=0

Pk(x)Pk(y)

‖Pk‖2
=

1

‖Pn‖2
Pn+1(x)Pn(y)− Pn+1(y)Pn(x)

(x− y)
.

c) En déduire que P ′n+1Pn − P ′nPn+1 > 0.
d) En déduire que wnk < wn−1k < wnk+1.

Exercice 3 (Densité des polynômes orthogonaux, dvp, objectif agrégation)
Le but est de démontrer le théorème suivant :
Théorème 1

Soient I un intervalle de R et ρ une fonction poids. S’il existe α > 0 tel que
ˆ
I

eα|x|ρ(x)dx < +∞ (1)

alors la famille des polynômes orthogonaux associés à ρ forme une base hilbertienne de
L2(I, ρ) pour la norme ‖.‖ρ.

1. Soit ρ vérifiant (1) et f ∈ L2(I, ρ). On considère la fonction Φ définie par

∀x ∈ R,Φ(x) =

{
f(x)ρ(x) six ∈ I

0 sinon,

Justifier que l’on peut considèrer sa transformée de Fourrier et que l’on peut écrire

Φ̂(ξ) =

ˆ
I

f(x)e−iξxρ(x)dx.

2. Montrer que l’on peut prolonger Φ̂ en une fonction F holomorphe sur

Ba = {z ∈ C, |Im(z)| < a

2
}.
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3. On note gn(x) = xn. Calculer F (n)(0) et en déduire que si

∀n ∈, < f, gn >I=

ˆ
I

f(x)xnρ(x)ds = 0,

alors f(x) = 0 dans L2(I, ρ).
4. Conclure.
5. Contre-exemple : on considère, sur I =]0,+∞[, la fonction de poids

w(x) = x−ln(x)

Montrer que les polynômes orthogonaux pour le poids w ne forment pas une base hilber-
tienne de L2(I, w). On pourra considérer la fonction

∀x ∈ , f(x) = sin(2πln(x)).

Exercice 4

Soit f ∈ C([a, b],R). On suppose que pour tout n ∈ N,
ˆ b

a

xnf(x)dx = 0

1. Montrer que la fonction f est nulle.
2. Calculer

In =

ˆ +∞

0

xn−(1−i)xdx

3. En déduire qu’il existe f dans C([0,+∞[,R) non nulle, telle que, pour tout n dans N, on
ait ˆ +∞

0

xnf(x)dx = 0

Exercice 5

Soit E = C([0, 1],R)

1. (E, ‖‖∞) est-il complet ?
2. (E, ‖‖1) est-il complet ?
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