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Corrigé du probléme de Mathématiques générales 2017

Matthieu Romagny, 12 septembre 2017

Exercices préliminaires.

P1 : Matrices de rang 1. Si A est de rang 1, elle posséde une colonne non nulle, notons-la X, dont toutes les autres
sont multiples. Soit y; € K tel que la j-éme colonne est égale & y; X. Alors A = ( y1 X ‘ Y2 X ‘ ‘ YmX ) = XY,
ot l'on a noté Y = (y1,92,--.,Ym). De plus, Y est évidemment non nulle puisque A est non nulle.

Réciproquement, considérons la matrice A = XY avec X € K™ et Y € (K™)* deux vecteurs non nuls. Soit j tel
que y; # 0. Toutes les colonnes de A sont multiples de X, et la j-éme égale & y; X est non nulle. Ceci montre que
I'image de I’endomorphisme associé est la droite engendrée par X, donc A est de rang 1.

Il est clair que si X’ = AX et Y/ = A~'Y pour un certain A € K*, alors XY = X'Y’. Comme K* est infini on
voit donc que Décriture n’est jamais unique. Montrons que réciproquement, si XY = X'Y” alors il existe A € K*
tel que X’ = AX et Y/ = A~'Y. Nous avons vu plus haut que X est un vecteur directeur de la droite image de A.
Comme la méme chose est vraie pour X', il existe A € K* tel que X’ = AX. En appliquant la méme observation a la
transposée ‘A = 'Y !X qui est encore de rang 1, on obtient I'existence de u € K* tel que 'Y’ = p!'Y donc Y/ = uY.
De XY = X'Y' = AuXY # 0 on déduit que pp = A~

Commentaire : sl n’y avait pas d’hypothése sur K ... pour K = o, le groupe K* =5 ne contient qu’un élément, donc
Uécriture sous la forme A = XY est en fait unique ! Cette remarque anecdotique vous invite & faire bien attention aux
spécificités des corps finis. Le méme phénomeéne se produit lorsqu’on cherche o donner un sens précis a laffirmation
« il n’existe pas d’isomorphisme canonique entre un espace vectoriel et son dual », comme vous pourrez le voir dans
la note « Que veut dire étre canonique ? » disponible ici.

P2 : Dual de M,, ,,,(K). On prend bien garde au fait que pour A € M, ,,(K), Iapplication f4 définit bien une forme
sur M, ,,(K) et non sur M,, ,(K). Comme la trace est linéaire, pour tous A,y dans K et pour toutes matrices
A,B e My n(K)on a faay,p(M) = ATr(AM) + pTe(BM) = (Afa + pf)(M). Ceci démontre que I’application
fiMpn(K) = (My m(K))* est linéaire. Montrons que de plus elle est injective. Notons E, s la matrice dont le seul
coefficient non nul est en position (r, s) et vaut 1. Le seul coefficient diagonal non nul de AE, ; est celui d’indice (s, s)
qui vaut as . Il s’ensuit que si f4 = 0 alors 0 = Tr(AE,. s) = as,, pour tous 7, s. Ceci démontre que A = 0. Finalement
f est linéaire, injective entre deux espaces de méme dimension égale & nm, il s’ensuit que f est bijective. C’est donc
un isomorphisme.

P3 : Matrices associées a une application linéaire donnée. (c) On sait que le rang d’une matrice M € M, ., (K) est
invariant par I’équivalence des matrices, c’est-a-dire est le méme pour toutes les matrices PMQ~! avec P € GL,(K)
et @ € GL,,(K). Ainsi, le rang d’une application linéaire est égal a celui d’une matrice qui le représente dans des bases
choisies de maniére quelconque (puisque changer de bases revient a remplacer la matrice par une matrice équivalente).
Ceci démontre qu'il existe des bases B et C pour E et F telles que A = Matg ¢(u) si et seulement si A et u ont méme
rang.

1. Réduction de Jordan

1. Considérons V'application f : K[X] — L(F) qui envoie un polynéme P sur endomorphisme P(u). C’est un
morphisme de K-algébres. Comme il est rappelé dans 1’énoncé, son noyau est 1'idéal I, qui est engendré par le
polynéme minimal 7, (on note que I,, # 0 car K[X] est de dimension infinie et £L(E) est de dimension finie). Par
deéfinition Ku] est 'image de f. L’isomorphisme K[X]/ker(f) == im(f) donne la relation K[X]/(m,) == K[u]. En
prenant les dimensions on voit que dimg (K[u]) = dimg (K[X]/ (7)) = deg(my,).

2. Soit p € N*. Si u est nilpotent, alors v := uP est nilpotent. Soit > 1 son indice de nilpotence, de sorte que v" = 0.
Alors v est annulé par le polynéme X" qui est scindé, il est donc trigonalisable. Comme les valeurs propres de v sont
des racines de X7 elles sont toutes nulles, la trace est leur somme qui est nulle.

3.(a) Comme pged(X*, Q) = 1, il s’agit simplement du lemme des noyaux. (Il est possible que cet argument ait été
considéré comme suffisant par les correcteurs.) Voici un peu plus de détail. Nous utiliserons constamment le fait que
les polynomes en u commutent entre eux, puisque K[u] est commutative. Soit 2 € E. Comme X* et Q) sont premiers
entre eux, on peut choisir une relation de Bézout AX* + BQ = 1. En évaluant en u on trouve la relation

(*)  A(u)u® + B(u)Q(u) = idg .

Comme 7, annule u, I'endomorphisme v := A(u)u* est a valeurs dans G et I’endomorphisme w := B(u)Q(u) est &
valeurs dans F. En évaluant (x) sur x, on obtient donc x = v(z) + w(z) € G + F. Par ailleurs, si x € F'N G alors en
évaluant (%) sur  on trouve 0+0 = z donc z = 0. Ceci montre que E est somme directe de F' et G. Le fait que F et G
sont u-stables est général pour tout noyau H := ker(P(u)) d’un polynéme en u, puisque P(u)(u(x)) = u(P(u)(x)) =
u(0) =0 si P(u)(x) =0.
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3.(b) Puisque G est stable, pour tout € G on a (ug)¥(x) = u*(z) pour tout entier k& > 0. Il en découle que pour
tout polynéme P, 'endomorphisme P(ug) : G — G est égal a la restriction & G de 'endomorphisme P(u) : E — E.
En particulier, pour z € G on a (Q(ug))(z) = (Q(u))(x) = 0z(g)(x) = 0 ce qui montre que Q(ug) = 0. Pour la suite
de la question notons v := ug pour simplifier. Notons d = deg(Q). L’hypothése G # 0 implique d > 1, car si 'on
avait d = 0 alors @ serait constant donc nul (puisque Q(ug) = 0) ce qui est impossible puisqu’il est facteur de 7.
Notons Q = X% +aqg_1 X% +--- + a1 X + ap. Comme Q est premier avec X, on a ag # 0. Considérons 1'égalité :
Q) =v?+ag_1v¥ ' + - +ajv +ap = 0 puis en prenant la trace :

Tr(v?) 4+ ag_y Tr(v®™ ) + -+ +a; Tr(v) +e-ag = 0,

ot e = dim(G) > 1 puisque G # 0. Puisque K est de caractéristique nulle on a eag # 0 (en caractéristique p > 0 avec
par exemple e = p cet argument s’effondrerait!), donc 'une des traces doit étre non nulle i.e. il existe i € {1,...,d}
tel que Tr(v") # 0. On a bien trouvé i > 0 tel que Tr(ul,) # 0. Enfin, notons up 'endomorphisme de F induit par u.
C’est un endomorphisme nilpotent (annulé par X*) de méme que toutes ses puissances. Comme E est somme directe
de F' et G, en prenant une base adaptée & cette décomposition on voit que Tr(u’) = Tr(u}y) + Tr(u}) = Tr(ul,) pour
tout j > 0. En particulier Tr(u") = Tr(ul,) # 0.

Commentaire : il s’agit d’un fait classique que l'on peut trouver par exemple dans Mansuy et Mneimné ou méme dans
Gourdon. Contrairement & ces deux références, la démonstration proposée ici évite l’introduction des valeurs propres
de u dans une cloture algébrique du corps K. Elle utilise (sans donner son nom) la décomposition de Fitting que
l’on peut trowver dans Mansuy et Mneimné, exercice 5.2 du chap. IV, ou dans Francinou-Gianella-Nicolas Algébre 1,
exercice 6.14.

3.(c) Les questions précédentes impliquent une réciproque au résultat de la question 2. En effet, ’hypothése que
Tr(uP) = 0 pour tout p > 1 jointe au résultat de la question 3.(b) montre que G = 0. On en déduit que F = F sur
lequel u est nilpotent, annulé par X*.

4.(a) Comme (xg,u(zq),...,u""(zg)) est une base, il existe des scalaires ag,a1,...,a,_1 tels que v(zg) = agwo +
aru(zo) + -+ + ap—1u™ " (zo). Notant P:=ag+ a1 X + -+ a,—1 X"}, ceci signifie que v(zg) = P(u)(xo).

4.(b) Nous avons déja mentionné et utilisé le fait que Palgébre K[u] est commutative. En particulier K[u] C C(u).
Pour la méme raison P(u) commute avec u* pour tout entier k > 0. Par ailleurs comme v commute avec u, il commute
lui aussi avec u* pour tout k& > 0. On déduit de (a), par application de u*, que v(u”(z¢)) = P(u)(u*(z0)). Ainsi v et
P(u) coincident sur tous les éléments de (zg, u(zo), - .., u" (z0)) qui est un systéme générateur de E, donc v = P(u).
Ceci démontre que C(u) C K[u] donc finalement K[u] = C(u).

5. Montrons que u est cyclique ssi ses valeurs propres Aj, ..., A, sont distinctes deux a deux.

Supposons d’abord les A; distinctes deux a deux. Alors les espaces propres F; sont des droites engendrées par des
vecteurs propres z;. Nous allons montrer que le vecteur xy := x1 + - - - + x,, est cyclique. Pour cela soit P un polyndéme
non nul, de degré minimal, tel que P(u)(xg) = 0; notons que deg(P) < n puisque (2, u(xg),...,u" (o)) est lie. Nous
avons P(u)(z1) + -+ P(u)(z,) = 0. Comme E; est u-stable donc aussi P(u)-stable, on a P(u)(z;) € E; pour tout 7.
Les E; étant en somme directe, on déduit P(u)(x;) = 0, c’est-a~-dire P(\;)x; = 0 puisque x; est vecteur propre pour
Ai. Il s’ensuit que P(\;) = 0 donc chaque X — A; divise P. Comme ces polynémes sont premiers entre eux deux a
deux, on déduit que leur produit [];_, (X — \;) divise P. Alors n < deg(P) < n et on a égalité. Comme P est choisi
de degré minimal, la famille (zq,u(xg),...,u" 1(xq)) est libre donc c’est une base et zg est cyclique.

Réciproquement supposons qu’'une valeur propre est au moins double, disons la premiére. Dans une base de diago-
nalisation de u, sa matrice est diagonale & éléments diagonaux A1, A1, Az, ..., A\,. Alors 'espace des matrices diagonales
par blocs avec n — 1 blocs de tailles respectives (2,1,1,...,1) est clairement inclus dans le commutant C(u). Sa di-
mension est 4 + (n —2) = n+ 2 donc n + 2 < dimC(u). Comme dim K[u] = deg(m,) < n d’aprés le théoréme de
Cayley-Hamilton, on ne peut avoir K[u] = C(u). Il découle de la question 4. que u n’est pas cyclique.

6. Soit d = dimim(u) et e = dimker(u). D’aprés le théoréme du rang, d + e = 4. Par ailleurs les relations u? = 0 et
u # 0 entrainent que im(u) C ker(u), donc d < e, et que d > 1. Les seules possibilités sont donc (d,e) = (1,3) et
(d,e) =(2,2).

Dans le premier cas, soit e; un vecteur tel que es := u(e1) engendre la droite im(u) et complétons (e2) en une base
(e2,e3,e4) de ker(u). Comme e; & ker(u), ensemble (eq, ea, €3, e4) est une base de E. Dans cette base, la matrice de
u est <C2 0).

0 0

Dans le second cas, soient eg, e3 deux vecteurs tels que es := u(ey) et eq := u(es) forment une base du plan im(u).
Aucune combinaison linéaire non triviale ae; + bes ne peut appartenir a ker(u), car sinon en prenant les images par
u on aurait une relation de liaison entre es et e4. Ceci montre que (eq, e3) engendre un plan qui est en somme directe

avec ker(u). Ainsi (e, es, €3, e4) est une base de F, dans laquelle la matrice de u est (002 692 >

7.(a) Comme H C ker(u), pour tout g € H non nul on a u(xg) = 0 si bien que le sous-espace engendré par la
collection des puissances u(xg) est la droite Kzq et est u-stable. Donc les sous-espaces cycliques de H sont les droites
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engendrées par des vecteurs g # 0.

7.(b) Pour chaque k considérons 'application linéaire oy, : K[X] — E, P — P(u)(xg). Son noyau est un idéal de
K[X], donc engendré par un unique polynéme unitaire ug. Soit r Uindice de nilpotence de u, alors v = 0 donc
X" € ker(ay). Alors py, divise X7 et est donc de la forme p, = X avec d = dj, < r entier dépendant de k. Pour
chaque k, on peut considérer aussi application linéaire 8y : K[X] — E, P — P(u)(yg). Il est clair que son noyau est
l'idéal engendré par X% ~1. Au passage, on note que 'image de f3;, est 'espace cyclique Fj, qui est de dimension > 1,
ce qui montre que dy > 2. (Le cas r = 1 correspondant & u = 0 est trivial et est écarté.) Ce qui précéde montre que
Klu)(zy) = Vect(zg, u(zy), . .., ubc1(zy)) et K[u](yr) = Vect(yi, u(yx), - - -, u® ~2(yp)) = Vect(u(xr), . . ., ud ~(z)).

Montrons que les espaces Ej, := K[u](x) et H sont en somme directe. Partons d'une relation h+ 1 _, 7, = 0 avec
h € H et ry, € Ey, écrit sous la forme ry = ay ozx, + ap1u(zg) +- -+ ak,dk_ludk’l(:z:k). En appliquant u et en utilisant
le fait que les Fj, sont en somme directe, on trouve que ayo = ag,1 = -+ = aj,q,—2 pour chaque k. La relation initiale
s’écrit donc h + Zi:o ak’dk,ludk_l(xk) = 0. Le fait que dj > 2 entraine que le terme ak,dk,ludk_l(xk) appartient &
Fj, Nker(u) qui est inclus dans G. La définition de H implique que h = >_F_ ak 4, —1u?*~!(xx) = 0. Enfin on voit que
ak.d,—1 = 0 une fois encore parce que les Fj, sont en somme directe. Ainsi les Ej, et H sont en somme directe.

Il reste & montrer que la somme est égale a E. Soit z € E et (Py)7_, des polynomes tels que u(z) = Y7 _; Pr(u)(yx)-
On voit alors que z — > 7 _; Py(u)(z;) € ker(u). Par définition de G et H on peut écrire 2 — Y 7_, Pr(u)(zx) =g+ h
avec g € G et h € H. Comme G C im(u) on peut choisir des polynomes (Qx)%_, tels que g = > ¥ _, Qx(u)(yx) =
Yo uQu(u)(zy). Posant Ry, = Py + XQy, on trouve x = Y 1 _; Ri(u)(zx) + h comme voulu.

Commentaire : pour © € E, le polynome générateur unitaire du noyau de a : K[X]| — E, P — P(u)(x) est parfois
appelé polynéme minimal ponctuel de x. Son utilisation est classique dans ’étude des endomorphismes cycliques. On
prendra garde au fait que o n’est pas un morphisme d’algébres (E n’est méme pas une algébre!) si bien que le fait que
ker(a) soit un idéal est un fait moins trivial que dans le cas du morphisme K[X| — L(E), P — P(u) associé a un
endomorphisme.

7.(c) D’aprés 7.(a), n’importe quelle base de H en fournit une décomposition en droites qui est une décomposition en
somme directe d’espaces cycliques. La décomposition de 7.(b) fournit donc une décomposition en espaces cycliques qui
achéve la récurrence. Le théoréme énoncé au début de 7 est donc prouvé.

I1I. Bicommutant

1. Par hypothése, il existe un automorphisme f tel que v = fuf~t. Montrons que C(v) = fC(u)f~ " :
r€Cl) <= afuf ' = fuf 'z «— flafu=uflaf = flrfcClu) = zc fClu)f

Montrons maintenant que CC(v) = fCC(u)f~!. En effet, y € CC(v) ssi yz = zy pour tout z € C(v) = fC(u)f~!, ssi
yfaf~t = faf~'y pour tout a € C(u), ssi f~yf € CC(u), ssi y € fCC(u)f~*.

Le résultat demandé en découle en prenant les dimensions.

2. On sait que si un endomorphisme commute avec u, il commute avec tous les polynémes en u, en d’autres termes
C(u) C C(K[u]). Or il découle de la définition générale que Uy C Us entraine C(Usz) C C(Uy). On déduit que CC(K[u]) C
CC(u). Une autre propriété générale est que U C CC(U). En effet, si u € U, alors par définition de C(U), tout x € C(U)
commute avec u. Appliquant cette propriété pour U = K[u] donne K[u] C CC(K[u]).

Finalement K[u] C CC(Ku]) C CC(u). On aura donc l'égalité K[u] = CC(u) si et seulement si on a égalité des
dimensions. Comme dim K[u] = deg(m,) d’aprés 1.1, le résultat demandé s’ensuit.

3. Le rang de M comme élément de M,,(K) est la taille r maximale d’une matrice extraite m € M,.(K) de M dont le
déterminant est non nul. Clairement, les matrices extraites de M vue comme élément de M, (L) sont les mémes que
les matrices extraites de M vue comme élément de M, (K). Comme la non-annulation de det(m) ne dépend pas du
surcorps L D K, on voit que r est aussi le rang de M comme élément de M,,(L).

4. Notons mas, i resp. ma,r, le polyndme minimal de M vue comme élément de M, (K) resp. de M,,(L). Comme mas i
annule M dans M, (K) il annule aussi dans M, (L), donc 7y k est divisible par mps .

Par ailleurs nous avons montré que deg(myy i) est égal a la dimension de 'algébre K[M] C M, (K). Cette algébre est
par définition le sous-espace vectoriel engendré par id, M, M2, ..., M"™~!. Ainsi deg(mar, i) = rang(id, M, M2 ..., M™Y.
D’aprés la question précédente le rang d’une matrice ne dépend pas du surcorps L D K, d’ou deg(mar, i) = deg(mas,1)-
Deux polynomes de degrés égaux et qui se divisent sont égaux, d’ou le résultat.

5. D’apreés les questions 2 et 4 on a dimg (CCx(M)) = deg(mpr, k) = deg(mar,r) = dimp (CCr(M)).

6.(a) D’aprés les régles de calcul par blocs, si A" € C(A) et B’ € C(B) alors (64/3[3) est dans le commutant de (64 59)

Comme A’ = I et B’ = 0 commutent avec toutes les matrices, le résultat s’en déduit.

6.(b) Soit X = (71? 5) une matrice avec la méme décomposition par blocs que Y := (é 8). Alors XY = (? 8) tandis
que YX = (}g g) On voit que X € C(Y) si et seulement si S = T = 0. En d’autres termes le commutant de Y est
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composé des matrices diagonales par blocs (0 U

6.(c) Notons & I'ensemble des matrices de la forme X = ( IE(A()Q(%)) avec P,@Q € K[X]. Soit X = (? 5) une matrice du
bicommutant de M. Alors X commute avec Y = (é 8) d’aprés 6.(a), donc S =T = 0 d’aprés 6.(b). Parmi les matrices

qui commutent avec M on trouve toutes les matrices (64/139) avec A’ € C(A) et B’ € C(B). La relation X € CC(M)
implique donc que R € CC(A) et U € CC(B). Comme on suppose que le théoréme du bicommutant est valable pour
A et B, il s’ensuit qu'il existe des polynomes P,Q € K[X] tels que R = P(A) et U = Q(B). Donc X € £. Montrons

%(Aé(OB)) € & appartient & CC(M). Ceci découlera du fait que w4 et 7p
sont premiers entre eux. En effet, cette hypothése implique d’aprés Bézout que P — @ peut s’écrire sous la forme
P — @ = any + frp pour certains polynomes «, 8 € K[X]. Posons alors F:= P —ang =Q+ frg. De F =P —amy
on déduit que F(A) = P(A), et de F' = Q + Brp on déduit que F(B) = Q(B). Ceci montre que X = F(M). Comme
on a déja vu que K[M] C CC(M), finalement CC(M) = £.

que réciproquement, toute matrice X = (

6.(d) Nous avons montré en chemin de la preuve de 6.(c) que € C K[M], donc CC(M) = £ C K[M]. Comme l'inclusion
réciproque est toujours vraie, on a CC(M) = K[M].

Commentaire : on aurait pu donner un argument différent dans la deuxiéme partie de la preuve de 6.(c), de
la maniére suivante : on a montré que CC(M) C &, or & ~ K[A] x K[B] comme espace vectoriel. Celui-ci est
de dimension deg(ma)deg(np). Comme wp = wamp (par primalité de w4 et wp) ce degré vaut deg(mpr). Ainsi
dim CC(M) < deg(mwpr) d’ou égalité et le résultat par I1.2. Cet argument, lui aussi, établit plus ou moins 6.(c) et 6.(d)
en méme temps.

7.(a) Soit z € C(u). Alors zu = uzx donc an = z(u — Aidg) = 2u — Az = ur — Az = (u — Aidg)z = nz et © € C(n).
Réciproquement, puisque n = u — Aidg, 'inclusion précédente avec A remplacé par —A montre que C(n) C C(u). On
a donc égalité.

Dire que y € CC(u) signifie que yx = zy pour tout z € C(u). C’est équivalent a dire que yx = xy donc pour tout
x € C(n) vu ce qui précéde, i.e. y € CC(n).

7.(b) En raisonnant par blocs on se raméne au cas d’un seul bloc, on supprime donc les indices i. On a = € F et
B = (x,n(z),...,n% " (x)). Alors 'image par n d’un vecteur de B est égale au suivant, sauf 'image de n?~!(x) qui est
nulle, d’ou le fait que la matrice de n dans B est la matrice compagnon.

7.(c) Soit g € CC(n), nous voulons montrer que g € K[n]. Pour chaque i € {1,...,p} notouns p; : E — E le projecteur
sur E; parallelement a la décomposition £ = @Y_; E;. Comme les E; sont n-stables, on a

-siz € E; : pi(n(x)) = ne = n(pi(z)),

-sixz € Ej, j#i:pi(n(x)) =0=n(pi(z)).
En résumé p;n = np;. Il en découle que g € C(p;). Ceci montre que g laisse stables les E;.

Soit ¢; : £ — FE l'unique application linéaire qui est nulle sur E; lorsque j # p, et définie sur les éléments
de la base B, de E, par ¢;(n°(z,)) = n®(z;) pour s = 0,...,d, — 1. Par combinaison linéaire, on voit alors que
¢i(P(n)(zp)) = P(n)(x;) pour tout P € K[X]. Utilisant encore le fait que E; est n-stable, on voit que ¢;n = ng; :
sur Ej, j # p, cela se démontre comme ci-dessus pour p;, et pour tout y = P(n)(z,) € E, on calcule ¢;(n(y)) =
gi(nP(n)(xp))) = (nP(n))(x;) = n(g;(y)) d’ot notre assertion. Comme précédemment on déduit que g € C(g;)-

Comme g laisse stable E,, il existe un polynoéme P € K[X] tel que g(z,) = P(n)(z,). Utilisant 1'égalité gg; = ¢;g
appliquée en z, on trouve g(x;) = g(¢;(xp)) = ¢i(g9(xp)) = ¢;(P(n)(xp)) = P(n)(z;). Puisque les endomorphismes g et
P(n) commutent avec toutes les puissances de n et sont linéaires, ceci implique qu’ils coincident sur tous les éléments
Q(n)(z;) de E;. Ainsi g et P(n) coincident sur tous les F; donc partout. La conclusion est que g = P(n) et nous avons
terminé.

8. Soit M € M, (K). Soit L une extension de scindement du polynéme minimal 7p;x de M. D’aprés I1.4, on a
T,k = T, donc leurs degrés sont égaux. D’aprés I15 on a dimg (CCx (M)) = dimy (CCr(M)). Il s’ensuit que les
deux membres de 1'égalité (hypothétique) dimg (CCx(M)) = deg(mar,x), dont la validité équivant d’aprés I1.2 au
théoréme du bicommutant, ne changent pas lorsqu’on change K en L. Ceci démontre qu’il nous suffit d’établir le
théoréme du bicommutant pour M vue dans M, (L), i.e. (quitte a changer L en K dans la notation) on peut supposer
7y scindé. Notons Ap,..., A, les valeurs propres distinctes, d; leurs multiplicités, et E; = ker((M — \;idgn)%) les
sous-espaces caractéristiques. On a E = @]_, E; et dans une base adaptée a cette décomposition, la matrice M est
diagonale par blocs de blocs notés M;. Notons P; = (X — ;)% qui est le polynome minimal de M;. Comme les P; sont
premiers entre eux deux & deux, d’aprés la question 6 et une récurrence immeédiate, il suffit de démontrer le théoréme
du bicommutant pour chaque M;. Or le théoréme est vrai pour M; — \; id ga; d’aprés 7.(c) et il est donc vrai pour M;
d’aprés 7.(a). Ceci termine la preuve dans le cas général.

ITI. Décomposition de Dunford pour une matrice

1. Si M est semi-simple, il existe une extension convenable L de K qui contient les valeurs propres distinctes Aq,..., A,
dans laquelle M est semblable & la matrice diagonale D d’éléments diagonaux A, ..., A1, A2, ..., A2, «o s Apy oo A
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oll chaque \; est répété un nombre de fois égal 4 sa multiplicité. Le polynéme minimal de M = PDP~! est égal au
polynéme minimal de D car M et D ont méme idéaux de polynémes annulateurs, d’ot mpyy = 7mp = (X —A1) ... (X =A\;)
qui est a facteurs simples dans L. Or nous avons vu en I1.4 que le polynéme minimal est le méme sur K ou sur L. Il en
découle que )y est A facteurs simples dans K, car un hypothétique facteur multiple dans K[X] fournirait un facteur
multiple dans L[X].

Réciproquement supposons que s est a facteurs simples sur K. Pour chaque tel facteur irréductible P de mjs, on
a donc pged(P, P') =1 ou P’ est le polyndéme dérivé, non nul car nous sommes en caractéristique nulle. On sait que
le pged ne change pas par extension du corps de base : c’est 'algorithme d’Euclide de calcul du pged qui le montre.
Il s’ensuit que pged(P, P’) = 1 méme lorsqu’on voit P, P’ comme des polynomes a coefficients dans une extension
L/K. Sur une extension qui scinde 7y, on obtient que 7y est scindé a racines simples. Par le critére bien connu, ceci
implique que M est diagonalisable sur L, donc semi-simple.

2. Les polynémes P et x4 ont mémes facteurs irréductibles. Justifions-le. Il est clair que P et w4 ont mémes facteurs
irréductibles, il reste & montrer que w4 et x4 ont mémes facteurs irréductibles.

Il est clair que chaque facteur irréductible de w4 divise x 4, puisque w4 divise x4 d’aprés le théoréeme de Cayley-
Hamilton.

Réciproquement montrons que chaque facteur irréductible @ de x4 divise 4. Sinon, on a une relation de Bézout
UQ +Vmy =1. On déduit U(A)Q(A) = id donc Q(A) est inversible. Or toute racine A de @ dans une extension de
K est valeur propre de A, ce qui montre que 'endomorphisme associé a Q(A) n’est pas injectif et son déterminant est
nul, contradiction.

Remarque : si on souhaite, on peut formuler ce qui précéde de maniére (apparemment) plus quantitative en écrivant
P|7ma|xa|P" et (puisque nous sommes en caractéristique nulle) P = 74 /pged(ma, 7'y) = xa/pged(xa, x'4)- (Je ne
sais pas exactement ce qu’attendait le correcteur, et s’il attendait des preuves.)

3. Supposons que P et P’ possédent un facteur irréductible commun, qui est donc I'un des P;, disons P; quitte a
renuméroter. Alors P; divise P’ = Zle P/ 11,4 Pj- Ceci signifie que Py divise P{]];,, P;. Comme Py est premier
avec tous les P;, j # 1, le lemme d’Euclide implique que P; divise P{. Or P; est non constant en caractéristique nulle,
donc —oo < deg(P]) < deg(P1). La divisibilité Py | P{ est donc impossible.

Par contraposée, P et P’ sont premiers entre eux et d’aprés le théoréme de Bézout, il existe R, S € K[X] tels que
RP+ SP' =1.

4. La relation a établir est K-linéaire et il suffit donc de 1’établir sur les monoémes P = X*. Or d’aprés le bindéme

de Newton on a (X + Y)¥ = Xk 4 pyXh-1 4 y2yF (M Y?=2X* = ce qui est la relation indiquée avec Q =

i (YTTRXE
5. Démontrons par récurrence que P(Ay) € P(A)QkK[A} pour tout k > 0. Pour k = 0 c’est vrai puisque P(Ag) = P(A).
Supposons ’énoncé vrai pour un entier k. Comme toutes les matrices en jeu appartiennent a l’algébre K[A] qui est
commutative, il est légitime d’appliquer l'identité de la question 4 avec X = Ay et Y = —P(Ag)S(Ax). On trouve :
P(Ap41) = P(Ay, — P(A)S(Ar))
P(Ag) = P(Ap)S(AR)P'(Ax) + (=P (Ar)S(Ar))*Q(Ay, = P(Ay)S(Ar))
P(Ag)(T— S(AR)P'(Ax)) + (= P(Ax)S(AR)*Q(Ak, —P(Ax)S(Ar)).

Or I— S(Ay)P'(Ax) = R(Ag)P(Ag) d’apreés la question 3. En injectant ceci dans notre calcul, on voit que P(Agy1) est
un multiple de P(Ag)2. Par récurrence P(A,,) € P(A)2" K[A], donc P(Aj1) € P(Ay)2K[A] € P(A)*"" K[A]. Notons
maintenant m := max(ay,...,ay), de sorte que P™ est divisible par 7. Pour tout entier £ tel que 2° > m, la matrice
P(A)?" est multiple de P(A)™ elle-méme multiple de 74(A) = 0. Donc P(A;) = 0. On peut prendre £ = [log,(m)].

6. La matrice Ay est annulée par le polynéme P qui est a facteurs irréductibles simples. Son polynéme minimal est
donc lui aussi a facteurs simples, et d’aprés la question 1 on voit que Ay est semi-simple. Par ailleurs, on constate par
récurrence que A — Ay, est nilpotente : elle est nulle pour k =0, et A — Ag1q1 = (A — Ax) + (A — Ag+1) ot le premier
terme est nilpotent par hypothése de récurrence et le second terme est nilpotent car multiple de P(Ay). (La somme
de deux nilpotents qui commutent est nilpotente!) En particulier, A — A, est nilpotente. Pour conclure, on observe
que toutes les matrices en jeu dans ces arguments appartiennent a K[A] et donc commutent entre elles. L’écriture
A=D+ N avec D = Ay et N = A— A, vérifie toutes les propriétés de la décomposition unique en somme de matrices
commutantes semi-simple et nilpotente ; elle lui est égale.

IV. Théorie des répliques de Chevalley

1.(a) Notons E; ; la matrice dont le seul terme non nul est un 1 situé en position (i, ). En d’autres termes, le terme
d’incide (7, s) est 6,0, s, ol § est le symbole de Kronecker. D’aprés les définitions, la matrice E; ; ® Ej,; est la matrice
par blocs (0;,0;,sEx 1)r,s, ce qui veut dire que tous ses coefficients sont nuls sauf celui situé en position (k,!) dans le
bloc numéro (3, j), qui vaut 1. Il est alors clair que ces matrices engendrent M, yq(K) car pour une matrice A écrite



par blocs A = (4;,5) avec A; j = (ai,j,k,1) € My q(K), compte tenu de ce qui précede ona A =37, 1 a;j k1 Ei;®Ep .
Done M, m (K) @ Mp,q(K) = Mupmq(K).

1.(b) Soient A € M,, ,,(K) et B € M, ,(K). Comme (e; ;) et (f,;) sont des bases respectivement, on peut trouver des
écritures A =3, ;a;je;; et B =73 b fy,. Comme Uopérateur @ est bilinéaire (admis par I’énoncé), on obtient :

A® B = Z a; b e ; @ fri
1,5,k,1

On voit que la famille (e; ; ® fr1)i .k, engendre 'espace vectoriel engendré par les matrices A ® B, qui est d’aprés
1.(a) égal & Myp mq(K). On obtient une famille génératrice & npmq éléments dans un espace vectoriel de dimension
npmgq, c’est donc une base.

1.(c) A strictement parler, I'opérateur ® n’a été défini que pour des espaces de matrices. Or E* et F* ne sont pas
des espaces de matrices, mais des espaces de formes linéaires sur de tels espaces. (A mon sens, il s’agit 1a d’une
faiblesse importante du sujet.) Pour voir E* et F'* comme des espaces de matrices nous allons utiliser I'isomorphisme
Mo n(K) =5 My, o (K)*, A — fa établi dans la deuxiéme question préliminaire P2 pour identifier E* avec My, (K)
et F* avec M, ,(K). On dispose alors d’isomorphismes :

1.(a
Bro e — P2 () 0 My (K) s Moo (K) —P2 s Moy (K)* = (B ® P

C’est I'isomorphisme recherché.

2.(a) Les coefficients diagonaux de A ® B sont les coefficients situés sur la diagonale d’un bloc diagonal a; ; B. Ce sont
donc les coefficients a; ;bx 1 avec 1 < i < n et 1 <k < m. On obtient :

A®B Zazzbkk— Zazz Zbkk ) (B)

2.(b) Notons K une cloture algébrique de K. Nous pouvons plonger tous les espaces de matrices dans les espaces
analogues sur K, i.e. M, (K) etc. Alors les polynoémes caractéristiques de A et B sont scindés, si bien que ces matrices
sont trigonalisables. Notons T € M,,(K) et U € M,,(K) les formes triangulaires supérieures et P, Q des matrices de
passage : PAP™!' =T et QBQ ™! =U. Posons R =1,, ® Q, par calcul par blocs on voit que

R(A® B)R™' = (a; ;QBQ™") = (a; ;U).
Posons S = P ® I,,,. Par calcul par blocs encore, on voit que :
SR(A® B)R™'S™' = (t;;U) =T ® U.

[ Détail : notons P = (p; j), P~! = (p;,;). On multiplie d’abord & gauche par S : le bloc d’indice (i, j) de SR(A® B)R™*
est égal a >, pi xax,;U. On multiplie ensuite & droite par P~! : le bloc d’indice (i, j) de SR(A® B)R™151 est égal a
Yook Pik ik Upr i = >, 1 pikar,ipr,;U = t; jU. | Cette matrice est triangulaire supérieure, avec pour coefficients
diagonaux les ¢; ;ug k. Comme le déterminant d’une matrice triangulaire est égal au produit des déterminants des
blocs, on obtient :

det(A® B) = det(SR(A® B)R™*S™1) = det(t; ;U)

= [[ det(t::U) = Htm det(U) = det(T)™ det(U)™ = det(A)™ det(B)".

Commentaire : dans la suite, il faut bien comprendre quel est le sens d’une expression comme X1®- - X, QY1®- - QY.
On doit voir chaque X; comme un élément de K™ = My, 1(K) et chaque Y; comme un élément de (K™)* = My ,(K),
comme indiqué dans les notations situées en prologue du probléme. La définition de A ® B donnée précédemment
s’applique alors. On a admis que ® était associatif, de sorte que la notation X1 ® --- @ X, ® Y1 ® --- ® Y, sans
parenthéses n’est pas ambigiie.

3. D’apreés la question 1.(a) on a :
Nl,l =K"® (Kn)* = Mn,l(K) ® Ml,n(K) = Mn,n(K) = Mn(K)~

De plus, on a vu en 1.(b) qu'une base de cet espace est donnée par les E; @ F;, avec E; =*(0---1---0) (le 1 est en
position ¢) et F; = (0---1---0) (le 1 est en position j), qui dans M,,(K) correspond a la matrice E; ;. Soit maintenant
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M, (K) et M € M, (K). Pour montrer que Ay 1 - M = ad (M), il suffit de le montrer pour les matrices de base
E;

Ae
M = ® F}. Dans ce cas on a :

Al,l -M = A171 . (Ez & Fj) = AEZ & Fj — El & FJA

Notons L;, resp. Cj, la i-éme colonne, resp. la j-éme colonne, de A. Alors AE; = C; donc AE; @ F; = C; ® F} est la
matrice (n,n) dont la seule colonne non nulle est la j-éme, égale & C;. Ceci est exactement la matrice AE; ;. De méme
FiA=1L;et E;® F;A=E; ® L; est la matrice (n,n) dont la seule ligne non nulle est la i-éme, égale & L;. C'est la
matrice E; ;A. Il s’ensuit que

Al,l . (EZ ® Fj) = AEZ’] - E,L’jA = adA(M)

4. Compte tenu des égalités K" = M, 1(K) et (K")* = M ,(K) ainsi que de I'isomorphisme canonique M., ,,(K) ==
My (K)* fourni par la trace dans la question P2, tous les espaces qui apparaissent ci-dessous sont des espaces de
matrices. On peut donc utiliser les résultats de 1.(a) et 1.(c), étendus par une récurrence immédiate & un nombre fini
arbitraire d’espaces vectoriels. On trouve en particulier

r

(K™ = (M1 (K))®" = Mura(K) = K™ et ((K"))% = (Myn(K)®* = My (K) = (K")".

On en déduit les isomorphismes canoniques :
Nig = (K™% @ ((K™))®*)" = (K")®)" @ (K"))®*)" = (K")* @ K™ = N,

N . “1e L . L . . . s s
ou pour finir on a utilisé la bidualité en dimension finie (K™ )** = K™ .
5. Il est clair que ¢p 50 @p-1, 5= Op-1,50¢p,s=id donc ¢p, s est un isomorphisme d’inverse ¢p-1 , 5.

6. Pour alléger, nous noterons ¢p au lieu de ¢p . s ’automorphisme de la question précédente. Si A et B sont semblables,
il existe une matrice inversible P telle que B = PAP~!. Pour un tenseur n = X; ® --- @ X, ® V1 ® --- ® Y, dans
N, s, calculons leffet de ¢ppA, s¢p-1 en regardant successivement l'action des trois endomorphismes ¢p-1 puis A, g

puis ¢p :

n— P'X1®..9P ' X,V PR...QY,P

. ZP*1X1®. LRAPTIX;®... 9P X, QY| P®...QY, P

=1

S
- Z P1X1®...9P7 X, QY P®...QY;PA®...QY,P

Jj=1

T S
=) X1®...@PAPTIX;®...0X,0Y10...0Y, - Y X1®...0X,8Y18...0Y;PAP'®...QY..

i=1 j=1

On constate que ¢pp A, spp-1 = (PAP*I)M = B, 5. Ceci montre que A, ; et B, ; sont des endomorphismes semblables

dans L(N, ).

7.(a) Notons (1, ...,2,) une base ordonnée de vecteurs propres pour A, telle que Ax; = A\;z;. Ici x; est un vecteur
colonne. La matrice transposée ‘A est elle aussi diagonalisable avec les mémes valeurs propres que A. Notons (21, ..., z,)
une base ordonnée de vecteurs propres pour A, avec Az; = \;z;, et posons y; = fz; qui est un vecteur ligne. En
transposant on trouve donc y;A = Ay;. D’aprés la question 1.(b), dont le résultat est étendu par une récurrence
immeédiate & un nombre fini arbitraire d’espaces vectoriels, la famille formée par les vecteurs

Myj o= Ty @@Ly, QYj, @ - QYj,
avec 1 <iy,...,i, <net1l<ji,...,75 <n,est une base de NV, 5. De plus, on a
T1R...QAT;®...Qx, = \; 11RX...Qx, et Y®. . . QUA®. .. QYs = L1 ®...QYs

dont on déduit immédiatement, par somme, que le vecteur n; ; introduit ci-dessus est un vecteur propre pour A, g

relatif & la valeur propre (Z;Zl )\i,,) — (22:1 /\jq). Ainsi A, ; est diagonalisable avec les valeurs propres indiquées.

7.(b) Soit N > 1 tel que AN = 0. Pour montrer que A, s est nilpotente, il suffit de trouver M tel que (A, )™ annule
tous les vecteurs de la forme n = X; ® --- @ X, @ Y1 ® -+ ® Y; puisque ceux-ci engendrent N, ;. On observe que
Ay s - n est somme de vecteurs de la forme X;®...®AX;®...0X, ou V1®...QY;A®...®Y, ou la matrice A apparait
une fois. Par récurrence, (1¢17n75)’c -n est somme de vecteurs de la forme A2 X;®...QA" X, et AY|®...0A1Y, avec
> op=ilp = 2 j—1Jq = k. Si on choisit k > M := max(r,s)(N — 1) + 1, alors pour tous uplets i = (i1,...,i,) et
Jj=(j1,-..,7s) il existe deux indices «, 3 tels que i, = jg > N. (Car par contraposée, si i, < N — 1 pour tout p alors
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k= Zp ip <T(N—1) < M.) Alors A X, = AjﬁYg =0 ce qui annule A" X |®...®A"X, et AY|®...QAY,. 1l
s’ensuit que (A, , M . est une somme de termes nuls, donc est nul, et ceci pour tout n. Comme M ne dépend pas de

)
n on a bien (4, )™ = 0.

8.(a) Soient 7, s > 0 sont entiers et n € N, s tel que A, s -n = 0. Comme A’ une réplique de A, alors A’nS -n = 0.
Comme de plus A” est une réplique de A’, alors A} -n = 0. Ceci démontre que A" est une réplique de A.

8.(b) A strictement parler, I’espace N, s(E) n’a été défini que pour l'espace vectoriel standard E = K™. Pour donner
sens & (N, ), s comme dans phrase de I’énoncé qui suit immédiatement la question IV.6, et donner sens a I’expression
« A’T’S est une réplique de A, », il faut considérer N,/ o (N, ). Or E = N, s est un espace vectoriel abstrait,
isomorphe canoniquement a K" & (K ”S)* comme nous 'avons vu en IV.4 mais pas isomorphe canoniquement &
'espace standard K™ 7" (A mon sens, il s’agit 14 d’une nouvelle faiblesse du sujet.) Eclaircissons donc la définition :
I’espace (Nr’s)w,sf = J\/}gy(}\fns) est I'espace vectoriel engendré (dans un certain gros espace de matrices qu’il n’est
ni agréable ni utile d’écrire) par les vecteurs de la forme X; ® - ® X;» @ Y1 ® --- ® Yy ou (X;) est une famille de
vecteurs de N, = K™ @ (K™ )* et (Y;) est une famille de vecteurs de (N, )* = N, = K" @ (K" )*. (Dans la
derniére phrase, nous avons écrit les isomorphismes canoniques N, 3 = K n" @B (K ”s)* comme des égalités, et utilisé la
question 4.)

Supposons que A’ est une réplique de A. Pour montrer que A; ; est une réplique de A, s, nous devons vérifier que

pour tout couple d’entiers ', s > 0, tout n € (N, 5),v o annulé par (A, ), s est annulé par (A} $)r.sr- Or I'énonce
nous invite & admettre que (N, ) s = Nppryss rsr+sr Canoniquement et que (AL $)r.sr = Appigss rsr s dans cette
identification. On est donc amené a vérifier que tout vecteur n € Ny g g5/ rs/ s annulé par A/ pgsr ps/ts €st annulé
par AL,y o rsrysms €€ qui découle de la définition d’une réplique appliquée avec r := 71’ + ss’ et s :=rs’ + sr'.
9.(a) Si A" est une réplique de A, alors en particulier tout vecteur annulé par A;; est annulé par A’ ;. Or d’aprés la
question 3, A1 1 = ady : M, (K) — M, (K), M — AM — M A. La propriété signifie donc que toute matrice commutant
avec A commute avec A’, c’est-a-dire C(4) C C(A’). En prenant les commutants, on en déduit que CC(A’) C CC(A).
D’aprés le théoréme du bicommutant on a CC(A) = K[A]. L’inclusion montre donc que A" € K[A], i.e. A" est un
polynéme en A. Ecrivons A’ = P(A) ot P € K[X] est un polynome que I'on peut écrire P(X) = a + XQ(X) avec
ac K.

Si A n’est pas inversible, il existe z € K™ non nul tel que Az = 0. Comme A’ est une réplique, on a aussi A’z = 0.
En évaluant A’ = P(A) = oI, + AQ(A) en z on trouve ax = 0, donc o = 0. Ainsi A’ est un polyndéme en A sans
terme constant.

Si A est inversible, on sait que I’on peut écrire A~! comme un polynéme en A (par exemple en utilisant le théoréme
de Cayley Hamilton pour A), disons A~! = R(A). Alors A’ = al,, + AQ(A) = aAA™! + AQ(A) = A(aR(A) + Q(A))
qui est un polynéme en A sans terme constant.

/

9.(b) Si A’ est une réplique de A, alors d’aprés 8.(b) pour tous r,s 'endomorphisme A]. ; est une réplique de A, ;.
D’apreés 9.(a) ceci implique que A;.,s est un polynéme en A, sans terme constant. Réciproquement supposons que
pour tous 7,s, A ; est un polynéme en A, ; sans terme constant, ce que 'on peut écrire A;. ; = A, sP(A; ) pour un
certain polynéme P. L’absence de terme constant montre que tout vecteur du noyau de A, ; est dans le noyau de A;ﬁ’s.

La définition d’une réplique de A est donc satisfaite par A’.

10.(a) Fixons r,s > 0. La question 7.(a) montre que, sur une extension de corps L/K choisie pour que D soit
diagonalisable dans M, (L), D, s est diagonalisable dans dans M, (L). Donc D, , est semi-simple dans M,,(K). La
question 7.(b) montre que N, 4 est nilpotente. Puisque D et N commutent, la propriété admise juste avant la question
9.(a) montre que [D, s, Ny 5] = [D, N], s = 0. Pour finir il nous reste & observer que A, ; est linéaire en A, c’est-a-dire,
que 'application M,,(K) — L(N,s), A — A, s est linéaire. Il en découle que A, s = (D+N), s = D, s+ N, 5. En résumé
les endomorphismes D, s et N, ; vérifient toutes les propriétés de la décomposition de Jordan-Chevalley-Dunford de
A, s, dont elles sont les parties semi-simple et nilpotente.

10.(b) Nous avons besoin de montrer en préalable que dans la décomposition A = D + N, les matrices D et N sont
des polynomes en A sans terme constant. Il suffit de le démontrer pour D, car c’est alors clair pour N = A— D. Or la
construction de D dans la partie III, comme limite d’une suite stationnaire dont tous les termes sont des polynomes
en A, montre que D est un polynéme en A. On termine comme dans 9.(a) :

1) Si A n’est pas inversible. Sur I'espace caractéristique de A relatif a la valeur propre 0, endomorphisme associé
a D est nul et en particulier ker(A) C ker(D). Le raisonnement de 9.(a) montre que D est un polynome en A sans
terme constant.

2) Si A est inversible. Le raisonnement de 9.(a) montre que D est un polyndme en A sans terme constant.

Passons a la question proprement dite. Traitons le cas de D, le cas de N étant entiérement similaire. D’apreés 9.(b)
il suffit de montrer que pour tous r,s > 0, D, 5 est un polyndme en A sans terme constant. Or d’aprés 10.(a), D, 5 est
la composante semi-simple de A, 5. D’aprés le fait préalable que nous avons établi, appliqué pour A = A, 5, D, ; est
un polynéme en A, ; sans terme constant. Ceci conclut.

11. ...



