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1 Introduction

Ce cours, rédigé pour des étudiants préparant 'agrégation de mathématiques, a pour objet d’aborder de
facon transversale les résultats fondamentaux liés a la notion de convexité en mathématiques. Il reste le
plus souvent a un niveau élémentaire, et tente de faire le lien entre des résultats de nature géométrique et
d’autres de nature analytique méme si, par commodité, il est présenté en deux parties séparées. De plus,
les notions sont autant que possible illustrées par des exemples et des applications, de difficulté variable.
De méme, des exercices de type vrai ou faux ? permettent de se poser beaucoup de petites questions qui
souvent ne figurent pas dans les livres. Si I'intuition géométrique permet souvent d’y répondre, celle-ci
trouve vite ses limites en dimension infinie...

De nombreux ouvrages de géométrie énoncent la plupart des résultats présentés ici, en se limitant
le plus souvent & la dimension finie (voir la bibliographie). Lorsque c¢’est abordable et intéressant, nous
nous poserons la question de la généralisation a la dimension infinie, qui a souvent des applications
remarquables en analyse fonctionnelle.

Les résultats énoncés dans ce cours pourront étre présentés a ’oral de 'agrégation, soit dans des lecons
spécifiquement concernées par la convexité, soit dans beaucoup d’autres lecons d’algebre et géométrie
(formes linéaires et hyperplans, applications affines, angles et distances...) ou d’analyse (applications
différentiables, problemes d’extrémums, continuité et différentiabilité, suites et séries de fonctions...)
Dans cette optique, la plupart des résultats intéressants sont accompagnés de références bibliographiques
permettant de retrouver les preuves.

Rappelons que la notion de convexité est tres souvent un cadre idéal pour les probléemes de minimi-
sation ; elle a donc une grande importance dans de nombreuses applications, de la physique & 1’économie,
en passant par a peu pres toutes les sciences.

Les paragraphes les plus difficiles sont signalés par une astérisque. Ils peuvent étre omis lors d’une
premiere lecture.

Pour signaler une erreur, proposer un autre résultat ou une référence, ou pour toute question, on peut
contacter 'auteur & I’adresse : rozenn.texier@ens-rennes.fr



2 Parties convexes d’un espace vectoriel

Dans toute cette partie, E sera un espace vectoriel réel, de dimension finie ou infinie. On pourra, lorsque
c’est nécessaire, munir £ d’une topologie (on se limitera essentiellement & des topologies métriques)
compatible avec la structure d’espace vectoriel, c’est-a-dire rendant la translation et les homothéties
continues.

2.1 Définitions et le théoréme fondamental

2.1.1 Définition

Définition 2.1.1. Partie convexe
Soit C C E. Alors C est convexe si

Va,y € C,Vt €]0,1[,tz + (1 —t)y € C.

Remarque : la définition s’étend de facon évidente au cas ou l'espace E est affine. Pour simplifier les
notations, et parce que la plupart des applications concerneront des espaces vectoriels, on se restreint a
ce cadre.

Exemples faciles :

e un sous-espace affine est convexe,
o le simplexe de RF : A, = {a: c (R“‘)k,Zf:l T = 1},

e les intervalles de R sont convexes ; réciproquement, on vérifie aisément que tout convexe de R est
un intervalle.

Proposition 2.1.2. Premiéeres propriétés
Les propriétés ci-dessous se vérifient a partir de la définition.
e Une intersection quelconque de convexes est convexe.

e Le produit cartésien de deux convexes A C F et B C F est un convexe de I'espace produit
E x F.

o La somme de Minkowski de deux convexes est convexe.

Définition 2.1.3. Somme de Minkowski
Soient A et B deux parties de E. On définit leur somme de Minkowski, notée A+ B, par la relation

A+B={a+bac Abe B}
Cette notation sera souvent reprise dans la suite du cours. Elle ne doit bien str pas étre confondue avec
la réunion de A et B.



Exemple 2.1.4 Somme de Minkowski
e si B = {b} est un singleton, alors A + B n'est autre que |'image de A par la translation de vecteur b.

e si B = B(0,r) est une boule ouverte, alors A+ B correspond au convexe A “épaissi” avec une épaisseur
r.

2.1.2 Théoréme fondamental de la géométrie affine *

Théoreme 2.1.5. Théoreme fondamental de la géométrie affine

Soit E un espace affine de dimension finie N > 2 ou de dimension infinie. Alors on a les résultats
suivants :

i toute bijection de E dans E qui envoie un convexe sur un convexe est une bijection affine ;

ii toute bijection de E dans E qui envoie trois points alignés sur trois points alignés est une
bijection affine.

Remarque 2.1.6
Ce résultat est clairement faux en dimension 1 puisque toute application continue envoie un convexe sur un
convexe, d'aprés le théoreme des valeurs intermédiaires.

La preuve de ce théoreme est trop longue pour constituer un développement. Pour des références, voir
Berger T.1 p. 77, ou Bourbaki, Espaces vectoriels topologiques, exercice 6 p. 183 et Algebre, exercice 7
p- 201.

On se contente ici de montrer que la deuxieme affirmation implique la premiere. En effet, soit f une
bijection vérifiant les hypotheéses du point 1, et soit ¢ = f~'. On va montrer que g envoie trois points
alignés sur trois points alignés. Pour cela, il suffit de montrer que

Vo,y,z € E, 2 € [z,y] = g(2) € [9(2), g(y)]-

D’apres notre hypothese, puisque le segment [g(x), g(y)] est convexe, son image par f Uest. Or cette
image contient x = f(g(x)) et y = f(g(y)) donc elle doit contenir le segment [z,y]. En particulier, elle
contient le point z. De plus, z = f(g(2)) et f est bijective. Il en découle que g(z) € [g(z),g(y)]. En
admettant la propriété ii, on en déduit que g est affine, et donc f également.



2.2 Enveloppe convexe

2.2.1 Définitions

Définition 2.2.1. Enveloppe convexe

Soit S C F, on appelle enveloppe convexe de S, et on note co(S), I'intersection de tous les convexes
contenant S. Si E est muni d'une topologie métrique, on appelle enveloppe convexe fermée de S,
notée co(S), l'intersection de tous les convexes fermés contenant S.

Une intersection de convexes étant convexe, il apparait que co(S) est également le plus petit convexe
contenant S.

Proposition 2.2.2. Enveloppe convexe fermée

On a la relation : co(S) = co(S), i.e. I'enveloppe convexe fermée est la fermeture de I'enveloppe
convexe.

Preuve : exercice. Il faut démontrer au préalable que la fermeture d’un convexe est encore convexe.

Définition 2.2.3. Combinaison convexe

Soit k € N* et soient x1, .., 2} des points de E. On appelle combinaison convexe de x1, ..., z) tout
barycentre a coefficients positifs des points 1, ..., T, i.e. tout point x tel que

k
H(tl, ...,tk) c Ak, T = Ztixi-
=1

Remarquons qu’une combinaison convexe est toujours une combinaison finie de points de E.

Proposition 2.2.4. Enveloppe convexe

Soit S C E. Alors I'enveloppe convexe de S est |I'ensemble des combinaisons convexes de points
de S, i.e.

k
co(S) = {x € B, 3k eN* 3a e Ay, I(z1, - ,a) € S* x = Zaixi}.
i=1

Preuve : on note, pour k € N*,

k
Cr = {x € E,Ja € Ay, Iz, ,x1) € Sk = Zaixi}
i=1

et on pose C' = Ugen+Cg. On montre alors les points suivants :

e (' est convexe (& partir de la définition),



e S=CCC,

e Soit K un convexe contenant S. Alors K contient Cy. Par récurrence sur k, on montre que K
contient tous les Cj, k > 1. Ainsi, K contient C.

Le théoreme de Carathéodory montre qu’en dimension finie N, on peut se limiter a des combinaisons
convexes a N + 1 points de S pour définir son enveloppe convexe. Citons au préalable un exemple
classique, dont la preuve se trouve par exemple dans [11].

Exemple 2.2.5 Théoreme de Gauss-Lucas
Soit P un polynéme non constant a coefficients complexes. Alors les racines de P’ sont dans |'enveloppe
convexe des racines de P.

Preuve : On note P(X) = H?Zl(X —¢;)™i. On a alors

P/(X) m
P(X):ZX—Q' M)

=1

Soit z une racine de P’. On veut montrer qu’elle est dans enveloppe convexe des (;. Si P(z) =0, c’est
clair. Supposons donc le contraire et écrivons ’égalité (1) au point z. On obtient :

soit finalement

Notons

Par passage au conjugué dans 1’égalité (2) il vient
0=> ti(z—)
i
soit encore : .
2= i,
i=1
ce qui termine la preuve.

2.2.2 Le théoréeme de Carathéodory

C’est un théoreme classique sur la convexité, a connaitre et a méditer ! La preuve se trouve par exemple
dans [3, 7, 11].



Théoreme 2.2.6. Carathéodory

Soit S C RY, alors tout point de co(S) est combinaison convexe de N + 1 points de S, i.e.

N+1
co(S) = {x € E,Ja € Any1,3(x1,-+ ,ZN41) € SNHL 4 = Z aimi} =CpNa1-

i=1

Preuve : il suffit de montrer l'inclusion co(S) C Cnyi1. Soit donc x € co(S) et soit k > 1, a € Ay,
tels que = = E?Zl a;z;. Sik < N 41, alors on a bien z € Cy4+1. Supposons maintenant £ > N + 1, et
gy ..., > 0.

Puisque z1, ...,z sont dans un espace affine de dimension N, et k& > N + 1, alors les points sont
affinement dépendants, i.e. les vecteurs xo — x1, ..., xx — x1 sont linéairement dépendants. Ainsi, il existe
Aa, ..., A\ non tous nuls tels que

k
Z)\z(ﬂjl - xl) =0
1=2
En posant A; = — Zle Ai, on a
k k
i=1 i=1
De cette propriété, on déduit que = peut se réécrire comme combinaison des x; sous la forme
k k
xr = Z(Olz — t)w)CCZ‘, avec Z(Ozz — t)\z) =1, vVt € R.
i=1 i=1

Lidée est maintenant de jouer sur le nombre t pour que les a; — tA; soient tous positifs ou nuls, et que
Uun d’eux soit nul. Ainsi, on se sera ramené a une combinaison convexe a k — 1 éléments.
Nécessairement I'un des A; au moins est strictement positif. Notons alors

t:min{i‘f,z‘:L...,k,Ai >0},

7

et of = a; — tA;. Alors par construction, (o, ..., ) € Ay, et 'un des coefficients o est nul (celui qui
réalise le minimum) définissant ¢. On vérifie alors que x est combinaison convexe de k — 1 éléments de

S. En effet, on a
k
_ /
T = X
i=1

On peut réitérer ce procédé tant que la famille (z1,...,2x) est affinement dépendante, donc tant que
k > N + 1. On se rameéne donc finalement a une combinaison convexe de N + 1 points de S.

Corollaire 2.2.7. Enveloppe convexe d’un compact

Soit S un compact de RY. Alors son enveloppe convexe est compacte.

Preuve : il suffit de vérifier que I'application ¢, définie sur le compact Ayyq x SVF! par
| Ayyq x SNFL - co(S)
(041,...,OéN+17l‘1,...,£17N+1) — Zi ;X5

est surjective et continue.



Remarque 2.2.8
Attention, en dimension infinie, I'enveloppe convexe d'un compact n'est pas nécessairement fermée, donc a
fortiori pas compacte ! Prenons par exemple un espace de Hilbert H muni d'une base hilbertienne (e,,,n € N).

On pose pour tout n > 0, f, = ne_:l. Soit K le compact défini par

K ={fn,n e N}U{0}.

(C'est bien un compact puisqu'il est formé des termes d'une suite (f,,) convergente et de sa limite 0.) On
définit maintenant une suite (v,,),>1 dans co(K) en posant

_h _ho o h e S
4

U1 9 V2 2 4’

et plus généralement,

Alors la suite (v,,) converge dans H vers la limite

oS
v=2
i=1

Or v n'est pas combinaison convexe de points de K, sinon il serait combinaison d'un nombre fini de f, ce
qui contredit |'unicité de la décomposition sur la base hilbertienne (ex, k € N). On a donc montré que co(K)
n'est pas fermée.

On peut montrer en revanche que |'enveloppe convexe fermée d'un compact est compacte, voir [9].

~

20

2.2.3 Vrai ou faux ?

Voici a titre d’exercices une liste de questions plus ou moins naturelles, qui peuvent aider a prendre du
recul par rapport aux notions abordées jusqu’a présent.

i VRAI OU FAUX ? C C F est convexe si et seulement si la demi-somme de deux points de C' est
toujours dans C.

ii. VRAI OU FAUX 7 Si C est un convexe de E métrique, alors I'intérieur et ’adhérence de C' sont
convexes également.

iii. VRAI OU FAUX ? Soit S C RY. Alors tout point de co(S) est combinaison convexe de deux
éléments de S.

iv. VRAI OU FAUX ? L’enveloppe convexe d’un fermé de RY est fermée.
v VRAI OU FAUX ? Soit S € RY. Alors ¢o(S) = co(9).

vi VRAI OU FAUX ? Soit C' € RY un convexe d’intérieur vide. Alors C est inclus dans un hyperplan
affine de RY.

vii VRAI OU FAUX ? Tout convexe fermé borné de RN est homéomorphe & la boule unité de RY.



Et voici les réponses.

i

ii

iii

iv

vi

vii

2.3

FAUX. Par exemple QQ n’est pas convexe dans R. Par contre, le résultat est vrai si on impose de
plus que C est fermé. La preuve utilise la densité des rationnels diadiques dans [0, 1].

VRALI S’appuyer sur des dessins pour les démonstrations, qui sont élémentaires.

FAUX, sauf pour N = 1 (c’est alors exactement le théoreme de Carathéodory). Par exemple si
N > 2, et si S est formé de trois points non alignés, les combinaisons convexes de deux éléments
donnent seulement les bords du triangle.

FAUX. Contre-exemple dans R? : S = {(0,0)} U (R x 1), co(S) = {(0,0)} U (Rx]0, 1]).

Par contre, le résultat est vrai si on ajoute I'hypothese S borné, d’apres le corollaire 2.2.7.

FAUX, le méme contre-exemple que ci-dessus convient. Par contre, c’est vrai en dimension finie
si on rajoute I'hypothese : S borné. En effet, S est alors compact et on peut utiliser le corollaire
2.2.7. Remarquons que méme si S est compact c’est faux en dimension infinie, cf remarque 2.2.8.

VRAL 11 suffit de montrer la contraposée, a savoir : pour tous points xi,...,zny41 affinement
indépendants de RY, co(xy,...,ox11) est d’intérieur non vide. Cela se montre par récurrence sur
N > 1. Cest clair pour N = 1. Supposons la propriété démontrée pour N points de RN ~1, et
considérons N + 1 points affinement indépendants de R™. Les points z1,...,xx engendrent un
sous-espace affine de dimension N — 1 donc leur enveloppe convexe contient une boule ouverte de
dimension N — 1. Ainsi co(x1, ...,2nx+1) contient le cone de sommet zyy1 et de base cette boule.
Il est donc d’intérieur non vide.

FAUX, par exemple I'ensemble vide est convexe fermé borné ; plus généralement, il existe des
convexes fermés bornés d’intérieur vide, par exemple un segment dans le plan. Par contre, si on
impose que le convexe soit d’intérieur non vide, la propriété est vraie, voir section suivante.

Jauge d’un convexe

Pour cette section, on peut se référer & [3]. Dans tout ce paragraphe, on suppose que E est un espace
vectoriel normé.

2.3.1 Définition et propriétés

Soit C' C F un convexe tel que 0 est dans U'intérieur de C, et soit x € E. On remarque que

{a>0,§ec}

est un intervalle de la forme (A, 400 (ouvert ou fermé en A selon les cas).

Définition 2.3.1. Jauge d’un convexe

Soit C' C FE un convexe tel que 0 est dans l'intérieur de C. On appelle jauge d'un convexe
I'application pc : E — RT définie par

polz) = inf{a > 0,2 € C}.

Exemples :

10



e pour C' = F, la jauge est identiquement nulle ;

ll=ll .
T

e pour C' = B(0,7), on a pc(z) = &4

e pour C borné, on montre facilement que pc(x) =0 <= x = 0 (exercice).

Proposition 2.3.2. Propriétés de la jauge
La fonction pc vérifie les propriétés suivantes.
i elle est positivement homogene : Vz € E, VA > 0, pc(Az) = Apc(z) ;
i {zeBpc(x)=1}=0C; {xekE pclx)<1}=C;

iii elle est sous-additive : Vz,y € E, pc(x +y) < pc(x) + pc(y) ;

iv elle est continue.

Preuve :
i La propriété i est immédiate d’apres la définition.
ii Tl est clair que si x € C, alors pc(2z) < 1. Montrons maintenant que {x € E, pc(x) < 1} C C. Soit

donc x tel que po(x) < 1. Par définition, il existe a €]0, 1] tel que £ € C. On a aussi 0 € C' et par

convexité z € C. Inversement, si z € Co’, alors on a immédiatement (par la propriété i) pc(z) < 1,
et siz & C, alors po(x) > 1. Ainsi, si pe(x) <1, 0on az € C. On a donc montré

Cc{zeE po(z)<1lycCcl{zeE pe(z) <1} <C. (3)
Avant de finir la démonstration de la propriété ii, examinons les propriétés iii et iv.

iii Montrons la sous-additivité. L’idée de la preuve est présentée sur la figure 3. Soient € > 0 fixé,

z,y € E. On note
x Y

T=——— §=——".
po@)+e VT poy) +e

Figure 1: Preuve de la sous-additivité.

On a d’apres le point 1, po(Z) < 1,pc(g) < 1 donc d’apres (3), on en déduit que = € C, 5 € C.

Posons alors
po(x) + €

a= ,
pc(@) + pc(y) + 2¢
Alors z € C donc pe(Z) < 1. D’autre part, on obtient apres calcul

z=az+ (1 —a)y.

T +y
po(x) + po(y) + 26

z =

On obtient donc
pc(+y) < po(x) + pe(y) + 2,

ce qui donne bien le résultat attendu en faisant tendre € vers 0.

11



iv. Montrons la continuité de pc. Elle repose sur le fait que 0 est intérieur a C. En effet, soit r > 0 tel
que la boule fermée B(0, ) soit incluse dans C. Alors

Yy € E, Y, e C,
[yl

d’ott on déduit aisément que

vy € B, poly) < 1L (4)

r
De plus, en utilisant la sous-additivité,

pc(x+y) < po(x) +pc(y), pclz) < pel(z+y)+ pe(—y),

de sorte que

loc(z +y) — po(z)| < max(pe(y), po(—y)) < w

On a ainsi montré le caractere lipschitzien (donc continu) de la jauge.

Nous pouvons maintenant terminer la preuve de la propriété ii. De la continuité de pc, on déduit
que {z € E,pc(z) < 1} est un ouvert de E et {z € E,pc(x) < 1} est un fermé de E. Ainsi, la
relation (3) donne immédiatement que

C={zecE, po(z) <1}, C={zxcE, po(z) <1}.
En considérant 0C = C'\ C , on obtient la propriété ii.

2.3.2 Applications

La jauge d’un convexe est un élément essentiel dans la démonstration des théoréemes de séparation dans le
cas EVN. Nous la retrouverons donc dans la suite du cours. En attendant, elle permet aussi de démontrer
le résultat ci-dessous.

Corollaire 2.3.3. Homéomorphisme avec une boule

Soit C' un convexe borné d'intérieur non vide d'un espace vectoriel normé FE. Alors il existe un
homéomorphisme f : E — E qui envoie C sur la boule ouverte B(0, 1) et la frontiere 9C' sur la
spheére 0B(0,1).

Preuve : quitte a translater C, on suppose que 0 est un point intérieur ; on définit alors ’homéomorphisme

f+E— E par
0, six =0,
x) = .
f(z) { pc(x)ﬁ, sinon.
La fonction f est clairement continue en tout x # 0, elle est aussi continue en 0 grace a I'inégalité (4).
De plus, f est bijective, d’inverse

. 0, siz =0,
U l=ll_2 " sinon
pc(z)™ )
De méme que pour f, f~! est continue en dehors de 0, et elle est continue en 0 grace & I'inégalité
Yy € E, pc(y) = ”%H

ou R est le rayon d’une boule centrée en 0 et contenant C'. La propriété ii ci-dessus permet de conclure.

12



2.4 Projection sur un convexe fermé, applications

Il s’agit d’un résultat central en théorie de la convexité, et qui doit étre maitrisé, au moins en dimension
finie pour la norme euclidienne et dans les espaces de Hilbert.

2.4.1 Dimension finie, norme euclidienne

Théoreme 2.4.1. Théoreme de projection (cas euclidien)

On munit RY de la norme euclidienne, notée ||z|| et du produit scalaire canonique, noté (z,v).
Soit C' un convexe fermé non vide de RY et soit z € RY. Alors

i il existe un unique point y € C tel que ||y — z|| = inf,cc ||z — z||. Ce point y s'appelle
projeté de x sur C et sera noté y = po(x).

ii Le point y est caractérisé par la propriété :

Vze O, (x—y,z—y) <0. (5)

Figure 2: Projection sur un convexe fermé non vide.

Preuve :

i L’existence provient essentiellement d’un argument de compacité. Puisque C' est fermé, on se
rameéne & minimiser la fonction continue z — ||z — z|| sur le compact non vide C' N B(x, ||z — 2])),
ol zp est un point quelconque de C. (La dimension finie est essentielle ici pour avoir la compacité
de la boule !)

L’unicité provient de la convexité de C' et du théoreme de Pythagore (la structure euclidienne est
ici essentielle) : si deux projetés différents existent, alors par le théoréme de Pythagore leur milieu
est meilleur, et il est toujours dans C', ce qui contredit la définition du projeté.
ii Montrons la caractérisation (5).
= : soit y le projeté de x et soit z € C. On pose z; = y+t(z —y) € C, t €]0,1[. On a donc par
définition de y,
20 — @l = ]|z = ylI* + 2tz — g,y — ) + [ly — [|* > [ly — ]*.

En divisant par ¢ > 0 et en faisant tendre ¢ vers 0, on obtient 'inégalité recherchée.

< : soient y vérifiant la caractérisation et soit z € C'. On a :

0 > <$—y,2—y>
(x—yx—y+z—ux)
= yl* + (z —y,2 — )

Y

llz —yl|* — ||z — y||||z — 2| (inégalité de Cauchy Schwarz)

D’ou le résultat.
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Figure 3: Un exemple avec une infinité de projetés et une norme non euclidienne.

Proposition 2.4.2. Continuité de la projection

L'application x — pc(x) est 1-lipschitzienne, i.e.

Vay, zp € R X R", |[pe(@1) — pe(@2)|| < |21 — 2.

Preve : on utilise la caractérisation du projeté.

(x2 — po(r2), po(r1) — po(w2))
(r1 — po(z1),pc(r2) — po(x1))

VANVAN

ce qui donne apres sommation des deux inégalités :

Ipc(z1) — pe (@) || < (21 — 22, po(21) — po(x2)) < |lpe(@1) — po(@2)|l[|z1 — 22|

D’ou le résultat.

2.4.2 Vrai ou faux ?

i VRAI OU FAUX ? En dimension finie, quelle que soit la norme considérée, il existe toujours un
unique projeté sur un convexe fermé non vide C'.

ii VRAI OU FAUX ? Si C est un fermé non vide de RV ayant la propriété de projeté unique, alors il
est convexe.

iii. VRAI OU FAUX ? Soit C' un convexe compact non vide de RY. Alors 9C = po (RN \ C).
Les réponses :

i FAUX. En cas de changement de norme, toujours en dimension finie, on garde I'existence d’une
solution mais on perd I'unicité. Prenons par exemple R? muni de la norme || - ||o. Alors le point
(0,1) a une infinité de projetés sur la droite d’équation y = 0, voir figure 3.

ii VRAI, ce résultat a été démontré indépendamment par L.N.H. Bunt (néerlandais, 1934) et Theodore
Samuel Motzkin (israélo-américain,1935), mais est connu sous le nom de théoréme de Motzkin. Voir
par exemple [11] pour une démonstration.

Théoréme 2.4.3. Théoréme de Motzkin
Soit A un fermé non vide de RY, vérifiant
Ve e RN 3y € A, d(x, A) = ||z — y]|.

Alors A est convexe.
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Figure 4: Une idée de la preuve du théoreme de Motskin

Figure 5: Projection d’une sphére sur un convexe compact

On présente ici simplement 1'idée de la preuve sur un dessin (voir Figure 4). Si A n’est pas convexe,
alors on peut trouver z,y € A, z €|x,y[ et € > 0 tels que AN B(z,e) = 0. (On utilise ici le
caractere fermé de A). Considérons toutes les boules fermées contenant B(z,€) et dont I'intérieur
ne rencontre pas A. La clé de la démonstration consiste a prouver qu’il existe parmi elles une boule
By de rayon maximal. Par unicité du projeté de son centre sur A, le bord de By rencontre A en un
seul point. Mais alors en la décalant un peu on peut obtenir une boule fermée de rayon identique,
qui ne rencontre pas A. Cette boule étant compacte, elle est a distance strictement positive de A,
ce qui contredit la maximalité du rayon de By.

iti. VRAL voir [10]. L’inclusion pc(RY \ C) C 9C est claire. Pour 'autre inclusion, soit B une boule
ouverte contenant C, et soit S le bord de B. On va montrer que 9C C pc(S). La preuve est
illustrée par la figure 5.

Soit donc x € 9C, et i > 1. Soit z; € B\ C tel que |z — x;| < % On note u; = po(x;). Alors
|z —wi| <z —x] < 7

Soit maintenant y; le point d’intersection de la sphere S et de la demi-droite [u;x). Alors on a
pc(y:) = u;. De la suite (y;) on extrait une sous-suite convergeant vers un y € S. Par continuité
de la projection, il vient

pe(y) = lim pe(y;) = lm u; = .

1—+00 1—+00

On a donc montré le lemme suivant.

Lemme 2.4.4. Projection d’une sphére sur un convexe compact

Soit C' un convexe compact non vide de R"V. Soit B une boule ouverte contenant C, et soit S sa
frontiere. Alors le bord de C' est I'image de S par pc.

2.4.3 Le cas de la dimension infinie

Attention, en dimension infinie les choses se compliquent ! On a vu que la preuve de 'existence utilisait
la compacité des boules, elle ne fonctionne donc qu’en dimension finie. Toutefois le résultat s’étend
partiellement & des espaces de dimension infinie.
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Théoreme 2.4.5. Projection, cas hilbertien

Soit H un espace de Hilbert, de norme notée ||z|| et de produit scalaire noté (x,y). Soit C' un
convexe fermé non vide de H et soit x € H. Alors

i il existe un unique point y € C tel que ||y — z|| = inf,cc ||z — z||. Ce point y s'appelle
projeté de x sur C' et sera noté y = po(z).

ii Le point y est caractérisé par la propriété :

VzeC,(x—y,z—y) <0. (6)

Preuve : la preuve de 'unicité est la méme qu’en dimension finie. Pour ’existence, il faut travailler
un peu plus finement. Voir par exemple [3] pour la preuve.

Soit @ € H et (yn)nen une suite minimisante. On va montrer que cette suite est de Cauchy, elle
converge donc et par continuité de la distance, sa limite est le projeté de x sur C. Pour montrer la
propriété de Cauchy, on part de 'identité du parallélogramme :

Vu,v € H, 2||ull* + 2||v||* = u+vl|* + u - v]|*.

En choisissant © = z — y,, et v = x — y,, n, m étant fixés, on obtient :

2

Un +tm | |gn—y 1
o= B 820 | P+ = 3P
Notons, pour k € N, d, = ||z — yx||. Puisque la suite (y) est minimisante, on a
lim dy = inf ||z — 2| =: d.
k—o00 zeC

On a :

Ynt Um0 done x_yﬂ/mH S 4

2 2

On en déduit : )

Yn — Ym Lo | o 2

Jn__Imf -

On obtient la convergence vers y qui est donc le projeté de z sur C.

Remarque 2.4.6 Cas des espaces de Banach

Dans un espace de Banach réflexif, on peut montrer |'existence du projeté grace a la compacité faible-* des
boules. On perd en revanche I'unicité. Dans un espace de Banach quelconque, on n'a pas nécessairement
existence du projeté, comme le montre le contre-exemple ci-dessous.

Exemple 2.4.7 Un espace de Banach sans existence du projeté
On considere E = {f € C°([0,1],R), f(0) = 0}, muni de la norme ||.||o. Il s'agit bien d'un espace de Banach
(hyperplan fermé dans C?). Considérons le sous-espace

1
O:{feE,/Of:O}.
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Figure 6: Un espace de Banach sans théoreme de projection

L'intégration de 0 a 1 étant une opération continue pour la norme considérée, C' est un hyperplan fermé de
E. Cependant, la fonction fo = id|g,1] n'a pas de projeté sur C. En effet, on montre aisément que

VPeCIf - foll > 5

D'autre part, on construit comme sur la figure 5 une suite de fonctions f, affines par morceaux continues,
vérifiant

1,1
— < Z 4 =
Ifn = foll = 5+~
Ainsi, X
e 11— ol = L
nf |f = foll =5

n'est pas atteint. (Notons que le projeté naturel de f serait la fonction f = fo — % en pointillés sur la figure,
mais elle ne vérifie pas la contrainte f(0) = 0 et donc n'est pas dans |'espace E.)

Ce théoreme de projection, souvent absent des livres de géométrie, a de nombreuses applications en
analyse. Nous en citons ici quelques exemples.
2.4.4 Application 1 : optimisation sous contrainte convexe

L’optimisation est un domaine omniprésent dans les applications, et beaucoup de problemes conduisent &
minimiser une fonction sur un convexe fermé non vide K de RY. On a alors la caractérisation suivante :

Proposition 2.4.8. Minimisation sous contrainte convexe

Soit K un convexe fermé non vide de RY et soit f : K — R différentiable. Si 2y € K est un point
de minimum de f sur K, alors pour tout p > 0, on a

7o = px (0 — pV f(20)).

Si K = RY, on retrouve la caractérisation usuelle : V f(xg) = 0. Dans le cas d'un convexe non trivial,
cette caractérisation est a la base de ’algorithme du gradient avec projection pour la recherche du point
de minimum, donné par la formule :

ug € K, upq1 = pK(un - pr(In))
Pour démontrer la proposition, on prend x € K et on note z; =tz + (1 — t)zg, ¢ € [0,1]. Alors pour
tout ¢, x; € K, et pour t assez petit on a f(x;) > f(xg). La formule de Taylor donne alors
(Vf(wo),x — x0) 20,

ou encore
(o — pV f(x0) — w0, T — 20) <0,

ce qui est la caractérisation du projeté.
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2.4.5 Application 2 : de Brouwer a Schauder *

On admet ici le théoréme de point fixe de Brouwer (1910, Luitzen Jan Egbertus Brouwer).

Théoréme 2.4.9. Brouwer

Soit B la boule unité fermée de RY. Alors toute application continue f : B — B a un point fixe.

Remarque 2.4.10

i De ce théoréme, on déduit aisément que la méme propriété est valable en remplagant la boule par un
compact homéomorphe a la boule, par exemple un compact convexe non vide.

ii Rappelons que le théoréme de Brouwer est faux en dimension infinie, comme le montre le contre-exemple

ci-dessous :
f: B(0,1)Cci?*(N) — I*N)

x = (Tp)neN = flz) = (V/1-||z|]?, z0, 21, .).
Cependant, on va a partir du théoréme de projection, obtenir le théoreme de point fixe de Schauder
(1930).

Théoréme 2.4.11. Schauder

i Soit C' un convexe compact non vide d’un espace vectoriel normé E, de dimension finie ou
infinie. Alors toute application continue f : C'— C' a un point fixe.

ii Soit C' un convexe fermé non vide d'un espace vectoriel normé FE. Alors toute application
continue f : C' — C, d'image relativement compacte, a un point fixe.

Le point 1 est plus simple d’énoncé, cependant le point 2 (qui implique clairement le 1) est le plus
utile pour les applications. En effet, en dimension infinie, imposer & un convexe d’étre compact est une
hypothese forte. (En particulier, en dimension infinie, un compact est nécessairement d’intérieur vide,
sinon il contiendrait une boule.) On démontre donc directement le 2.

La preuve de ce théoréme peut faire I'objet d’'un développement, qui se placera utilement dans de
nombreuses legons. Il est alors conseillé de se placer dans le cas hilbertien, ou la preuve est moins
technique. Ne pas hésiter a l'illustrer par quelques dessins.

Preuve dans le cas hilbertien : (voir [5]). Elle consiste en deux étapes :
e on commence par le cas ou F est de dimension finie,
e dans le cas de la dimension infinie, on se rameéne a la dimension finie par compacité, et on construit

des applications f, sur un convexe C,, de dimension finie,
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Figure 7: Preuve du théoréme de Schauder - Etape 1.

e enfin, on passe a la limite pour montrer I’existence d’un point fixe pour f.

e Etape 1 : cas ol E est de dimension finie.

Puisque f(C) est compact, il est inclus dans une boule fermée B, elle-méme compacte. On définit
I’application
g:fopc B*)f(C)CB

(Voir Figure 7.) Alors g est continue, donc d’apres le théoreme de Brouwer elle admet un point fixe
r=g(x)€B. Orz = fopc(x) € f(C) CCdonczeCeta=f(x).

e Etape 2 : cas olt E est de dimension infinie.

On va se ramener & la dimension finie, en considérant des intersections de C avec des sous-espaces
de dimension finie, de plus en plus gros.

Fixons n > 1 et recouvrons f(C) par des boules ouvertes de rayon % Par compacité, on peut en
extraire un recouvrement fini :

— 1
dk € N*vaxl,...,l'k eC, f(C) C U?:lB ((Ej, n) .

(Pour alléger 1'écriture, on ne fait pas apparaitre la dépendance de k et des x; par rapport a ’entier
n fixé.)

Considérons le sous-espace affine (de dimension finie) E,, engendré par les x;,1 < j < k et notons
C, = CnNE,. Cest un convexe fermé. Cependant, il n’a pas de raison d’étre stable par f et on ne
peut lui appliquer directement le 1. 11 faut modifier la fonction f en composant a gauche par une
application qui ramene dans C,,.

On note p,, la projection sur C,. Alors 'application f,, = p, o f : C,, — C}, est continue, d’image
relativement compacte, donc par I’étape 1, elle a un point fixe a,, = p,(f(a,)) € Chn.

° Etape 3 : passage a la limite.

Il reste a faire tendre n vers l'infini et montrer que la suite (a,), & une sous-suite pres, converge
vers un point fixe de f.

La suite (f(ay)) reste dans le compact f(C) donc a une sous-suite qui converge vers [ € C. On a,
pour tout n,

1F(@n) — aull = 17(an) — pn © Flan)]| = d(f(an), Cn).
Or
Fan) € 1C) € Uiy (2,1 )

Ainsi,

SHES

d(f(an)a Cn) < mink ||f(an) - x]” <

T1g<
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Figure 8: Preuve du théoreme de Schauder - Etape 3.

(Voir figure 8.) On en déduit que

[ f(an) — an|l njoo 0,

donc a, e I. De plus, f étant continue, on a f(ay) N f(1) done f(1) =1.

n

Remarque 2.4.12 Cas d'un evn.
Attention, ici on ne peut plus utiliser la projection ! On va donc définir a la main une application p,,, continue,

qui envoie C dans C,, et vérifie
1
¥z € (C), Ipn(z) — ol < -

On construit p,, comme combinaison convexe des z;, en posant

_ L bunl@)i
Zi'czl (b’b,n(x)

Le reste de la démonstration est identique au cas hilbertien.

1
Dn(2) , avec ¢; n(x) = sup <n — ||z — xi||,0> .

Comme exemple d’utilisation de ce théoreme, on peut retrouver le théoreme de Cauchy-Peano sans
passer par les solutions approchées par la méthode d’Euler. On se rameéne & un argument de point
fixe, comme dans la preuve classique du théoreme de Cauchy-Lipschitz, en transformant le probleme de
Cauchy en équation intégrale. La compacité découle du théoreme d’Arzela-Ascoli, comme dans la preuve
classique du théoreme de Cauchy-Peano.

Corollaire 2.4.13. (Cauchy Peano)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et f : E — FE une application continue. Alors, pour
tous tg € R,yg € F, le probleme de Cauchy

y' = f(y), ylto) =wo (7)

admet une solution (non nécessairement unique ici !) sur un voisinage de ¢.

Idée de la preuve : y est solution locale du probleme de Cauchy (7) est équivalent &

y € C%lto — v to + al), Ve y(t) = yo + / Fy(s))ds,

pour un « > 0 assez petit. On se rameéne a un probléme de point fixe pour 'application F' définie sur
X =C%[ty — o, to + @) par

Fy)(t) = o + / Fy(s))ds.
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On choisit pour convexe
C= {y € X, Hy(t) - yO” < T}v

pour un réel r > 0 & définir de fagon & avoir la compacité de F(C). (Remarquons que C' lui-méme n’est
pas compact.)

2.4.6 Application 3 : le théoréme de Stampacchia *

Ce théoreme généralise le théoréme bien connu de Lax-Milgram. Les rapports du jury d’agreg le citent
comme un développement classique, que les candidats ne savent souvent pas bien motiver. Attention
donc a étre en mesure d’en donner quelques applications.

Théoreme 2.4.14. Stampacchia

Soit H un espace de Hilbert, K un convexe fermé non vide. Soit a : H x H — R une forme
bilinéaire continue et coercive, i.e.

Jo, C >0, Vu,v € H, |a(u,v)|] < Cllull|lv]], alv,v)> alv|?.
Alors, pour toute forme linéaire ¢ € H’, il existe un unique u € K tel que

Yo e K, a(u,v—u) > {(¢,v —u)pg' H. (8)

Remarque 2.4.15 Stampacchia vs Lax-Milgram
Sous les mémes hypotheéses sur a, le théoreme de Lax-Milgram permet d'affirmer que, pour ¢ donnée, il existe

un unique w € H vérifiant :
Vv e H, a(w,v) = (¢, v)m H.

Ici, on veut imposer une contrainte supplémentaire a la solution qui est de rester dans le convexe K. Si c'est
le cas pour w, alors bien siir w = u et I'inégalité (8) devient en fait une égalité. Mais dans le cas contraire,
u sera un point différent de w et on perdra donc I'égalité. Par exemple, si la forme a est tout simplement le
produit scalaire, alors u sera le projeté de w sur K.

Notons également que ce théoreme est souvent appliqué dans le cas ou K est un sous-espace affine. Dans
ce cas, I'inégalité devient une égalité. Voir par exemple |'application : EDP avec données non homogenes.

Preuve : (voir par exemple [3]).
On note (-,-) le produit scalaire dans H. D’aprés le théoréme de Riesz-Fréchet, il existe un unique
f € H tel que
Yv e H, (¢, 0y = (f,v).

De plus, a u fixé, v — a(u,v) est linéaire continue donc il existe un unique élément de H, noté Au, tel
que
Yo € H,a(u,v) = (Au, v).

L’opérateur A est clairement linéaire continu de H dans lui-méme. Le probleéme se rameéne donc a trouver
u € K tel que
(Au— f,v—wu) > 0,Yv € K,
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ou de fagon équivalente, en fixant p > 0,
(pf — pAu+u—u,v—u) <0,Vv € K,

ce qui signifie précisément que u est le projeté sur K de pf — pAu + u.
Pour montrer I'existence et 'unicité de u, il suffit donc de vérifier que, pour un p > 0 bien choisi,
I’application S de K dans lui-méme définie par

S() =pr(v+pf — pAv)
est contractante. Soient donc vy et vo € H, on a :

[Sv1 — Sva|® < lor — w2 — pA(vy — v2)]?
< oy = va|? 4 p2CPlor — va|* = 2p(A(vy — v2),v1 — v2)
< (1+p*C? = 2pa)|lor — v,
avec

20

VpE]O, 2

{71+p202—2,0a<1.

Exemple 2.4.16 EDO avec donnée non homogene

Une application typique du théoréme de Lax-Milgram concerne les EDO ou EDP elliptiques avec données
homogenes au bord. Par exemple, on considere le probleme

—u"+u = f, zel=]0,1],
u(0) = 0,
u(l) = 0,

ol f € L3*(I). L'existence et I'unicité d'une solution faible découlent du théoréme de Lax-Milgram dans
I'espace de Hilbert Hi(I), pour les applications

a(u,v) = /I(u/v'+uv), o(v) = /va.

Considérons maintenant le probleme

—u"+u = f, xzel=]0,1],
= «

)

oti f € L%(I) et a, 3 sont des réels donnés. L'espace des fonctions H! vérifiant la condition au bord n’est
plus un espace de Hilbert, mais un sous-espace affine de I'espace H = H'(I). L'existence et I'unicité d'une
solution faible découlent du théoréme de Stampacchia dans I'espace de Hilbert H, pour les applications a et
¢ définies comme ci-dessus, et le convexe

<
~~
=
=
|

K ={ve Hv0)=a,v(1) =g}

22



Remarque 2.4.17 Minimisation d'une énergie
Soient H, K, a, ¢ comme dans le théoreme de Stampacchia. On suppose de plus que a est symétrique. On
peut alors lui associer une énergie définie par

T(0) = 3a(v,0) ~ (6, b

Alors on a équivalence entre les problemes

u € K,
Yo e K, alu,v—u) > (¢,v —u)ps 1.
et
u € K,
Yo e K, J(v) > J(u).

Ainsi, dans ce cadre, le théoréeme de Stampacchia peut étre réinterprété comme un théoréme d’existence et
d’unicité pour un probleme de minimisation de I'énergie, avec contrainte convexe u € K.

Exemple 2.4.18 Probléeme de I'obstacle

Un exemple typique d'utilisation concerne le probléme de |'obstacle en élasticité linéaire, qui consiste a trouver
la forme que prend un élastique fixé en deux points (0,0) et (1,0) et astreint a rester au-dessus d'un obstacle
dont le bord supérieur a pour équation

Y= 1/)(5”)796 € [07 1]

Si y = u(z) est I'équation de la forme prise par I'élastique, on se raméne au probleme de minimiser I'énergie
élastique

J(v) = /01 v (x)?dx

sous la contrainte
v e HY0,1), v>1pp.

Le théoreme de Stampacchia fournit ainsi une solution unique a ce probléme.

Figure 9: Le probléeme de ’obstacle

2.5 Hyperplans d’appui et théoréemes de séparation

Désormais, F est un espace vectoriel normé. (Le lecteur pourra se limiter & la dimension finie ou au cadre
hilbertien pour plus de facilité.)
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Définition 2.5.1. Hyperplan affine

On dit que H est un hyperplan affine (resp. un hyperplan affine fermé) de E s'il existe une forme
linéaire (resp. une forme linéaire continue) f : E — R et un réel « tels que

H={zecE f(z)=a}=Hy,.

Définition 2.5.2. Séparation large

Soit H = H¢ o un hyperplan affine fermé de E. On dit que H sépare deux sous-ensembles A et B
au sens large si, quitte a remplacer (f,«) par (—f, —«), on a

V(a,b) € Ax B, f(a) < a < f(b),

ou, de maniere équivalente,

Définition 2.5.3. Séparation stricte

Soit H un hyperplan affine fermé de E. On dit que H sépare deux sous-ensembles A et B au sens
strict si, quitte a remplacer (f,a) par (—f, —a), on a

Je >0, V(a,b) e AxB,f(a)<a—ec<a+e< f(b).
ou, de maniere équivalente,

inf f(b).
igﬁf(a) <a < inf f(b)

Exercice : vérifier les équivalences dans les deux définitions ci-dessus.

2.5.1 Hyperplan d’appui

Définition 2.5.4. Hyperplan d’appui

e Soit C' un convexe de E et H un hyperplan affine fermé de E. On dit que H est un hyperplan
d’appui a C' si C est inclus dans un demi-espace de frontiere H, et si H rencontre le bord de
C.

e Side plus zo € H N AC, on dit que H est un hyperplan d'appui a C en xg.
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Proposition 2.5.5. Existence d’un hyperplan d’appui en tout point du bord
(dimension finie)

Soit C' un convexe non vide de RY, C # RY. Alors, pour tout 2 € 9C, il existe un hyperplan
d'appui a C en z.

Preuve :
On s’appuie sur le lemme 2.4.4 démontré page 15.

e Si C est borné : alors il existe y & C tel que x = pc(y). L’hyperplan passant par x et orthogonal &
(zy) convient.

e Si C n’est pas borné, il existe un hyperplan d’appui H en z & C N B(z,1). Soit H~ le demi-espace
fermé de frontiere H, contenant C' N B(x,1), et HT lautre demi-espace. S’il existe z € C'\ H~,
alors [z,2] € C. Or |z,2] C HY. Pour y € [z,2] N B(x,1) on a une contradiction. Ainsi, H est un
hyperplan d’appui a C.

Remarque 2.5.6 Cas de la dimension infinie

Ce résultat est faux. Contre-exemple : un hyperplan dense (noyau d'une forme linéaire non continue) est
convexe mais n'admet pas d'hyperplan d'appui en un point du bord. Sous I'hypothése C non dense, le résultat
sera vrai dans un Banach réflexif (en utilisant la compacité faible-* des boules)...

2.5.2 Théorémes de séparation : le cas de la dimension finie

Théoréeme 2.5.7. Théoremes de séparation : dimension finie

Soient A et B deux convexes disjoints non vides de RY.

i Si A est fermé et B compact, alors il existe un hyperplan fermé qui sépare A et B au sens
strict.

ii Sans aucune hypothése topologique, il existe un hyperplan fermé qui sépare A et B au sens
large.

Remarque 2.5.8 Cas de deux convexes fermés
Si A et B sont deux convexes fermés disjoints, alors il n'y a pas en général d'hyperplan qui les sépare au sens
strict. Un contre-exemple est fourni par I'exemple ci-dessous, illustré par la figure 10.

A={(z,y) € (R ay>1}, B=Rx]—os,0]

Pour la preuve du théoreme, voir par exemple [10]. On peut aussi trouver la preuve du seul point 1
dans [7].
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Figure 10: Un contre-exemple au théoreme de séparation stricte.

On commence par le cas ol A est fermé et ot B = {z(} est un singleton, avec g ¢ A.

Lemme 2.5.9.

Soit A un convexe fermé non vide, et B = {x¢}, avec zp & A. Alors on peut séparer A et B au
sens strict par un hyperplan fermé.

Preuve : le convexe A étant fermé et non vide, on peut définir la projection p4 sur A. Alors le vecteur
s =z — palxg) vérifie

<5a ‘T0> > sup(s, y)
yeA

Le lemme est donc démontré.
Prenons maintenant A fermé et B compact. On note

A-—B={a—bac Abe B}

C’est un convexe (somme de deux convexes), fermé (voir lemme ci-apres) non vide, et qui ne contient pas
0 puisque A et B sont disjoints. D’apres le lemme ci-dessus, il existe s € F tel que
(5,00 =0> sup (s,a—0b).
(a,b)eAxB
On a clairement,
sup (s,a—b) < sup(s,a) — inf(s,b).

(a,b)€AxB acA beB
On a donc

sup (s,a—b) = sup(s,a) — inf (s,b) < 0.

(a,b)EAXB acA beB

Le point 1 est démontré.

Pour le point 2, on utilise de nouveau la remarque suivante : séparer A et B est équivalent & séparer
A— Bet {0}.

e Si A — B est fermé, alors on peut séparer A — B et {0} au sens strict par un hyperplan fermé.

e Sinon, deux cas : soit 0 est sur le bord de A — B. Alors il existe un hyperplan d’appui & A — B
passant par 0 (voir la proposition 2.5.5), et cet hyperplan sépare A — B et {0} au sens large. Soit 0
n’est pas sur le bord de A — B. Dans ce cas, on peut séparer ’adhérence de A — B et {0} au sens
strict par un hyperplan fermé, et donc on sépare a fortiori A — B et {0}.

On a utilisé dans la preuve le lemme ci-dessous, dont la preuve est laissée en exercice.

Lemme 2.5.10. Somme d’un fermé et d’un compact

Si A est fermé et B compact, alors A + B est fermé.

Remarquons que le résultat est faux si ’hypothése B compact est remplacée par B fermé. Contre-

exemple :
A={(r,y) € RT)? 2y >1}, B=Rx{0}, A+ B=Rx]0,+ol.
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2.5.3 Théoréme de séparation : cas des evn*

Théoreme 2.5.11. Théoremes de séparation

Soit E un evn. Soient A et B deux convexes disjoints non vides de F.
i Si A est ouvert, alors il existe un hyperplan fermé qui sépare A et B au sens large.

ii Si A est fermé et B compact, alors il existe un hyperplan fermé qui sépare A et B au sens
strict.

Ici, la preuve repose sur le théoréme de Hahn-Banach, qui est un résultat difficile. (Il repose sur le
lemme de Zorn, voir par exemple [4].)

Théoréme 2.5.12. Hahn-Banach

Soient E un R-ev, et p: £ — R une application positivement homogeéne et sous-additive. Soit S
un sous-espace vectoriel de F, et soit f : S — R une application linéaire vérifiant :

Va €S, f(z) < p(z).

Alors il existe une forme linéaire F' sur E telle que Fig = f et

Vo € E, F(z) < p(x).

Voyons comment de ce théoreme on déduit les résultats de séparation. Comme dans le cas euclidien,
on va commencer par le cas ou B est un singleton, puis dans le cas général on s’y ramenera en faisant
des sommes de Minkowski.

Etape 1. Cas o1 A est ouvert et B = {z(} est un singleton.
Si A contient le point 0, il suffit dans ce cas d’appliquer le théoréeme de Hahn Banach avec

S = Ran f(tl‘()) =1, p=ypa

ol pa désigne la jauge du convexe A. On a vu au paragraphe 2.3 qu’elle vérifie les propriétés demandées.
On obtient par le théoreme 'existence d’une forme linéaire F' qui prolonge f et vérifie

Ve € E,F(z) < pa(x).

En particulier, on a
Vo € A, F(z) < pale) < 1= Flay).

Ainsi, hyperplan d’équation F(z) = 1 sépare A et B au sens large. Il reste & vérifier que cet hyperplan
est fermé, i.e. que F est continue. Cela découle de la propriété de Lipschitz pour la jauge :

Vo € B, |F(z)| < max(p(x), p(~2)) < M][a].

Dans le cas ou 0 € A, le résultat de séparation reste valable, il suffit d’effectuer une translation pour se
ramener au cas précédent.
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Etape 2. Séparation large quand A est ouvert.
On pose C'= A — B, alors C est convexe. De plus, il est ouvert comme réunion d’ouverts :

C = UbeB(A — b),

etona0 ¢ C. D’apres I’étape 1, on peut donc séparer le singleton {0} et C' au sens large par un hyperplan

fermé, i.e.
3f € E',V(a,b) € A x B,0 < f(a) — f(b).

On pose o = sup,¢ 4 f(a), alors I'hyperplan d’équation f(z) = « sépare A et B au sens large.

Etape 3. Séparation stricte pour A fermé, B compact.
On pose, pour € > 0,
A. = A+ B(0,€), B. = B+ B(0,¢).

Comme précédemment, A, et B, sont des ouverts de E. De plus, ils sont convexes, non vides, et disjoints
si € est assez petit (en effet, la distance d’un fermé a un compact disjoint est strictement positive). Alors
par ’étape 2, on peut séparer A, et B, au sens large par un hyperplan fermé H. Ainsi, H sépare A et B
strictement.

2.5.4 Vrai ou faux ?

i VRAI OU FAUX ? On peut toujours séparer (au sens large) deux convexes fermés disjoints non
vides par un hyperplan fermé.

ii. VRAI OU FAUX ? Le seul convexe dense est 1’espace entier.

iii. VRAI OU FAUX ? Soit C un convexe compact non vide de E evn. Alors pour toute [ € E', C
admet un hyperplan d’appui parallele & Ker(l).

iv. VRAI OU FAUX ? Soit C un convexe fermé borné non vide de E evn. Alors pour toute [ € E', C
admet un hyperplan d’appui parallele & Ker(l).

Les solutions :

i C’est FAUX en dimension infinie, mais VRAI en dimension finie, d’apres le point 2 du théoréeme
2.5.7. En dimension finie, on peut aussi le démontrer & partir du point 1, voir [7]. L’idée est
d’intersecter 'un des convexes avec des boules de plus en plus grosses pour se ramener & un convexe
compact, et appliquer le théoreme de séparation stricte. Puis en passant a la limite quand le rayon
des boules tend vers 'infini, on obtient la séparation large.

Pour un contre-exemple en dimension infinie, voir Bourbaki, EVT, II p.83 exercice 10. (C’est assez
tordu.)

ii C’est VRAI en dimension finie comme corollaire du point précédent. C’est bien sir FAUX en
dimension infinie, il suffit de prendre pour cela le noyau d’une forme linéaire non continue. Cf le
lemme 2.5.13 rappelé ci-dessous.

iii VRAI En effet, [ est continue sur le compact C, donc elle est bornée et atteint ses bornes. Ainsi,
Jxq, 29 € C,Vy € C)l(x1) < U(y) < (x2).

Les hyperplans d’équations I(y) = l(z1) et {(y) = I(z2) sont donc des hyperplans d’appui a C
paralleles a Ker(l).
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iv FAUX en dimension infinie. Pour un contre-exemple, on prend E comme au point ii, et on choisit
comme convexe la boule fermée B. On définit une forme linéaire | par

Yu e E, l(u) = Z 27 "y,
neN
Elle vérifie
Vu € B, [l(u)] < [[ullse Y 27" = 2||ullo-
neN

Ainsi, on a :
Vue C,—2 <l(u) <2.

On va montrer que {l(u),u € C'} =] — 2,2[, de sorte que I'inf et le sup ne sont pas atteints. Tout
d’abord, il n’existe pas u € C telle que {(u) = 2, car cela imposerait Vn € N, u,, = 1 ce qui contredit
Pappartenance & E. Meéme chose pour I(u) = —2. D’autre part, on peut construire une suite
minimisante
P EN(uP) — 2.

()pen € BV 1) —

11 suffit pour cela de poser
_17 sin S b,

Un = { 0, sinon.
Considérons les hyperplans paralleles & Ker(l), i.e. les
H,={z€E|l(z)=a},a eR.
Ils sont donc de deux types :

e si —2 < a < 2, alors C' rencontre les deux demi-espaces ouverts de frontiere H,, donc H, ne
peut étre un hyperplan d’appui a C,

e si |a| > 2, alors C' ne rencontre pas H, donc H, ne peut étre un hyperplan d’appui & C.

Lemme 2.5.13. Noyau d’une forme linéaire

Soit E un evn et [ une forme linéaire sur E. Alors son noyau est soit fermé, soit dense.

Voir par exemple [4] pour une démonstration.

2.5.5 Applications *

Corollaire 2.5.14.

Soit C' un convexe non vide et non dense dans E evn. Alors C est I'intersection des demi-espaces
fermés contenant C.
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Preuve : si 2 ¢ C alors on peut séparer x et C' au sens strict par un hyperplan. Ainsi, le demi-espace
fermé contenant C, et de frontiére cet hyperplan, ne contient pas x.

Remarque 2.5.15

e Ce corollaire permet notamment de montrer qu'un convexe fermé d'un evn E est fermé pour la topologie
faible.

e Le corollaire a un pendant analytique : toute fonction f convexe et semi-continue inférieurement (i.e.
d’'épigraphe fermé) est égale au suprémum des fonctions affines qui la minorent. Voir par exemple [10].
(Attention, pour montrer ce résultat, il faut montrer que epi(f) est I'intersection des demi-espaces
non-verticaux qui le contiennent.) L'intérét de ce résultat est de fournir une stratégie pour montrer des
résultats sur les fonctions convexes sci : on les montre sur les fonctions affines qui les minorent (facile)
puis on passe au sup.

Corollaire 2.5.16. Caractérisation des sous-espaces denses

Soit F' C E un sous-espace vectoriel. Si I’ n'est pas dense, alors il est inclus dans un hyperplan
fermé, i.e

df € E', f #0, telle que Vx € F, f(z) = 0.

(On utilise en général la contraposée de ce résultat pour montrer qu'un sous-espace est dense.)_
Preuve : supposons F' non dense, et soit g € F. On peut alors séparer strictement o et F. Donc il
existe f € E' et a € R tels que

Ve € R, f(z) < a < f(xo).

Or f(F) est un sous-espace vectoriel de R donc c’est soit R, soit {0}. Le premier cas est exclu, donc

f(F) = {0}.

Corollaire 2.5.17. Lemme de Farkas-Minkowski
Soient H un espace de Hilbert, k € N et ay,...,ax € H. On note
K ={z € H,({a;,r) <0,1 <i<k}.

Soit p € H vérifiant :

Vo € K, (p,x) > 0. (9)
Alors
k
3/\17 ...,)\k > 0, p = —Z)\iai.
i=1
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Preuve (voir par exemple [1]) :

On note i
C= {mZ)\iai,)\i 20,1§i§k}.
i=1
La preuve se fait en deux étapes : tout d’abord on montre que C' est un cone convexe fermé. Ensuite,

on suppose par 'absurde que —p ¢ C. On peut donc séparer au sens strict {—p} et C' par un hyperplan
fermé, ce qui conduit & une contradiction avec I’hypothese (9).

Etape 1 : C est un cone convexe fermé.
Il est clair que C' est un cone, au sens : Vo € C,Vt > 0,tx € C. On vérifie aisément que C' est convexe.
Il reste & montrer que C' est fermé. Pour cela, on distingue deux cas.

e Cas ou les a; sont linéairement indépendants : soit

k
T, = E A,
i=1

une suite d’éléments de C' qui converge vers une limite x. L’espace vectoriel engendré par les a;
étant fermé, il existe Aq, ..., Ax tels que

k
r = E )\iai.
i=1

Par I'indépendance linéaire des a;, on en déduit que pour tout 4, A; = lim,,_, 1 oo A" > 0 donc z € C.

e Cas ol les a; sont liés : le raisonnement précédent ne s’applique plus. Par contre, on va montrer que
C' est une réunion finie de cones convexes engendrés par des vecteurs linéairement indépendants.
Ainsi, C sera fermé comme union finie de fermés.

Soit (g1, ey pig) # (0, ..., 0) tel que
k
i=1

On va montrer que
Czulgjgkcj', ou Cj = Z/\iai,/\i 20,1 SZ Sk‘
i#j

11 est clair que les C; sont inclus dans C'. Réciproquement, soit

k
T = Z)\Zal eC.
i=1

Quitte & remplacer (1, ..., k) par son opposé, on peut supposer que 'un des p; au moins est
strictement négatif. On pose alors

N Y
t:min{ ,,ui<0}:J.
i e
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On a alors
k k

i=1 i=1 i#j
avec pour tout i # j, A; +tu; > 0 par construction. Ainsi, x € €. On réiteére le procédé sur chaque
C; jusqu’a se ramener & des cones engendrés par des vecteurs linéairement indépendants. Ainsi, C
est bien une réunion finie de cones fermés, donc il est fermé.

Etape 2 : théoréme de séparation.
Supposons maintenant que —p € C'. On peut alors séparer par un hyperplan affine fermé le compact
{—p} et le convexe fermé C au sens strict. Ainsi,

Jue H,Ja e R,Vv € C, (v,u) < a < (—p, u).
Puisque 0 € C, on a a > 0. Par la propriété de cone, on a de plus :
YVt > 0,Yv € C, {tv,u) < a,
en particulier, en divisant par ¢ et en faisant tendre t vers 400,
Yo e C, (v,u) <0.
On en déduit que v € K. Or on a montré que
(u,p) < —ax <0

ce qui contredit I'hypothese (9). Ainsi, on a —p € C' ce qui donne bien le résultat annoncé.

2.6 Points extrémaux et applications

2.6.1 Points extrémaux

Définition 2.6.1. Points extrémaux

Soit C' un convexe de E, et © € C. x est dit extrémal si C'\ {x} est convexe, ou de fagon

équivalente :
Alyr,y2,t) € C x Cx]0,1], tels que z = ty; + (1 — t)ys.

On notera Ext(C) I'ensemble des points extrémaux de C'.

Exemple 2.6.2 Premiers exemples
Les points extrémaux d'un polyédre convexe sont les sommets. Les points extrémaux d'une boule euclidienne
sont les points de la sphére. Un sous-espace affine non trivial de E n’a pas de points extrémaux.

Théoréme 2.6.3. Minkowski

Un convexe compact de RY est I'enveloppe convexe de ses points extrémaux.
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Pour montrer ce théoreme, on a besoin du lemme suivant.

Lemme 2.6.4.

Soit C un convexe de E et H un hyperplan d'appui a C. Alors

Ext(CNH)=Exzt(C)NH

e L’inclusion D est claire. En effet, si uw € FExt(C) N H, alors on a

Vyl»yQ S 07 Y1 # y27Vt 6]07 1[7ty1 + (1 - t)yQ 7& u.
C’est donc vrai a fortiori si on prend y1,y2 € C N H.

e Montrons maintenant U'inclusion inverse. Soit w € Ext(C' N H) et supposons qu’on ait :

Eyl,yg c C, Y1 75 Yo, dt G]O, 1ty + (1 — t)yg = U.

Les points y; et y2 sont dans le demi-espace fermé de frontiere H qui contient C. Si I'un des deux
est dans le demi-espace ouvert, alors u également, ce qui contredit I’hypothese. Ainsi, y; et yo sont
dans H et donc u € Ext(C N H).

Preuve du théoréme : soit C' un convexe compact non vide de RY. Quitte & se placer dans le sous-
espace affine engendré par C, on suppose que C' est d’intérieur non vide. On raisonne par récurrence sur
la dimension N.

e Cas ou N = 0. Alors C est un singleton, et le résultat est clair.

e Soit N > 1, fixé. Supposons le résultat vrai en dimension strictement inférieure a N. Soit C un
convexe compact non vide de RY et soit z € C.

— Si x est sur le bord de C : alors il existe H hyperplan d’appui a C en z. On se ramene a
la dimension N — 1 en considérant le convexe C' N H. Par I’hypothese de récurrence, = est
combinaison convexe de points extrémaux de C' N H. Il reste & montrer que ces points sont
aussi des points extrémaux de C, ce qui découle du lemme.

— Si z est intérieur & C : alors il existe 2’ € C, 2’ # x. On remarque que la droite (zz") coupe
OC en deux points exactement. En effet, (za’) N C est un convexe compact de dimension 1,
donc ¢’est un segment [y, 2], avec y, z € dC. D’apres le cas précédent, y et z sont combinaisons
convexes de points extrémaux de C. Ainsi, x = ty + (1 — t)z l'est également.

Exemple 2.6.5 Matrices bi-stochastiques

Soit N > 1, une matrice S € RY*Y est dite bi-stochastique si ses coefficients sont positifs ou nuls et si
la somme des coefficients de chaque ligne et de chaque colonne de S vaut 1. Notons Qy I'ensemble de
ces matrices bi-stochastiques. Alors les points extrémaux de 25 sont les matrices de permutation, i.e. les
matrices de la forme

P = [6,(:) jl1<ij<n, 0 € Sn.
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La preuve est laissée en exercice (voir [8], p. 200). On en déduit que Q est I'enveloppe convexe de I'ensemble
des matrices de permutation. (Théoreme de Birkoff). Ce résultat permet d'obtenir des inégalités matricielles
(voir [8]).

Remarque 2.6.6 Application du théoreme

Pour minimiser une fonction concave (par exemple affine) sur un polyédre convexe, il suffit de comparer les
valeurs de la fonction aux sommets du polyedre. Cette remarque est a |'origine des algorithmes de type sim-
plexe en programmation linéaire.

Remarque 2.6.7 Cas de la dimension infinie

L'énoncé ci-dessus est faux (on rappelle que I'enveloppe convexe d’'un compact n'est pas toujours fermée).
Toutefois, il est vrai dans un evn si on remplace “enveloppe convexe” par “enveloppe convexe fermée”. C'est
le théoreme de Krein-Milman qui a de nombreuses applications en analyse fonctionnelle. Voir par exemple [9].

2.6.2 Vrai ou faux ?
i VRAI OU FAUX ? Tout convexe compact admet au moins un point extrémal.
ii VRAI OU FAUX ? Tout convexe fermé borné admet au moins un point extrémal.

iii VRAI OU FAUX 7 Soit C un convexe compact non vide de E evn, et soit H un hyperplan d’appui
a C. Alors H contient un point extrémal de C.

iv. VRAI OU FAUX ? Soit C' un convexe fermé borné non vide de E evn, et soit H un hyperplan
d’appui a C. Alors H contient un point extrémal de C.

Les solutions :

i VRAI d’apres les théoremes de Minkowski (dim finie) et Krein Milman (dim infinie).

ii FAUX en dimension infinie. Contre-exemple : soit

E{uGRN,un — 0},

n—-+oo

muni de la norme infini. Soit B la boule unité fermée de E. Alors B n’a pas de point extrémal. En
effet, soit u € B, N € N tel que

1
Vn > N, |u,| < =.

2
On construit des suites v et w en posant
U, sin <N, U, sin <N,
Vn € N,vu, = 1 . Wy, = 1 .
Un + 35,,, sinon. Up — 5., Sinon.

Alorson a : v,w € B,v # w,u = (v+ w)/2. Donc u n’est pas extrémal.
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iii VRAI En effet, C'N H est convexe compact non vide donc il admet un point extrémal d’apres le i.
C’est donc un point extrémal de C' d’apres le lemme.

iv. FAUX. Pour un contre-exemple, on prend E et B comme ci-dessus et H = {u € E,ug = 1}. Alors
H est un hyperplan d’appui & B, et cependant B n’a pas de point extrémal.

Par contre, le résultat est vrai en dimension finie. En effet, C' N H est un convexe compact non
vide, donc il admet un point extrémal x € Ext(C N H) = Ext(C) N H. (Voir le lemme 2.6.4.)
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3 Fonctions convexes

Les fonctions f considérées dans cette partie seront définies sur une partie convexe C' d’un espace vectoriel
normé E (le plus souvent RY), ou sur un ouvert contenant C, et & valeurs réelles.

3.1 Définitions et propriétés élémentaires

3.1.1 Différentes notions de convexité

Définition 3.1.1. Convexité, convexité stricte, convexité forte

Soient C' un convexe non vide de E espace vectoriel normé, et f : C' — R.

e f est dite convexe sur C si
Va,y € C,vt €)0,1], flt + (1—t)y) < tf(2) + (1 - 0)f(y).

e f est dite concave si —f est convexe.

o f est dite strictement convexe sur C' si
Va,y € Cow #y,Vt €]0,1], f(tz+ (1 —-t)y) <if(x)+ (1 —1)f(y).

e f est dite fortement convexe sur C' s'il existe a > 0 tel que

«
-t

va,y € Cvt €]0,1], fltz + (1 -t)y) <tf(z)+ (1 -1)f(y) - StL — 1)z - yll*.

On dira dans ce cas que f est a-convexe.

Remarque 3.1.2 Forte convexité

o |l apparait clairement que f fortement convexe = f strictement convexe = f convexe.

e Dans le cas euclidien ou préhilbertien, on montre que f est a-convexe si et seulement si f — /2] - ||?
est convexe. (Exercice) La forte convexité est une notion qui peut sembler peu naturelle. On verra que
c'est un cadre trés agréable pour I'optimisation, car elle donne non seulement I'existence et I'unicité
d'un point de minimum, mais aussi des algorithmes de minimisation performants. Notons que ce cadre

inclut en particulier les fonctions quadratiques, voir section 3.1.3.
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Figure 11: Epigraphe d’une fonction convexe

Proposition 3.1.3. Caractérisation dans le cas continu

Soit f une fonction continue sur un convexe C. Alors on a les caractérisations suivantes.

i f est convexe sur C' si et seulement si

Vz,y € C, f(x“/) < @)+ 1w

2 2

i f est a-convexe sur C' si et seulement si

voyec, s (1Y) < LW ey

2 - 2

Remarquons que dans la littérature, c’est parfois cette caractérisation (ii) qui est prise comme définition
de la forte convexité.

Preuve. Montrons le point 2. On obtiendra 1 en prenant o = 0. Soit a > 0, f une fonction satisfaisant
la condition, et soient t €]0,1[,z,y € C. En utilisant la décomposition dyadique, on peut trouver une
suite (t,) avec t, = 27 "py, pn € {0,---,n}, n > 1, qui converge vers ¢t quand n tend vers +oco. En
décomposant t,1 sous la forme

Tn + en —n —-n
tpy1 = B) On =27"qn, T = 27"y,
on montre par récurrence que

F(tae + (1= t)y) < taf () + (1= ) () = Gl = ta) o =yl

La continuité de f permet de passer a la limite et d’obtenir le résultat annoncé.

3.1.2 Critere de I’épigraphe

Ce critere permet de faire un parallele avec la partie géométrique du cours.

Proposition 3.1.4. Critere de I'épigraphe
La fonction f est convexe si et seulement si son épigraphe epi(f) est convexe, ol

epi(f) ={(z,r) € C xR, f(z) <r}.

La preuve est laissée en exercice.

Ce critére permet de transposer facilement en analyse des résultats de géométrie. En particulier, en
utilisant la stabilité des convexes par somme et par intersection, on obtient le résultat suivant (qui peut
aussi treés facilement se montrer & partir de la définition).
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Proposition 3.1.5. Propriétés élémentaires

Une somme de fonctions convexes est convexe. Un suprémum de fonctions convexes est convexe.

Exemple 3.1.6 Somme des plus grandes valeurs propres
Soit E I'ensemble des matrices symétriques réelles de taille N. On associe a une matrice A € F ses valeurs
propres, rangées par ordre décroissant :

Pour tout entier m,1 < m < N, on note

On peut montrer que f,, vérifie

VA € B, fn(A) = sup{tr(QT AQ), Q € Qn},

otl O = {Q € My.mn(R),QTQ = I,,}. (Voir [8], p. 202.) Ainsi, f,, est une fonction convexe, comme sup
de fonctions linéaires.

Remarque 3.1.7 Fonctions convexes semi-continues inférieurement
On a vu dans la premiere partie du cours que dans bien des cas (théorémes de projection, de séparation, etc.)
la bonne notion est celle de convexe fermé non vide. On vient de voir que les fonctions dont |I'épigraphe est
convexe sont les fonctions convexes. Qu'en est-il des fonctions dont I'épigraphe est fermé 7 On les appelle
fonctions semi-continues inférieurement (en abrégé, s.c.i). Cette terminologie vient de la caractérisation
suivante :

f est s.c.i. sur un ouvert U d'un espace métrique si et seulement si pour tout x € U, pour toute suite
(zn,) dans U, tendant vers z,

f(z) <liminf f(z,).

n—+oo

Une théorie tres riche peut étre développée pour les fonctions convexes s.c.i. Nous ne la détaillerons pas ici.

3.1.3 Exemples

A ce stade ou on n’a pas d’autre outil que la définition et des caractérisations tres simples, on se limitera
a des exemples élémentaires pour éviter les calculs fastidieux. D’autres exemples usuels de fonctions
convexes seront présentés ultérieurement.

i Une fonction affine est convexe, non strictement convexe.
ii Sur R, la fonction valeur absolue est convexe, non strictement.

iii Toute norme est convexe, grace a l'inégalité triangulaire. FElle n’est jamais strictement convexe,
puisqu’elle est positivement homogene.
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Figure 12: Boules unités associées aux normes a) || - || (cas non strictement convexe) et b) euclidienne
(cas fortement convexe).

iv
v

vi

vii

viii

Si f est convexe et ¢ convexe croissante, alors ¢ o f est convexe. (Exercice)

En particulier, les fonctions x +— |z|* sont convexes sur R, pour « > 1.

De iv, on déduit aussi que I'application | - ||* est convexe. Elle n’est pas en général strictement

convexe, par exemple la norme || - ||o, dans R? vérifie

H(1,—1)+(171) 2

1
2 = 5 (1@ =D + 1L D)

(voir figure 12, a).

Si une norme dérive d'un produit scalaire, alors I'application || - ||? est fortement convexe. En effet,
elle est continue et vérifie I'identité du parallélogramme

Vr,y € F,

x—!—yH2

_1 2 2 1 2
U1 = SOkl + 1P) - 7l — ol

(voir figure 12, b).

Dernier exemple & ce stade : si ¢ : [a,b] — R est croissante, alors la fonction ® définie sur [a,b] par

(@)= [ sl

est convexe. Nous pouvons démontrer ce résultat sans dériver ® (si ¢ n’est pas continue, on ne peut
pas affirmer que ® est dérivable). Pour cela, on prend z,y € [a,b],z < y et t €]0,1]. Notons, pour
alléger, x; =tz + (1 — t)y. En utilisant la relation de Chasles, on a :

A = B(x,) — td(z) — (1 —t)(y)

1—t/¢ du+/ o(u

Pour pouvoir comparer ces deux intégrales, on fait un changement de variables pour les ramener a
l'intervalle [0,y — x|, en remarquant que z; = = + (1 — ¢)(y — z). Il vient

A=—(1—1) /Oy (x +u)du+ (1 — 1) /Ozygb(er (1= t)u)du < 0

grace a la croissance de ¢.

3.1.4 Critére des pentes croissantes
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Proposition 3.1.8. Critére des pentes croissantes

On suppose ici que E = R, et que C est un intervalle de R. Alors f est convexe sur C' si et
seulement si, pour tout xg € C, la fonction

f(@) = f(wo)

X — X

T —

est croissante sur C'\ {xo}.

La démonstration ne pose pas de difficulté et est laissée en exercice.

Corollaire 3.1.9.
Soit f :]0,4+o00[— R, et soit g la fonction définie par

Ve >0, g(z) =xf <1) .

T

Alors f est convexe si et seulement si g est convexe.

Preuve. Fixons xg > 0 et considérons la fonction pente s, définie par

5g(x) = 9(x) — g(xo)

On définit s; de la méme facon. On a alors
zf(1/x) — xof(1/x0)
r — X

F(1f0) + == (F(1/2) = £(1/0))
= J(/z0) - 3 s5(1/0)

sg(z) =

On remarque que s, est croissante si et seulement si sy ’est.
Exemple d’application : on verra que la fonction — log est convexe sur ]0,+o0o[. On en déduit que
x +— xlogx est convexe.

3.1.5 Vrai ou faux ?
i VRAI OU FAUX ? La composée de deux fonctions convexes est convexe.
ii VRAI OU FAUX ? Le produit de deux fonctions convexes est convexe.

iii VRAI OU FAUX ? Une fonction de deux variables x,y, convexe par rapport a x pour tout y, et
convexe par rapport a y pour tout x, est convexe par rapport au couple (z,y).

Les réponses.

i C’est FAUX. Contre-exemple : sur R, f(z) = |e* — 1|. Il faut ajouter 'hypothese “croissante” pour
la fonction “a gauche”.
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ii C’est FAUX. Contre-exemple sur R : f = —1, g(z) = 2%. Rem: c’est encore FAUX si on suppose
que les deux fonctions sont positives ou nulles. Ex : f(z) = z,g(z) = e~ sur [0, +oo[.

ili C’est encore FAUX. Contre-exemple sur (R*)? : f(z,y) = xy. On a par exemple f(1,1) = 1 >
3 (f((0,2) + £(2,0)).

3.2 Caractérisations dans le cas différentiable

On consideére dans cette section des fonctions définies sur un voisinage € d’un convexe C' de RY. La
majorité des résultats reste valables dans un Hilbert.

Soit donc f : © — R une fonction différentiable. On notera (D f(x), h) la différentielle de f au point
x, appliquée & un vecteur h € RY. On utilisera aussi la notation gradient,

(Df(z),h) =(V[f(z),h).
On va généraliser les criteres bien connus en dimension 1 :
e Une fonction dérivable est convexe si et seulement si sa dérivée est croissante.

e Une fonction dérivable est convexe si et seulement si son graphe est situé au-dessus des tangentes.

3.2.1 Caractérisation géométrique

Théoreme 3.2.1. Caractérisation par I’hyperplan tangent

Soit © un ouvert de RN, C' C Q un convexe et f : Q — R, différentiable. On a les équivalences
suivantes.

i La fonction f est convexe sur C' si et seulement si
Va,xo € C, f(x) = f(z0) + (D f(z0),z — o),
i.e. le graphe de f est au-desssus de tous les hyperplans tangents.

ii La fonction f est strictement convexe sur C si et seulement si
Vo, x0 € C,x # xo, f(x) > f(zo) + (Df(x0), 2 — 20).
iii La fonction f est a-convexe sur C' si et seulement si

Va,z9 € C, f(x) > f(zo) + (Df(20),z — x0) + %Hx — zolf?,

i.e. le graphe de f est au-dessus d'un paraboloide tangent.

Preuve.

i Supposons d’abord f convexe. Soient xg,x € C,t €]0,1[ et notons x; = tx + (1 — t)zg. On a par
hypothese

fl@e) <tf(x) + (1 —1)f (o).
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M < f(z) — f(x0).

En passant a la limite ¢ — 0, on obtient le résultat.
Réciproquement, supposons la condition vérifiée et montrons que f est convexe. Soient donc x,y €
C,t €]0, 1], et posons x; =tz + (1 — t)y. On a par hypothese

f(x) f(@e) +(Df(w), @ — x¢)

f(y) f(e) +(Df(@e),y — @)

En multipliant la premiere inégalité par t, la seconde par 1 —t et en les additionnant, on obtient le
résultat voulu.

ARV

ii Pour le point 2, la réciproque se démontre comme au point 1, en remplagant les inégalités larges par
des strictes. Par contre, le sens direct ne peut étre calqué sur la preuve du point 1, car le passage
a la limite t — 0 ne permet pas de conserver les inégalités strictes. Cependant, si f est strictement
convexe, et x,z9 € C, ¢ # g, t €]0,1], on a

flze) <tf(z) + (1 —1)f (o).
On a aussi, d’apres le point 1,
f(@) = fzo) + (D f(x0), 2 — @0).
En combinant ces deux inégalités, et en simplifiant, on obtient 'inégalité stricte attendue.

iii Le point 3 se démontre comme le point 1, ou se déduit de celui-ci grace a I’équivalence : f a-convexe
si et seulement si f — §|| - ||* convexe.

3.2.2 Fonctions monotones

Définition 3.2.2. Fonctions monotones

Soient C un convexe de RY (ou d'un Hilbert), « >0 et F : C — RY. Alors

i F est dite monotone sur C' si
Ve,y € C, (F(z) — F(y),z —y)) > 0.
i I est dite strictement monotone sur C' si
Va,y € Cyx £y, (F(x) — F(y),z —y)) > 0.
iii F' est dite a-monotone sur C si

Va,y € C, (F(x) = F(y),z —y)) > allz —y|*.
Attention a la terminologie : il faut comprendre ici “monotone” au sens de “croissante” si on pense a la
dimension 1.
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Théoreme 3.2.3. Critére du gradient monotone

Soit f différentiable sur Q2. Soit o > 0. Alors on a les équivalences suivantes.
i f est convexe sur C' <= V f est monotone sur C.

i f est strictement convexe sur C' <= V[ est strictement monotone sur C.

iii f est a-convexe sur C <= V f est a-monotone sur C.

Preuve. On va montrer le point 3. Le 1 s’en déduira en prenant o = 0 et le 2 se montre de maniere
analogue avec des inégalités strictes.
Supposons d’abord f a-convexe. Soient z,y € C, alors on a d’apres le théoreme 3.2.1

~
—
N
%

F@) + (Vi @),y =) + Sl —y|?

f@) = @)+ (Vi) =y + Sl =yl

En sommant ces deux inégalités, on obtient exactement I’a-monotonie de V f.
Réciproquement, supposons maintenant que V f est a-monotone. Fixons x,y € C' et posons, pour
t €10,1],
w=z+ty—x), o) =f(z).

Alors ¢ est dérivable sur [0,1] et on a

¢'(t) = (Vf(e),y — x).

Nous allons minorer ¢’'(t). Grace & notre hypothese, on a

SO~ F0) = HVF() Vi) z - a)

On veut maintenant en déduire une minoration de ¢(1) — ¢(0).
Attention ! En général, on ne peut pas écrire

o(1) — 6(0) = / o/ (1)t

car on ne sait pas si ¢’ est intégrable... On va contourner cette difficulté en utilisant I'inégalité des
accroissements finis, sous la forme

Lemme 3.2.4. Inégalité des accroissements finis

Soient f, g deux fonctions dérivables sur [0, 1], vérifiant ' > ¢’. Alors on a :

f() = f(0) 2 g(1) — 9(0).
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Cette inégalité donne alors

=
Navt
|
=
=
v

1
(0 tly — x||*dt
O+ [ atly—a|
= ¢+ lly—=|?
ce qui se réécrit N
Fy) = f@) 2 (Vf(2),y =) + S ly — x|

Le théoreme 3.2.1 permet de conclure que f est a-convexe.

3.2.3 Nouveaux exemples

Le critére de la dérivée permet de montrer la convexité des fonctions ci-dessous.

Exemple 3.2.5 Fonctions d'une variable réelle
Sur R, les fonctions = + 7%, 3 € R, sont convexes. Sur ]0, +oco], les fonctions définies par x — =7, pour
v > 0, sont convexes. La fonction In est concave.

Exemple 3.2.6 Fonctions quadratiques
Soitn A une matrice symétrique de taille N, b € RY. On dira que A est semi-définie positive si elle vérifie

(Az,2) >0, VreRY,

autrement dit si les valeurs propres de A sont positives ou nulles. On dira que A est définie positive si elle
vérifie
(Az,z) >0, VreRY z#0,
autrement dit si les valeurs propres de A sont positives strictement.
Soit f la fonction définie sur RY par

f(x) = 5 (Ar, ).

Alors f est différentiable et vérifie
Ve e RY, Vf(z)= Az —b.

La matrice A étant symétrique, elle est diagonalisable sur R dans une base orthonormée. En diagonalisant, on
montre que le gradient de f est monotone (resp. strictement monotone) si et seulement si les valeurs propres
de A sont positives ou nulles (resp. strictement positives).

On a démontré le résultat ci-dessous :
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Proposition 3.2.7. Fonctions quadratiques

Soit f la fonction définie sur R par

1
f(z) = 5 (Az, ).
2
Alors on a les équivalences suivantes.

i la fonction f est convexe si et seulement si A est semi-définie positive,

ii la fonction f est strictement convexe si et seulement si A est définie positive. Dans ce cas,
f est méme a-convexe, ol « est la plus petite valeur propre de A.

Une application importante de ce résultat concerne les systemes linéaires Az = b, avec A symétrique
réelle définie positive. Dans ce cas, résoudre le systeme Ax = b est équivalent a minimiser la fonction f.
Cette remarque justifie les algorithmes de type gradient ou gradient conjugué pour les systemes linéaires.

3.3 Inégalités de convexité

La définition-méme de la convexité repose sur une inégalité, que 'on peut interpréter ainsi : l'image
du barycentre de deux points, affectés de coefficients positifs, est inférieure au barycentre des images,
affectées des mémes coefficients. Cette formulation se généralise aisément a un nombre arbitraire de
points, et méme a une moyenne continue pour une mesure de probabilité : c’est le théoreme de Jensen.

3.3.1 Inégalités discretes

Le théoreme ci-dessous découle immédiatement de la définition par récurrence sur k.

Théoréme 3.3.1. Jensen discret

Soit f une fonction convexe définie sur C' convexe de RY . Alors, pour tout entier k > 2, on a

k
Vay,...,o, € C, Va € Ay, f (ZO@%) < Zaif(ﬂ?i)~

i=1 =1

Exemple 3.3.2 Inégalités classiques

k k
In concave = Hxla < Zaixi. (10)
i=1 i=1
k pOHESRETE S
x +— z1n(z) convexe = ( ai:vi) < Hmiam. (11)
i=1 i=1
_1 Eoo k -t
T T oe convexe = ; T +133i < (1 +}:[1xiai> . (12)



La premiere inégalité, connue sous le nom d'inégalité arithmético-géométrique, permet notamment de
démontrer I'inégalité de Holder, dont découle également I'inégalité de Minkowski.

Application

Le théoreme de Jensen discret intervient dans la démonstration de I'inégalité de Kantorovitch ci-dessous.
(Ref: [6]). Cette inégalité intervient notamment dans I’estimation d’erreur de la méthode du gradient &
pas optimal pour les fonctions quadratiques.

Exemple 3.3.3 Inégalité de Kantorovitch
Soit A une matrice symétrique définie positive. On note A\; > ... > Ay ses valeurs propres. Alors on a, pour

tout z € RV,
A A ?
|2[|* < (A, 2} (A 2 2) < (/<= + 4/~ ] lal™
AN AN

3.3.2 Inégalité de Jensen

Théoréme 3.3.4. Jensen

Soient (X, M, 1) un espace de probabilité, I un intervalle non vide de R, et soit g : X — I une
fonction intégrable. Alors pour toute fonction convexe f : I — R, telle que f o g soit intégrable ou

positive, on a
f(/ gdu) < [ souin
X X

L'image d'une moyenne est inférieure a la moyenne des images.

Remarque : on retrouve le théoreme discret en prenant
1t
X=RM=PR),u= %;5”

Les applications de I'inégalité de Jensen concernent notamment la physique statistique et la théorie
de l'information. Citons ’application suivante, utile en physique statistique.

Exemple 3.3.5

Soit X une variable aléatoire sur un espace de probabilité. Alors on a

P < BeX).
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3.4 Régularité des fonctions convexes
3.4.1 Continuité

Les fonctions convexes sont-elles nécessairement continues ? En dimension infinie, la réponse est NON,
puisque méme des fonctions linéaires peuvent étre discontinues. En fait, la continuité des fonctions
linéaires est équivalente au fait qu’elles soient bornées sur un voisinage de 0. On va voir que pour les
fonctions convexes, on a également un lien fort entre la continuité et le fait d’étre bornées au voisinage
de tout point.

Dans cette partie, on notera pour simplifier B, la boule de centre 0 et de rayon €, pour € > 0.

Cas des fonctions bornées

Théoréeme 3.4.1. Propriété de Lipschitz

Soit € un ouvert convexe de RY et soit f convexe bornée sur I'ouvert Q. Alors pour toute partie
C incluse dans €2, telle qu'il existe € > 0 avec C' + B, C (2, f est lipschitzienne sur C.

Preuve : soit M > 0 avec Vo € Q,|f(z)| < M. On va montrer que

Ve e C, 1)~ fW) < 2l — .

Soient donc z,y € C,x # y. On pose

y—x y—x
21 =Y+Ee€ , o= —€—r.
ly — | ly — |
Alors z1 et z sont dans Q. De plus, y s’écrit sous la forme
€
=0x+(1—0)y, avec) = ———.
v = le—yll+e
Alors, la convexité de f donne
fly) < 0f(x)+(1—0)f(21) (13)
fly) = f@) < (1-0)(f(z1) — f(2)) (14)
< v —g) = tr=2ll (15)
ly =zl +e€
2M
< T||y—$||~ (16)

Le méme raisonnement, appliqué au point z5, donne

2M
£@) ~ fly) < 2y ),
ce qui prouve le résultat.
Remarquons que ce résultat et la preuve présentée sont valables également en dimension infinie.
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Cas général

En dimension infinie, on ’a vu, on ne peut se passer de ’hypothese ” f bornée” et obtenir la continuité
de toute fonction convexe sur un ouvert. En dimension finie, pourtant, on a le résultat suivant.

Théoreme 3.4.2. Continuité des fonctions convexes (dimension finie)

Soit € un ouvert convexe de R et soit f convexe sur I'ouvert Q. Alors f est continue sur , et
lipschitzienne sur tout compact.

La preuve s’appuie sur le théoréeme précédent, et suppose de montrer qu'une fonction convexe est
localement bornée. Majorer f au voisinage d’un point de {2 va étre relativement aisé, grace a la définition
de la convexité. La minoration de f est plus subtile, elle passe par le lemme suivant.

Lemme 3.4.3. Minoration des fonctions convexes

Soit © un ouvert convexe de R” et soit f convexe sur I'ouvert Q. Alors il existe une fonction g
affine qui minore f sur Q. De plus, pour tout zy € 2, on peut choisir g telle que g(zg) = f(z0).

Preuve : Soit C' = epi(f), alors C est convexe, non vide, et pour xy € 2 on a (zo, f(x¢)) € C. Alors
il existe un hyperplan d’appui & C en (xg, f(xo)), i.e. il existe une forme linéaire [ et un réel « tels que

(I,a) #(0,0), B=1(xg)+ af(xe) <l(z)+ ar,V(z,r) € C. (17)

On va montrer que a > 0. En effet, supposons d’abord a < 0. En considérant les points (z, f(z)+n) € C,
n € N, et en faisant tendre n vers 400, on contredit la relation (17). Supposons maintenant @ = 0. La
relation (17) implique alors que I’application linéaire [, restreinte & 2, atteint un minimum en zg, et donc
[ est identiquement nulle. Mais ceci contredit laffirmation (I, o) # (0,0). On a donc montré que « > 0.
En prenant r = f(z) dans (17) et en divisant par «, il vient

L’application g ainsi définie vérifie les propriétés attendues.

Il reste a prouver le théoreme. Soit donc {2 un ouvert convexe, et f une fonction convexe sur 2. Soit
xo € 2, montrons que f est bornée au voisinage de xg. On choisit un voisinage de la forme

A = co(so,...,sn) tel que zo € A et 3e > 0,A + B, C Q.
D’apres le lemme, il existe g affine qui minore f sur A; g est continue sur le compact A donc y est bornée,

il en découle que f est minorée sur A. De plus, tous les éléments de A sont combinaisons convexes des
sommets sg, ..., sy et vérifient donc

Finalement, f est bien bornée sur A. Du théoréme 3.4.1 découle donc la continuité de f en xq.
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Par ailleurs, si K est un compact inclus dans €2, alors f est continue donc bornée sur K. D’apres le
théoreme 3.4.1, f est donc lipschitzienne sur K.

Remarque 3.4.4 Continuité au bord
Attention, le théoreme donne la continuité sur un ouvert. Au bord, une fonction convexe n'est pas nécessairement
continue.

Remarque 3.4.5 Cas de la dimension infinie

On a vu que le théoreme n'est pas valable en dimension infinie. Notons que le lemme permettant de minorer
f peut se généraliser aux espaces de Banach, a condition que |I'épigraphe de f soit non dense (ce qui exclut
par exemple les formes linéaires non continues). Par contre, la méthode de majoration de f proposée ici ne
peut s'étendre a la dimension infinie.

3.4.2 Application

Corollaire 3.4.6. Suite de fonctions convexes

Soit (fx) une suite de fonctions convexes sur RY, qui converge simplement vers une limite f. Alors
f est convexe, et la convergence est uniforme sur tout compact.

Preuve (voir par exemple [7]). La convexité de f découle d'un simple passage a la limite dans les
inégalités larges. On va montrer la convergence uniforme sur tout compact de la forme S = B(0,r),
r > 0. La preuve se fait en trois étapes.

i On montre que la suite (fx) est bornée indépendamment de k sur S. Pour cela, on introduit
g = sup fx. Alors g est convexe sur S a valeurs réelles. On en déduit qu’elle est continue sur S, et
donc

M > 0,Vz € S,Vk, fi(z) > g(z) > M.

Pour minorer les f, on remarque que pour tout x € S,
fe(z) + fr(=z) > 2f£1(0).
La suite fx(0) est convergente donc minorée par un réel pu. On a donc, pour tout = € S,
fu(@) 2 = fo(=2) + 2fu(0) = =M + 2p.
Ainsi les fonctions fj sont bien minorées uniformément sur K.

ii Par le théoréme 3.4.1, on en déduit que les f; et f sont uniformément lipschitziennes sur K (i.e.
avec une constante de Lipschitz indépendante de k).

iii Soit € > 0. On recouvre K par un nombre fini de boules de rayon €, centrées en des points
x;, 1 <i<m. Pour z € S, il existe i tel que x € B(x;,¢). On a

|f(x) = fe(@)| < [f(2) = f@)] + [ f(@:) = falza)| + [ fr(@i) — fel2)].
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En majorant chaque terme indépendamment de x, pour k assez grand, il vient
Ik, € N,V € S,Vk > ko, |fr(z) — f(x)] <€
ce qui donne la convergence uniforme sur S.
Des variantes de ce résultat existent dans la littérature : suite de fonctions définies sur un intervalle
de R...
3.4.3 Vrai ou faux ?
i VRAI OU FAUX ? Si f: RY — R est convexe et majorée sur RY, alors elle est constante.
ii VRAI OU FAUX ? Si f:RY — R est convexe et minorée sur RY, alors elle est constante.

iii VRAIOU FAUX ? Si f : R — R est convexe et majorée au voisinage de +o00, alors lim,_, _, f(z) =
+00.

Les solutions :

i VRAL En effet, sur un compact K fixé, f est lipschitzienne de constante 2M /e, o M est une borne
sur f, et € > 0. En faisant tendre € vers 4+00, on obtient f constante.

ii FAUX. Contre-exemple : la fonction exponentielle.

iii. FAUX. Contre-exemple : une fonction constante.

3.4.4 Différentiabilité

Remarque : le théoréeme de Rademacher (dur) affirme que toute fonction lipschitzienne est différentiable
presque partout (au sens de la mesure de Lebesgue). C’est donc le cas pour les fonctions convexes. Notons
que cela peut permettre, par exemple, des changements de variable convexes dans les calculs d’intégrale.
Ici, on va démontrer ces résultats de dérivabilité presque partout, de fagon élémentaire.

Cas de la dimension 1

Lemme 3.4.7. Dérivabilité a gauche et a droite

Soit f une fonction convexe sur un intervalle ouvert I. Alors f admet une dérivée a gauche et a
droite en tout point. De plus, on a pour tout = € I, fy(z) > f, ().

Preuve : ce résultat découle immédiatement du critere des pentes croissantes. Pour = € I, 'application
définie sur R\ {0} par
flz+1t) - f=z)

t
est croissante, donc admet une limite finie & gauche et a droite en 0, et ces limites vérifient 'inégalité
annonceée.
Remarque : sila fonction est définie jusqu’aux bornes de 'intervalle, les limites des taux d’accroissement
existent mais peuvent étre infinies.

t—
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Théoreme 3.4.8. Dérivabilité presque partout

Soit f une fonction convexe sur un intervalle I. Alors f est dérivable sur I privé d'un ensemble au
plus dénombrable.

Preuve : remarquons d’abord que pour z1,z2 € I,x7 < x2, on a, toujours par le critere des pentes
croissantes, fj(z1) < f;(w2). Soit x un point ot f n’est pas dérivable. Deux cas sont possibles. Premier
cas : la dérivée a gauche ou a droite de f en z est infinie. Ces cas se produisent au plus aux deux bornes
de 'intervalle. Deuxiéme cas : les dérivées a droite et & gauche sont finies mais ne coincident pas. Notons

A={zel —oco< fi(x) < fy(x) < +oo}
et considérons la famille
{1f(x), fa(x)[, = € A}.
C’est une famille d’intervalles non vides, ouverts, et disjoints, elle est donc au plus dénombrable. En
effet, on peut construire une injection

A — N
r — min{n € N,q, €|f,(x), fi(x)[}

ou les g, sont les rationnels. Ainsi A est au plus dénombrable et le théoreme est démontré.

Cas de la dimension N

Lemme 3.4.9. Dérivées partielles et différentiabilité

Soit f une fonction convexe sur un ouvert convexe C' de R, Soit z € C. Si f admet des dérivées
partielles en x, alors f est différentiable en z.

Rappelons que ce résultat est faux sans ’hypothese de convexité !
Preuve : supposons que f admette des dérivées partielles en x, fixé. Posons, pour h assez petit,

g(h) = f(z+h) = f(z) = (Vf(2), h).

Remarquons que g est convexe. Il nous faut montrer que g(h) = o(||h||). Puisqu’'on a des informations
sur les dérivées partielles, on va décomposer h sous la forme h = > ;" | hje;, oli les e; sont les vecteurs de
base. L’existence de dérivées partielles nous donne, pour tout i,

g(hie;)

— 0.
| i

On va majorer g(h) en utilisant la convexité de g. On a

1 N
g(h) =g (N > Nhiei>
i=1

A
=]~
1=
s
=
5l
8

=1
g(Nhiei)

< .

- Zhl Nh;
hi#0

g(Nhiei)
< Al :
Nh;

hi#0

o1



Ainsi,
g(Nhiei)

Nh;

g(h)
<>
Inl = A,

D’autre part, on a, d’apres la convexité de g,
g(h) +g(=h) = 29(0) =0

donc

Finalement,
g(Nh;e;)

%

g(—NhZeZ)

ol (5 i

Il =

>

hs#0

Le second membre tend vers 0 quand h tend vers 0, ce qui démontre le lemme.

Théoréeme 3.4.10. Différentiabilité presque partout

Soit C' un ouvert convexe de RV et soit f une fonction convexe sur C. Alors f est différentiable
presque partout sur C.

Preuve : d’aprées le lemme, il suffit de montrer que pour tout 1 < k < N, ’ensemble

Ey = {;v eC, g—f n’existe pas } ={zeC, fl(z,ex) — f_ (2, ex) > 0}
T,

est négligeable. Les fonctions f/ (-, e) sont mesurables comme limites simples de fonctions mesurables,
donc FEj est bien mesurable. On se ramene au cas d’un ouvert borné en considérant des intersections
Er N B,. On a alors, par le théoréeme de Fubini,

/J(Ek ﬁBn) = / XEkﬂB,,Ld-r = / (/ XEkﬂB,,LdJ;l) ceedry.
RN R R

Or on a, pour tout (z2,---xy), 'application 1 — f(x1,x2,...,zN) est convexe et d’apres le cas 1D, elle
est dérivable presque partout. Donc

/ XEkﬂBndxl = O.
R

On en déduit u(Ex N B,) =0, Vn et donc en passant aux unions dénombrables, u(Ey) = 0.
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