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1 Analyse Numérique matricielle

1.1 Préliminaires : Normes matricielles

Définition et premieres propriétés

Proposition 1.1.1. Soit A € CM*¥ une matrice rectangulaire a M lignes
et N colonnes. On munit E = CN et F = CM de normes notées || - | et

Il - |7 resp.

1. La quantité suivante est finie :

|Al| = max ||Az||F < +o0
llz]| <1

2. La borne supérieure qui définit | A|| est atteinte.

3. On a les égalités :

A
|Al| = max | Azl]r = max ||Az|p = max ||Az||p.
a0 |xllp =1 lzl|<1
Démonstration. 1. La quantité || A|| est bien définie comme borne supérieure

atteinte de ’application linéaire continue x — Ax sur la boule unité
fermée de E qui est compacte.
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2. L’application & — ——z est une bijection de E \ {0} sur la sphere
x

unité Sp = {x € E, ||z|| =1} de E. Donc, par linéarité de = — Az :

(1)

max ||Az||r < max ||Az||p.
llzll=1 llzll<1

“ |Az||p
p = sup
w0 ||ZllE a0

= sup [|Az||r = max | Az || .
Fo ==t ll=l|=

On remarque que

On suppose que max | Ax||  est atteint pour zg € E t.q. ||zo]| = r < 1.
Alors
1 1
A~ | [[r = —[|Az|[ > [[Az]],
r r

et = 1; Contradiction.

E

-
r

Proposition 1.1.2. L’application A — || Al est une norme sur RM*N,

Démonstration. 1. Soit ||A| = 0. Alors Az = 0, Vo € E \ {0}, ie
Ax =0, Vo € E \ {0} par linéarité de A. Donc A = 0.
2. Soit A € R et soit A € RM*N_ On a

AA AA A
I3Al| = sup PAZIE _ WAz le o ATl
0 fzle a0 lelle w0 ol

= [Al[IA]-

3. Soit A € CM*N et soit B € CM*N. Ona:Vz € F\{0}, |[(A+B)x||r =
Az + Bx|| < || Az + || Bz donc
A+ B)allr  |[Az] | Bz]

lelle 7 llzlle  lzlle

< [l + 1181

Par définition de la borne supérieure comme plus petit majorant, on
en déduit : ||A+ Bl < |A|| + || B||-
m

Définition 1.1.1 (Norme induite). On appelle norme matricielle induite
I'application : CM*N — R,

A
A Hmv—mwnAnp_meAmp_mMme3
felle= lell< B
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Lemme 1.1.3. Pour toute norme matrcielle induite : VA € CM*N Vg cc
E,
[Az][p < [|Allllz] e

Démonstration. Soit A € CM*N et soit x € E. Si x = 0, c’est immédiat.

Ax
On suppose = # 0. Par définition de la norme induite : IAz]lr < ||A]|| et

(kP
2]z > 0= [[Az|r < |A]]|z]|&-

Proposition 1.1.4. Soit A € CM*N et soit B € CN*P. On pose E = RY,
F=RM G =RP. Alors, pour toute norme induite :

IAB| < [[AllllBll
Démonstration. Soit x € G\ {0}. On a
[ABz||p = |A(Bz)|» < [[A[ll|Bz]le < Al Bl[lx]le,

donc
|ABz|

e

On conclut par définition de la borne supérieure comme plus petit majorant.
m

< [lAlIBII

Cas particuliers importants

Proposition 1.1.5. Si CV est muni de la norme hermitienne x — ||z]|o =

Va*x dérivée du produit hermitien (x,y) — y*x =: x -y, resp des normes

lllloe, II]l1- Alors la norme matricielle induite est donnée par : VA € CV*V,
[A]l2 = /p(A*A),

resp. :

N
Al = mazl, ) |yl
j=1

v
[ Al = méfz |aij]
O

Démonstration. 1. On a: Vo € E, ||Az|? = A*Az - x avec A*A hermi-
tienne, donc diagonalisable dans une base orthonormée : 3U € CV*¥V
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unitaire (U*U = U™') et D € CV*V diagonale, d’éléments diagonaux
a? € RT, t.q. A=U*DU. 1l en résulte

|Az||3 = A*Az -2 = U*DUx - x = DUz - Uz < p(D)||Uz|5 =
= p(A"A)||z]l3,
d’olt on déduit : || Ally < /p(A*A). Soit iy t.q.
| = miax ] = /(A" A)
et soit u € CV un vecteur propre associé : A*Au = |a;,|?u. Alors
[Aull3 = A" Au - u = o, [*[Jull; = p(A"A)|Jull3

donc

IAull: 255 = 14l > /o).

lull

. Soit z € CN. On a : Vi € [[1, N]],
N v
(Az)i = ) agay| < Tgljlxz |aj].
j=1 j=1

Soit i t.q. D5y [as,]. = max, (301 |ai;]) et soit y € CV défini
par :

Y = { Qigjlaios| ™t st iy # 0,

J 0 si Qg5 = O,

Alors
N
(Ay)ig| = laigg]-
j=1

. Soit z € CN.On a:
N N N
1Az]ls <) Jagsllag] < m_afz |aij]-
ij=1 O

Soit jo t.q. Zf\il |agj,| = max}’, Ef\il |a;;| et soit y € CV défini par
Yi = Oijo- Alors [|Aylly =32, lagl.
O

Corollaire 1.1.6. Si A € RV*N est symétrique ||Allz = p(A).
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Proposition 1.1.7. Soit ¢ > 0 et soit A € CN*N. Il existe une norme
induite || - [|c t.q. : p(A) < [|Alls < p(A) +e.

Démonstration. Soit A € CN*N et soit € CV un vecteur propre de A
associé a la valeur propre A € C. On a ||Azx||2 = |A|||z|]2 = [JA|| > |A|. Ceci
étant vrai pour toute valeur propre de A, on en déduit ||Az| > p(A).

Soit A = P~1BP la factorisation de Jordan de A dans CN*¥ : B = A+U
ol A est la matrice diagonale formée des valeurs propres de A et U est
triangulaire supérieure de diagonale nulle. Soit § > 0 et soit D € R¥*¥
la matrice diagonale définie par : d;; = 6~“*14;;, i,j € [[1, N]]. On pose :
C=DBD*'=A+DUD'=:A+E.Ona E; =6 "uy, Vj > i, et donc
IIE||2 = O(9). On peut choisir 6 > 0 t.q. ||E||2 < . On considére la norme
vectorielle ||z||. = ||DPz||s. Alors, la norme matricielle associée vérifie :

1ALl = 1A+ Ellz < p(4) +e.

1.2 Conditionnement d’une matrice

Définition 1.2.1. Le conditionnement d‘une matrice inversible A € CV*V
associé a la norme induite || - || est la quantité :

cond(A) = [|A[[|A7|

Le conditionnment d’une matrice A caractérise la sensibilité du systeme
Ax = b par rapport aux erreurs sur les données A, b.

Remarque 1. On a : VA € CN*V|
1] =1 = [[AAT| < [|A[|A7] = cond(A).
Exemple 1. Soit A € R¥*Y définie par

2 s Q=7
Q5 = —1 si ’Z—]‘:l,
0 si |i—j|>1,

Comme A est symétrique réelle, elle est diagonalisable, de valeurs propres

A < --- < Ay et le conditionnement de A relativement a la norme eucli-

dienne de RY est condy(A) = %
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Soit A € R une valur propre de A et soit x # 0 un vecteur propre associé.

Alors
Ar = \x <— l’z‘+1+(/\—2)l'i+l‘i_1:0, 1€ [[1,NH, ZL’QZZL‘N_H:O.

Les coordonnées de x sont solutions d’une équation récurrente d’équation
caractéristique 7% + (A — 2)r + 1 = 0. On vérifie que les solutions non nulles
sont obtenues pour |A—2| < 2, ce qui correspond au changement de variable
A =2 —2cosf. Des contraintes 0 = xxn,1 = 0, on déduit que les valeurs

k
admissibles de # sont 6 = N i T k € [[1, N]], puis que les valeurs propres
2
de A sont les réels A\, = 4sin (%) , k € [[1, N]]. On en déduit :

cond(A) = = <@) 1(@)2
i (577

Proposition 1.2.1. Soit x € RY solution de Az = b.
1. Soit ¥’ = x + dx la solution du systeme modifié : Az’ = b+ 6b. Alors

2] 135
< cond(A)——-. 1
El ST M)

2. Soit " = x + dx la solution du systeme modifié : (A + 0A)x" = b.

Alors
|oz]|

[[0All
[ + oz

ond(A) R (2)

Démonstration. 1. Des égalités : Ar = bet Adx = 0b et du Lemme 1.1.3,
on déduit : [[ox]| < [|AH[[[6b]] et [[b]] < [|A]|[lz]l, puis (1).
2. De T'égalité : 0Ax 4 6x) = —Adx et du Lemme 1.1.3, on déduit :
16| < [[ATH[I9 A2 + 0z, L.e. (2) :

[oz|]
|z + ox||

_ 0A
< A~ 5] = cona) Tl

O

Lemme 1.2.2. Soit B € CN*N t.q. ||B|| < 1. Alors, (I — B) est inversible,

d’inverse :
(I-B) =) B" (3)

n>0



De plus, il existe une norme induite pour laquelle on a l’estimation :

1
17 =B) M < s—77-
1B

Démonstration. De la formule :

k
(I-B)(Y B")=I-B"' Vk>0,

n=0
on déduit que, pour une norme induite || - || satisfaisant la Proposition 1.1.7

k

17 =B)(Y_ B") — D)l < ||BII*

n=0

d’ott limy 40 ||(1 — B)(ZZZO B™)—1I|| =0 car ||B]| < 1 d’apres I'hypothese
sur B. On remarque de plus que la série de matrices > B™ est normalement
convergente donc convergente. Il en résulte que la somme vérifie : (I —
B)(>,~0B") =1, 1i.e. I — B est inversible d’inverse donnée par (3). D’autre

part :
1
I =B) <) IBI" = —7%-
2 1—|B]

n>0

]

Corollaire 1.2.3. Soit x € CV solution de Ax = b et soit 2" = x + dz la
solution du systéme modifié : (A + 0A)x" = b. Alors : si ||6A| < ||[A7Y™,
alors

0A]
jox _
] 10A]
1 — cond(A)~——
| A]
Démonstration. On a 'égalité
(A+0A)ox = —6Ax (4)

avec A + 0A = A(I + A710A) avec ||[ATI0A| < [|[A7Y|[|[6A| < 1 dpar
hypothese sur §A. On en déduit que I+ A71J A est inversible et son inverse
vérifie estimation :

1

I+ A 15A4) T < .
It = Ay
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Il en résulte que A+ dA = A(I + A"15A)™1) est inversble comme produit
de matrices inversibles, d’inverse (I + A7'§A)"1)A~! vérifiant :

(A + o)) < — AL )
L —[[A-L[[JoA]l
De (4) et (5), on déduit que
|6 A
cond(A)——-
foall _ la-ean_
— _ _1 .
S T ™ 1

1.3 Méthodes directes

Lorsqu’un systeme Az = b est mal conditionné, on le remplace par un
systeme équivalent ou approchant. La méthode de résolution est alors dite
directe ou itérative.

Définition 1.3.1 (Méthode directe). Une méthode de résolution est dite
directe quand elle substitue au systeme Ax = b le systeme équivalent :

Ayi =y, i=1,---,d yo=0b (6)
Alors, la solution cherchée est x = yq.

Remarque 2. Le schéma numérique est intéressant dans la mesure ou il
substitue a un systeme mal conditionné un ensemble de systemes faciles
a implémenter ou a évaluer, tels que les systemes associés a des matrices
triangulaires.

Proposition 1.3.1 (Factorisation LU). On dit qu’une matrice inversible
A € CNXN se factorise sous la forme A = LU s’il existe une matrice trian-
gulaire inférieure L a diagonale unité et une matrice triangulaire supérieure

Utqg A=LU.

Exemple 2. Soit A € CNV*¥ tridiagonale, i.e. de la forme :
a; si i=7,

by si j=idt1,

¢ st jg=1—1,

0 si |i—j|l>1,
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Sia; # b1, Vi € [[2,N]] et si a; # 0, alors A est factorisable sous la
forme A = LU avec :
1 si i=j
éij = gl si j =17 — 1,
0 sinon

u; sl 1 =7,
Ui = V; si ] =1+ 1,
0 sinon
et v = b,’, 1€ H]_,N]],

C; .
u; = ag, gi:u s Uz':ai—@bzel, t=2,---,N.
i—1

Proposition 1.3.2. Une condition nécessaire et suffisante pour que A se
factorise sous la forme LU est que

d€t<Al) 7é 0 ou Az = (akg)k,g:L...J'

1.4 Méthodes itératives

Définition 1.4.1. Une méthode est dite itérative si elle substitue a la
résolution directe du systeme Az = b la construction d’une suite (z,),>
convergente vers la solution x de Ax = b et satisfaisant la récurrence :
Tpy1 = Bx, + c o les données B € C™*? et ¢ € C? sont définies & partir
d’une décompostion de A sous la forme A = M — N avec M € C¥4
inversible par les relations : B = M~'N, ¢ = M~1b.

Proposition 1.4.1. Soit B € C™ inversible et soit ¢ € CL. Soit (2,,)n>0
définie par la récurrence :

Sip(B) < 1, alors, la suite (x,)n>0 converge vers une limite x € C%, solution
unique de (I — B)x = c. L’ordre de convergence de la méthode est déterminé
par l'erreur :

lo—af < 2B w0 (8)
1— B
Démonstration. Bien que la méthode rentre dans le cadre plus général des
méthodes de point fixe, on peut raisonner directement en tirant profit des
propriétés topologiques des evns de dimension finie.



1. La suite (z,)n>0 est de Cauchy dans C¢. En effet :
Tpi1 — Tp = Bz, —xp1) = B"(x1 — 29), VYn >0,

donc, pour toute norme induite || - || : :

p—1 p—1
|2nsp = 2nll < Insnir = zngrll D IBI"lar — o],
k=0 k=0

Soit € > 0t.q. 0 < p(B) <1—¢ < 1etsoit || - ||c une norme induite
t.q. || B||- < p(B)+e < 1. Pour simplifier les notations, on note encore
|| - || cette norme induite. On a alors :

181" = 1B]]")
1 —=1Bl)

181"
(1 —1Bl)

”"En-&-p_an < <

On en déduit que la suite (x,),>0 est de Cauchy dans C?, donc conve-
gente. Soit # € C? sa limite.

2. De ce qui précede, on déduit que

limsup |24y — Tpl| < ————,
p—>+oopH +p H (1 _ ||BH)

i.e. (8) par définition de .
O]

Proposition 1.4.2. Soit A € C¥¢ inversible et soit b € CL. On suppose
que A se décompose sous la forme : A= M — N avec M € C™? jnversible
et on définit la suite (x,)n>0 par la récurrence :

Mx,.1 = Nz, +0b, xy€ C  arbitraire.
Si p(M™'N) < 1, alors la suite (z,)n>0 converge vers la solution de Ax = b.
Démonstration. On remarque que Ax =b < Mx = Nxr+b < 1z =
M=*Nx+M=b. et Mx, 1 = Nx, +b <= 2,41 = M *Nx,+M'b. On
conclut en posant B = M~'N et ¢ = M~'b dans la Proposition 1.4.1. [

Théoreme 1.4.3. La méthode itérative (7) est consistante avec le systéme
Ax = b ssi I — B est inversible et c = (I — B)"'A~1b. Si elle est consistante,
elle converge ssi p(B) < 1.
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Démonstration. On suppose p(B) < 1. Soit € > 0 t.q. p(B) < 1 —¢. De
la Proposition 1.1.7, on déduit qu’il existe une norme induite || - [|c t.q.
p(B) < ||B|l: < p(B) 4+ ¢ < 1. De la Proposition 1.4.1, on déduit que la
méthode converge pour cette norme induite, donc converge par équivalence
des normes sur C?. Inversement ; si la méthode converge, alors elle convege
vers z solution de (I — B)z = ¢ qui admet une solution unique ssi I — B est
inversible, donc lim,,_, ., B" = 0. Soit  un vecteur propre de B associé¢ a
la valeur propre A. Alors B"xz = A"z, donc |A| < 1. O

2 Espaces de séries

2.1 Exponentielle de matrices

Sur le modele de la série qui définit (I — A)~! si p(A) < 1, on définir
I’exponentielle de matrice.

Proposition 2.1.1. Pour tout A € CN*N | la série > % est convergente
vers une limite notée e? et appelée exponentielle de la matrice A.

Démonstration. Soit || - || une norme induite. On a : Vn,p > 0,
n+p L n—+p k
A 1A
I3 A < A
k=n k=n
IA]*

1Al
Y

étant convergente vers e on déduit que

La série majorante Z o
- !

Ak
les sommes partielles de la série de matrices Z T forment une suite de

Cauchy dans CV*¥ complet, donc que la série converge. O

Proposition 2.1.2. Pour tout A € CV*N, la fonction t — e t4 est de

classe C* sur R. De plus, pour tout x € CN, Uapplication t — e~z est la
solution unique de l’équation différentielle :
y +Ay=0, y(0)=uz (9)

Démonstration. Soit a < b. On a Vt € [a,b], Yn > 0,

(-t

n!

(lal + o)™ A"
n!

I <
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ot la série majorante est convergente vers el D14l On déduit du crit ere
de Cauchy que la série de fonctions continues t > (= t) A" est uniformément
convergente sur le compact [a,b] de R, donc que sa hmlte t — et est
continue sur le compact [a, b]. Ceci étant vrai sur tout compact [a, b] de R,
on en déduit que t — e ' est continue sur R.

De plus, t — u est de classe C*™ sur R avec : Vt € [a,b], Vn > 0,

(-1 — 1)+~ (n = k4 ()2 <

"

<n(n—1)--(n—k+1)(|a| + o))" " 1A ol

ot la série majorante est convergente vers ||A|*ellal+PDIAI - On déduit du
critere de Cauchy que la série de fonctions continues

n
ot A"

ts (=D)Pn(n—1)---(n —k +1)(—t) oy

est uniformément convergente sur le compact [a, b] de R, donc que sa limite
t > (—=1)kFAke=4 est continue sur le compact [a, b]. Ceci étant vrai sur tout
compact [a,b] de R, on en déduit que t — (—1)*Ake~* est continue sur R.
Ceci étant vrai Yk > 0, on en déduit que t — e~ est de classe C* sur R,
de dérivées : t — (—1)FAke=t4,

Soit x € CV. De ce qui précede, on déduit que t — e "z est solution
de (9). Cette solution est unique car ||Ay — Az|| < ||A|llly — z||, Vy, z € CV,
i.e. y — Ay est Lipschitzienne de rapport || A|. O

tA

2.2 Espaces de Hilbert

Dans RV et CV, toutes les normes sont équivalentes. Ce n’est plus le
cas en général en dimension infinie.

Définition 2.2.1. 1. Soit H un espace vectoriel sur C. Une application
H x H — C, (u,v) — (u,v) est appelée un produit scalaire sur H si
elle vérifie :

a) (u,u) >0,Vu € H, et (u,u) =0 <= u=0.
b) (uy + ug,v) = (uy,v) + (ug,v), Yuy, ug,v € H,
(Au,v) = Nu,v), Yu,v € H, VA € C,
¢) (u,v) = (v,u), Yu,v € H.
2. Soit H un espace vectoriel sur R. Une application H x H — R,
(u,v) — (u,v) est appelée un produit scalaire sur H si elle vérifie :
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a) (u,u) >0,Vu € H, et (u,u) =0 <= u=0.

b) (uy + ug,v) = (u1,v) + (ug, v), Yuy, ug,v € H,
(u,v)y = XMu,v), Vu,v € H VA € R,

c) (u,v) = (v,u), Vu,v € H.

3. On dit que deux vecteurs u,v € H sont orthogonaux si re({u,v)) = 0.

Théoreme 2.2.1. Soit H un espace vectoriel muni d’un produit scalaire
(u,v) = (u,v).
1. L’application H — RY, u > /(u,u) est une norme sur H. On note

llu|| = v/ {u,u), Yue H. (10)

2. lu+v||* = ||ull* + ||v]|* <= u L.
3. [(u,v)| < |ulll|v]|, Yu,v € H (inégalité de Schwarz).

Démonstration. 1. On déduit des propriétés du produit scalaire (u,v) —
(u,v) que u +— +/(u,u) est une norme sur H.

2. Par définition :
Ju+vl|* = [Jul]® + (u,0) + (v, u) + [Jv]|* = [Jul* + 2re((u, v) + [Jv]|?

donc ||u + v|)* = ||u))* + [[v]]*? <= re({u,v)) =0 < u L v.
3. Soit A € C et soit u,v € H. On a

lu+ X0l = Jlull® + AP0l + Xu, v) + Mo, w).
On pose (u,v) =re? r >0, § € R. Soit A = ze. Alors
w4+ M|? = ||ul|® + 22r + 2%||v||* > 0, Vz€RT. (11)

On en déduit que 472 — 4||u/|?||v]|? <0, i.e. r = |(u, v)| < ||u||l].
[

Définition 2.2.2 (Espace de Hilbert). Si H est complet pour la norme
(10), alors H est appelé un espace de Hilbert.

Définition 2.2.3 (Base de Hilbert). Soit H un espace de Hilbert. Une
famille (e;);er de vecteurs de H est appelée base de Hilbert si :

Yoe H, (e Llwv, Viel)=v=0.

Si de plus la famille (e;);e; vérifie : ||e;|| =1, Vi € I, et e; L e;, Vi # j, alors
la base est dite orthonormée.
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Proposition 2.2.2. Un espace de Hilbert est séparable ssi il admet une
base dénombrable (ey,)n>0-

Démonstration. = Soit H séparable et soit D = {u,, n > 0} C H t.q.
D = H. Soit v € H t.q. v L u,, ¥n > 0. Comme D = H, il existe
une suite extraite (Up(m))n>0 t-q. || — Upey || = 0. On en déduit |jv]|* =
re((v,v)) = lim, 4o 7€((V, Up(m))) = 0, i.e; v = 0. Donc (uy)p>o est une
base dénombrable de H.

< Soit (e,)n>0 une base dénombrable de H et soit v € H. Pour tout
n >0, on pose : v, = » ;_,(v,en)e,. Par le procédé d’orthonormalisation
de Gramm-Schmidt, on peut toujours supposer que (e,,),>o est orhonormée.
Onav=uv,+ (v—uv,) avec

n

(U, v — vp) = Z<U7 en) (v, €n) = [|va]* = 0.

k=0

donc v, L v—v,. On en déduit que |[v]|? = ||vn|2+]|v—va|]* = D0, [{v, en)
Donc la série >~ |(v, e,)|? est convergente. Par le critére de Cauchy dans H
complet, la suite des sommes partielles (v,,),>0 est de Cauchy dans H donc

convergente vers v’ := Y - (v, ep)en. Ona:Vn > 0, re((v—1',e,)) = 0 donc
v = v car (t‘/’_n)nzo est une base de Hilbert. En particulier :lim,, . [|[v —
vn]| =0, 1e. D= H. O

Corollaire 2.2.3. Soit H un espace de Hilbert séparable et soit (e,)n>0
une base orthonormée de H. Alors : lim, o |Ju — > 1 (u, e;)e]| = 0 et
a2 = 50 |t e0) 2

Réciproquement, u, = Y . ae; € H a une limite w € H quand n —
00 881 Y50 lan]? < o0 et dans ce cas ||ul|* =, 50 lanl*

Pour tout u € H on éeritu =3, o (u,en)en.

Exemple 3. L’espace RY muni de la nome euclidienne est un espace de
Hilbert de dimension finie.

Exemple 4. Soit (?(N,R) I'espace des suites réelles u = (u,)p>0 € RY
t.9. 2,50 |un|? < 0o muni du produit scalaire : (u,v) — Y <, U0, €st un
espace de Hilbert. En effet, soit (u(™), o une suite de Cauchy. Soit & > 0.
Il existe ng > 0 t.q. : Vn > ng, Vp > 0,

||u(n) _ u(n+p)||2 _ Z |u](€n) o ulgn+p)|2 < e (12)
k>0
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On en déduit que pour tout k£ > 0, la suite (u,g"))nzg est de Cauchy dans R,
donc convergente vers une limite u. Avec les notations de (12), on déduit :

N N
: (n) . (n+p) 2 — (n) o 2 < >
I};rg@% |l —uy g luy’ —ugl° <e, VN>0, Vn>n,g.

On en déduit
Z ™ —up> <e, Vn > ny.
k>0

i.e. u™ — u dans *(N,R),

Exemple 5. On note L?(R) I'ensemble des fonctions : R — R de carré
intégrable pour la mesure de Lebesgue. Par construction L?(R) est le complété

de C*(R) pour la norme : f — /|f|2dx Si f € L*(R), f n'est pas
\ /r

continue en général. Pour tout h € R, on définit 7, : L*(R) — L*(R) en
posant : Vf € L*(R), 7,f(z) = f(x + h) pout presque tout z € R. Alors
lufllz = I fll2, ¥Vf € L*(R). Soit f € L*(R) et soit € > 0. Du théoréme de

convergence dominée, on déduit qu’il existe R > 0 t.q. |flPdx < €.
|z|>R

Soit ¢. € C2°(R) de support C [—R, R] t.q. ||f — ¢:|l2 < e. Comme ¢, est

continue a support compact dans R, ¢. est uniformément continue sur R.

Il existe n > 0 t.q.

VheR, |h|<n=|¢.(z+h)—¢(x) <e, VreR.
Soit |h| <n. On a
Imnf = Fll2 < 170 f = mndella + ITade — @2l + [0 = fll2 =

=2||f = dcll2 + ITude — ¢ell2 < 2(1 + R)e.
autrement dit : limy,_q [|[7f — f|l2 = 0, par densité de C>°(R) dans L*(R).

2.3 Normes d’opérateurs dans les espaces
de Banach

Définition 2.3.1 (Opérateurs linéaires). Un opérateur linéaire entre deux
espaces de Banach E et F est une application linéaire A : £ — F': vérifiant :

1. A(z +y) = A(z) + A(y), Vz,y € E
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2. A(Az) = MA(x), Ve € E;VA e K, K=R ou C.

Définition 2.3.2 (Opérateur borné). Un opérateur linéaire A : E — F
entre deux espaces de Banach est dit borné s’il existe M > 0 t.q. || A(x)||r <
M|z||g, Vo € E. On note L(E,F) l'ensemble des opérateurs linéaires
bornés de E — F. Si A € L(F, F), on définit sa norme par :

A
Al = swp JA@)r = s A= sup T

2] p<1 |zl g=1 0 ||7]E

(13)

Proposition 2.3.1. L’ensemble L(E,F) des oprateurs linéaires bornés
entre deux espaces de Banach E, F' est un espace de Banach pour la norme

(13).

Démonstration. Soit (Ay)n>0 € L(E,F) une suite de Cauchy pour (13).
Pour tout x € E, ||Apip(z) — An(2)||r < [|Antp — Anllllzlle, VR, p > 0.
Donc la suite (A, (x))n>0 est de Cauchy dans F' donc convergente. On pose
A(z) = lim,, 1 o A, (). Soit € > 0 et soit ng > 0 t.q.

||An+p - An” S g, vn Z No, Vp Z 0.
On a : Vn > ny,

limsup [ Anyp(2) = An(2)||r = [|A(z) = An(2)[|F < ellz]|e

p——+00

Donc :

up IAG) = A&l

20 2]l =

SE, VTLZTLO

En dimension infinie, il existe des opérateurs linéaires non bornés.

Théoréme 2.3.2. Un opérateur linéaire A : E — F entre deur espaces de
Banach est borné ssi il est continu i.e. ssi : Ve >0, dn >0 t.q. Va,y € F,

|z —ylle <n=[Ax) - AY)llr <e.

Démonstration. = Soit A € L(E, F). ALors; Vx,y € E, || A(x)—A(y)||r <
IAllllz = ylle < e dés que [z —yllp < /|l Al.

< Soit A : F — F linéaire continue. Par linéarité de A, A est continue
ssi A est continue en 0. Soit € > O et soitn > 0t.q. ||z]|p < n = A(x)||r <e.
Soit © # 0. On a

[A@)[[r _ nlA@)r 1 HA( 0 )

€
= == . < Z
]| nllzlle 7 e/ llr — n
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Les mémes arguments que dans le cas des matrices permettent de mon-
trer le résultat suivant.

Proposition 2.3.3. Soit A € L(E,E) tq. ||A]] < 1. Alors I + A est
wnversible d’inverse donné par la série convergente

(T+ A =S (-1an

n>0

Plus généralement, soit A € L(E,E) inversible. Alors : pour tout B €
L(E,E), si|B| <A77, alors A+ B est inverible.
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