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Le but de ce texte est de donner une d�emonstration du th�eor�eme de structure

concernant les modules de type �ni sur un anneau principal. La preuve pr�esen-

t�ee ici est th�eorique ; il en existe d'autres plus algorithmiques (parfois limit�ees

aux anneaux euclidiens, cas qui englobe tout de même l'essentiel pour votre pro-

gramme, �a savoir Zet k[t]), utilisant les op�erations �el�ementaires sur les lignes et

les colonnes d'une matrice, et qui sont tout aussi recevables par un jury d'oral. A

vous donc de choisir selon vos goûts. Par ailleurs la proposition 1 et les lemmes

1, 2 et 3 ont leur int�erêt propre et peuvent être lus ind�ependamment du reste.

1 Modules libres de rang �ni

Dans toute la suite on d�esigne par A un anneau commutatif, unitaire et princi-

pal, c'est-�a-dire int�egre et dont tout id�eal est de la forme (d) avec d appartenant �a

A. L'id�eal �etant donn�e l'�el�ement d est d�etermin�e �a un inversible pr�es. Le quotient
A=(d) sera (abusivement) not�e A=d. Notons que si d est nul A=d est isomorphe �a

A, et que si d est inversible A=d est nul. On va tout d'abord montrer un r�esultat

fondamental sur les A-modules libres (rappelons que le module nul est libre de

rang 0) :

Proposition 1. Soit m un entier, soit M un A-module libre de rang m et soit
N un sous-A-module de M . Alors N est libre de rang inf�erieur ou �egal �a m.

D�emonstration. On raisonne par r�ecurrence sur m. Si m = 0 alorsM = f0g et
le r�esultat est trivial. Supposons le vrai au rang m et soit M un A-module libre

de rang m+1. Soit N un sous-module deM . Soit e1; e2; : : : ; em+1 une base deM .

Notons M 0 le sous-module de M engendr�e par e2; : : : ; em+1. Il est libre de rang

m. L'intersection N \M 0 est un sous-module de M 0, et donc d'apr�es l'hypoth�ese

de r�ecurrence N \M 0 est libre de rang inf�erieur ou �egal �a m. Soit I l'ensemble

des coordonn�ees sur e1 des �el�ements de N . Il est visiblement stable par addition

et par multiplication par un �el�ement de A, c'est donc un id�eal de A et il est de

la forme (d) avec d dans A.
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Si d = 0 alors N est inclus dans M 0 et donc N = N \M 0 ; on a vu que de

dernier est libre de rang inf�erieur ou �egal �a m, donc a fortiori �a m+ 1.

Supposons d non nul. Soit f1 un �el�ement de N de la forme de1 + y, o�u y est

dans M 0 (il en existe un par la d�e�nition même de d). Soit f2; : : : fn une base de

N \M 0. Il en existe une puisque N \M 0 est libre ; l'entier n est inf�erieur ou �egal

�a m+ 1. On va montrer que N est libre de base f1; f2; : : : ; fn ce qui ach�evera la

d�emonstration.

Montrons d'abord que (f1; f2; : : : ; fn) engendre N . Si x appartient �a N , sa

premi�ere coordonn�ee est dans I donc est �egale �a ad pour un certain �el�ement a de

A. L'�el�ement x � af1 a pour premi�ere coordonn�ee ad � ad soit 0. Il appartient

donc �a M 0, et �egalement �a N puisque x et f1 sont dans N . C'est donc un �el�ement

de N \ M 0 et il est par cons�equent de la forme
P
i�2

aifi. On peut donc �ecrire

x = af1 +
P
i�2

aifi et la famille des fi engendre bien N . Montrons maintenant

qu'elle est libre. Si
P
i�1

aifi = 0 alors en consid�erant la premi�ere coordonn�ee on

trouve da1 = 0 et donc d = 0 puisque a1 est non nul (et A int�egre). D�es lorsP
i�2

aifi = 0 et comme les fi pour i � 2 forment par hypoth�ese une famille libre

les ai sont tous nuls pour i � 2. Finalement tous les ai sont nuls ; la famille des

fi est libre, et c'est donc bien une base de N . 2

Autre preuve de la proposition 1, propos�ee par Pierre Bernard, agr�egatif en 2000-
2001. Elle est plus �el�egante mais vous parâ�tra peut-être plus d�elicate. On raisonne

l�a encore par r�ecurrence sur le rang m de M , le r�esultat �etant trivial pour m = 0

et vrai pour m = 1 par la d�e�nition même d'un anneau principal. Supposons-le

montr�e en rang inf�erieur ou �egal �a m (pour un certain m � 1) et soit M un

A-module libre de rang m+ 1. Ecrivons M comme une somme directe M 0 �M 00

o�u M 0 et M 00 sont tous deux libres de rangs respectifs m0 et m00 avec m0 < m+ 1

et m00 < m + 1 (il su�t de choisir une base de M et de l'�ecrire comme r�eunion

disjointe de deux de ses sous-ensembles stricts). On dispose ainsi d'une suite

exacte

0!M 0 !M !M 00 ! 0

Soit N un sous-module de M . Son image N 00 par la �eche de M dans M 00 est

un sous-module N 00 de M 00. Comme M 00 est libre de rang m00 avec m00 < m + 1

l'hypoth�ese de r�ecurrence montre que N 00 est libre et que son rang n00 est inf�erieur

ou �egal �a m00. De même le noyau N 0 de la �eche de N dans N 00 est un sous-module

deM 0. De l'hypoth�ese de r�ecurrence on d�eduit que N 0 est libre de rang n0 inf�erieur

ou �egal �a m0. On dispose d'une suite exacte

0! N 0 ! N ! N 00 ! 0

Comme N 00 est libre elle est scind�ee et N s'identi�e donc �a la somme directe de

N 0 et N 00 ; il est donc libre de rang n0 + n00 et l'on a n0 + n00 � m0 +m00 = m ce

qui ach�eve la d�emonstration. 2
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On va avoir besoin dans la suite du lemme suivant, qui est int�eressant en soi. On

appellera forme lin�eaire sur M toute application A-lin�eaire de M dans A.

Lemme 1. Soit M un A-module sans torsion et x un �el�ement non nul de M . Les
propri�et�es suivantes sont �equivalentes :

(i) Le module Ax admet un suppl�ementaire dans M .

(ii) Il existe une forme lin�eaire � sur M telle que �(x) = 1.

D�emonstration. Supposons (i). On �ecrit M = Ax�N pour un certain N . L'ap-

plication de M dans A qui �a ax + y (avec a dans A et y dans N) associe a est

bien d�e�nie, car ax = a0x) a = a0 puisque x est non nul et M sans torsion. Elle

est A-lin�eaire et vaut 1 sur x, ce qui montre (ii).

Supposons (ii). Soit N le noyau de � et soit z appartenant �a M . Alors �(z�
�(z)x) = �(z)� �(z)�(x) = �(z)� �(z) = 0 donc si on pose y = z � �(z)x alors

y appartient �a N et donc z s'�ecrit �(z)x + y ce qui montre que M = Ax + N .

D'autre part si z appartient �a Ax\N alors z s'�ecrit az pour un certain a dans A

et donc �(z) = a�(x) = a. D'autre part comme z appartient �a N on a �(z) = 0 ;

en cons�equence a = 0 et z est nul, ce qui montre que M = Ax�N . 2

Le lecteur attentif aura remarqu�e que dans le lemme ci-dessus le fait que A

soit principal n'intervient absolument pas ; il est valable sur un anneau commu-

tatif unitaire quelconque. La principalit�e est par contre essentielle pour �etablir

l'�equivalence suivante :

Lemme 2. Soit m un entier strictement positif et M un A-module libre de base

e1; : : : ; em. Soit x un �el�ement de M . Les propositions suivantes sont �equivalentes :

(i) Il existe une forme lin�eaire � sur M telle que �(x) = 1.

(ii) le PGCD des coordonn�ees de x dans la base ei est �egal �a 1.

D�emonstration. Commen�cons par remarquer que pour tout i l'application e�
i

qui �a
P
ajej associe ai est une forme lin�eaire sur M . On d�emontre exactement

comme dans le cas des espaces vectoriels que les e�
i
forment une base du A-module

des formes lin�eaires de M dans A. Posons xi = e�
i
(x). On a donc x =

P
xiei.

Supposons (i). On peut �ecrire � sous la forme
P
aie

�
i
. On a donc

P
aie

�
i
(x) =P

aixi = 1 et les xi sont bien premiers entre eux.

Supposons (ii). Comme les xi sont premiers entre eux il existe d'apr�es Bezout

des scalaires ai tels que
P
aixi = 1. Si on pose � =

P
aie

�
i
alors �(x) =

P
aixi =

1. 2

Nous allons maintenant montrer le th�eor�eme dit de la base adapt�ee.
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Th�eor�eme. Soit m un entier positif et M un A-module libre de rang m. Soit N

un sous-module de M . Il existe un entier r inf�erieur ou �egal �a m et une famille

d1; : : : ; dr d'�el�ements non nuls de A v�eri�ant d1jd2j : : : jdr, et une base f1; : : : ; fm
de M tels que (d1f1; : : : ; drfr) soit une base de N .

Remarque. Une telle base f1; : : : ; fm est dite adapt�ee �a N . L'entier r d�e�ni

ci-dessus est le rang de N . Il est nul si et seulement si N = f0g, auquel cas la
famille des di est vide.

D�emonstration du th�eor�eme. On proc�ede par r�ecurrence sur m, le cas m = 0

�etant trivial. Supposons le th�eor�eme �etabli pour un certain entier m et montrons

qu'il est vrai pour m+ 1. Soit M un module libre de rang m+ 1 et N un sous-

module de M . Donnons-nous une base e1; : : : ; em+1 de M . L'id�ee est la suivante :

s'il existe e�ectivement une famille d1; : : : ; dr et une base adapt�ee �a N alors toute

forme lin�eaire � sur M prend sur N des valeurs multiples de d1 ; c'est en se

fondant sur cette remarque qu'on va d�e�nir l'entier d1.

Consid�erons l'ensemble E des �el�ements de A de la forme �(y) o�u � est une

forme lin�eaire surM et y un �el�ement de N . Si N est nul le th�eor�eme est d�emontr�e.

Sinon E est non nul : en e�et il existe alors un y non nul dans N . L'une de ses

coordonn�ees de y dans la base (e1; : : : ; em+1) est non nulle et si c'est la i-i�eme

alors e�
i
(y) est non nul. Consid�erons un �el�ement d1 non nul de E minimal pour la

divisibilit�e. Il en existe un : en e�et soit a un �el�ement non nul de E. On peut l'�ecrire

�
Q
p�i
i

o�u � est inversible et o�u les pi sont des premiers deux �a deux distincts.

Si a est minimal pour la divisibilit�e le probl�eme est r�egl�e. Sinon il existe b non

nul dans E divisant strictement a et qui s'�ecrit donc �0
Q
p
�i

i
o�u pour tout i on a

�i � �i, l'une au moins de ces in�egalit�es �etant stricte. Le processus s'arrête donc

n�ecessairement �a un moment.

Il existe donc une forme lin�eaire � sur M et un �el�ement y de N tel que

�(y) = d1. Faisons deux remarques :

- Si  est une forme lin�eaire sur M alors d1 divise  (y). En e�et soit d

le PGCD de d1 et de  (y). Par Bezout il existe a et b dans A tels que

a�(y) + b (y) = ad1 + b (y) = d. L'�el�ement a�(y) + b (y) = (a�+ b )(y)

appartient �a E et vaut d donc divise d1. Par minimalit�e de d1 il est �egal �a

d1 �a un inversible pr�es.

- Si x est un �el�ement de N alors d1 divise �(x). En e�et soit d le PGCD de

d1 et de �(x). Par Bezout il existe a et b dans A tels que a�(y) + b�(x) =

ad1 + b�(x) = d. L'�el�ement a�(y) + b�(x) = �(ay + bx) appartient �a E et

vaut d donc divise d1. Par minimalit�e de d1 il est �egal �a d1 �a un inversible

pr�es.

En particulier e�
i
(y) est un multiple de d1 pour tout i. Ceci montre que y

s'�ecrit d1f1 pour un certain f1 dans M . Comme �(y) = d1 on a �(f1) = 1 et
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donc d'apr�es le lemme 1, et plus pr�ecis�ement la partie (ii) ) (i), on peut �ecrire

M = Af1�Ker �. Le module Ker � est libre d'apr�es la proposition montr�ee plus

haut puisque c'est un sous-module deM . Son rang est n�ecessairementm puisque

Af1 est libre de rang 1.

Si x est un �el�ement de N il s'�ecrit af1 + z avec z dans Ker �. On a alors

�(x) = a et d'autre part d'apr�es la remarque ci-dessus �(x) est multiple de d1.

On peut donc �ecrire a = d1a
0 et x = a0d1f1+z. Or d1f1 = y 2 N donc z appartient

aussi �a N et donc �a N \ Ker �. On a donc N = Ad1f1 �N \Ker �.

Or N \Ker � est un sous-module de Ker � qui est un module libre de rang m.

D'apr�es l'hypoth�ese de r�ecurrence il existe donc un entier r, une base f2; : : : ; fm+1

de Ker � et une famille d2; : : : dr d'�el�ements de A tels que d2jd3j : : : jdr de sorte

que d2f2; : : : ; drfr soit une base de N \ Ker �. La famille f1; : : : ; fm+1 est alors

une base de M , et d1f1; : : : ; drfr est une base de N . Il n'y a plus qu'�a v�eri�er

que d1 divise d2. Soit d le PGCD de d1 et d2. Il existe a et b dans A tels que

ad1 + bd2 = d. La forme lin�eaire af�1 + bf�2 prend donc la valeur d sur l'�el�ement

d1f1+d2f2 de N . On en d�eduit que d, qui divise d1, appartient �a E. La minimalit�e

de d1 implique que d est �egal �a d1 �a un inversible pr�es, et donc d1 divise d2 ce qui

ach�eve la d�emonstration. 2

2 A-modules de type �ni

On va maintenant �enoncer, et d�emontrer, le th�eor�eme de structure.

Th�eor�eme de structure des A-modules de type �ni. Soit V un A-
module de type �ni. Il existe un entier n et une famille d1; d2; : : : ; dn d'�el�ements
non inversibles de A tels que :

� d1jd2j : : : jdn

� V ' A=d1 �A=d2 � : : :�A=dn

De plus les di sont uniquement d�etermin�es �a un inversible pr�es.

Remarque. Si d est inversible alors A=d = f0g ; c'est pour cette raison qu'on

exclut que les di soient inversibles : ceci rajouterait arti�ciellement des termes nuls

dans la somme directe et il n'y aurait plus d'espoir d'avoir unicit�e. Par contre

l'un des di peut tr�es bien être �egal �a 0, dans ce cas tous les suivants le sont aussi

par la relation de divisibilit�e. Si di = 0 alors A=di = A.

D�emonstration du th�eor�eme de structure. Montrons tout d'abord l'existence.

Comme V est de type �ni il poss�ede une famille g�en�eratrice �nie e1; : : : ; em.

L'application de Am dans V qui envoie (ai) sur
P
aiei est lin�eaire surjective. Si

N d�esigne son noyau on a V ' Am=N . D'autre part le th�eor�eme de la base adapt�ee

a�rme l'existence d'une base f1; f2; : : : ; fm de Am et d'une famille d1jd2j : : : jdr
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de scalaires tels que d1f1; : : : ; drfr soit une base de N . On en d�eduit que V est

isomorphe �a  M
1�i�r

A=di

!
�Am�r

On a donc le r�esultat voulu en ne gardant que les di non inversibles (et en les

renum�erotant pour commencer par d1), et en remarquant que Am�r est la somme

directe de m� r termes que l'on peut �ecrire A=0.

Le module V est donc isomorphe �a A=d1�A=d2� : : :�A=dn. On va montrer

que la liste des di peut être d�eduite des propri�et�es intrins�eques du A-module V ,

ce qui �etablira l'unicit�e de la d�ecomposition.

Soit r le nombre de di nuls ; on peut �ecrire V '

� L
i�n�r

A=di

�
�Ar. Le sous-

module Vtors de V form�e des �el�ements de torsion (c'est-�a-dire annul�es par un

�el�ement non nul de A) s'identi�e �a
L

i�n�r

A=di, et donc V=Vtors est isomorphe �a

Ar, donc libre de rang r. Le nombre de di nuls est donc le rang du A-module libre
V=Vtors.

Le sous-module Vtors de V est donc isomorphe �aM
i�n�r

A=di

Comme d1j : : : jdn�r, il su�t, pour d�eterminer compl�etement la liste des di, de

connâ�tre pour tout �el�ement premier p de A et tout entier � le nombre s de di
multiples de p� (les di en question sont alors exactement les s derniers). On va

pour cela �etablir un lemme interm�ediaire :

Lemme 3. Soit p un �el�ement premier de A, soient � et � deux entiers et d un
�el�ement premier �a p. Alors le module p�(A=p�d) (image de la multiplication par

p� de A=p�d dans lui-même) est isomorphe �a A=d si � � � et �a A=p���d sinon.

Le module (A=p�d)=p(A=p�d) est isomorphe �a A=p si � est strictement positif et
est nul sinon.

D�emonstration. Par le lemme chinois A=p�d est isomorphe �a A=p� � A=d.

Comme p� est premier �a d il est inversible dans A=d donc p�(A=d) = A=d. Quant

�a p�(A=p�) c'est l'image du morphisme compos�e A
a7!p

�
a

�! A ! A=p�. Le noyau

de ce morphisme est l'ensemble des �el�ements a de A tels que p�a soit multiple

de p�. C'est donc A tout entier si � � � et c'est l'id�eal (p���) sinon. On a donc

p�(A=p�) = f0g si � � � et p�(A=p�) ' A=p��� sinon. En r�eutilisant le lemme

chinois on ach�eve la d�emonstration de la premi�ere partie du lemme.

Pour la seconde on consid�ere le morphisme compos�e

A! A=p�d! (A=p�d)=p(A=p�d)
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qui est surjectif, chacune des deux �eches du diagramme l'�etant. Son noyau est

l'ensembles des a dont l'image dans A=p�d est multiple de p, c'est-�a-dire l'en-

semble des a tels qu'il existe u et v dans A v�eri�ant a = pu + p�dv. C'est donc

l'id�eal (p�d; p) qui est �egal, A �etant principal, �a (PGCD(p�d; p)) et donc �a A tout

entier si � est nul, et �a (p) sinon. On en d�eduit donc que (A=p�d)=p(A=p�d) est

nul si � = 0 et isomorphe �a A=p sinon. Le lemme est d�emontr�e. 2

Suite de la d�emonstration du th�eor�eme de structure. Soit p un �el�ement premier

de A et soit � un entier sup�erieur ou �egal �a 1. Soit i compris entre 1 et n � r,

�ecrivons di = p�d o�u d est premier �a p. D'apr�es ce qui pr�ec�ede le A=p-espace

vectoriel (il s'agit a priori d'un A-module, mais qui est annul�e par p et est donc

un A=p-espace vectoriel) p��1(A=di)=p
�(A=di) = p��1(A=di)=p(p

��1(A=di)) est

nul si � � � � 1 et de rang 1 dans le cas contraire, c'est-�a-dire dans le cas o�u

p� divise di. On en d�eduit que le nombre de di (pour i compris entre 1 et n� r)
multiples de p� est �egal �a la dimension du A=p-espace vectoriel p��1Vtors=p

�Vtors.

R�ecapitulons : soit V un A-module isomorphe �a A=d1�A=d2� : : :�A=dn avec
les di non inversibles et d1jd2j : : : jdn. Alors le nombre de di nuls est �egal au rang

du A-module libre V=Vtors. Pour tout p premier et tout entier � � 1 le nombre

de di non nuls et multiples de p� est �egal �a la dimension du A=p-espace vectoriel

p��1Vtors=p
�Vtors.

La d�emonstration du th�eor�eme est termin�ee. 2

Remarque. On peut d�eduire de ce qui pr�ec�ede l'unicit�e des di (�a inversible

pr�es) dans le th�eor�eme de la base adapt�ee : il su�t en e�et de consid�erer le

quotient M=N et de lui appliquer l'assertion du th�eor�eme de structure relative �a

l'unicit�e.

3 Interpr�etation matricielle

Rappelons que deux matrices B et C appartenant �a Mm;n(A) sont dites �equi-

valentes s'il existe deux matrices P et Q qui sont respectivement inversibles dans

Mm(A) et Mn(A) et telles que B = P�1AQ. Comme dans le cas des espaces vec-

toriels, cette relation a une interpr�etation en termes d'applications lin�eaires : deux

matrices sont �equivalentes si et seulement si elles repr�esentent la même applica-

tion lin�eaire dans des bases di��erentes : P et Q sont alors les matrices respectives

de changement de base de changement de base �a l'arriv�ee et au d�epart.

Le th�eor�eme de la base adapt�ee peut être reformul�e ainsi :

Th�eor�eme. Soient n et m deux entiers strictement positif et B une matrice m�n
�a coe�cients dans A. Alors B est �equivalente �a une matrice D = (dij) telle que :

� di;j=0 d�es que i 6= j
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� d1;1jd2;2j : : : jds;s o�u s = min(n;m)

De plus les di;i sont uniquement d�etermin�es �a un inversible pr�es.

D�emonstration. La matrice B peut être vue comme la matrice d'une applica-

tion A-lin�eaire � de An dans Am. Notons N son image. D'apr�es le th�eor�eme de la

base adapt�ee il existe une base (f1; f2; : : : ; fm) de A
m et des scalaires d1jd2j : : : jdr

non nuls tels que d1f1; : : : ; drfr forme une base de N . Pour tout i compris entre

1 et r choisissons un ant�ec�edent li de difi par �. Les li forment une famille libre,

puisque les difi le sont. Montrons queAn = Al1�Al2�: : :�Alr�Ker �. Si x appar-
tient �a An son image appartient �a N donc s'�ecrit

P
aidifi =

P
ai�(li). En cons�e-

quence x�
P
aili appartient �a Ker � et donc An = Al1�Al2� : : :�Alr+Ker �.

D'autre part si x s'�ecrit
P
aili et appartient �a Ker � on a

P
aidifi = 0 et donc

ai = 0 pour tout i puisque la famille des difi est libre, et en cons�equence x = 0.

On a donc bien An = Al1 � Al2 � : : : � Alr � Ker �. Comme Ker � est un

sous-module de An il est libre d'apr�es la proposition d�emontr�ee plus haut. Son

rang est n�ecessairement n� r. Soit lr+1; : : : ; ln une base de Ker �. Alors l1; : : : ; ln
forme une base de An. La matrice de � dans les bases (l1; : : : ; ln) (au d�epart) et

(f1; : : : ; fm) (�a l'arriv�ee) a tous ses coe�cients nuls �a l'exception de ses r premiers

coe�cients diagonaux qui sont pr�ecis�ement les di. La premi�ere partie du th�eor�eme

est d�emontr�ee. On �etablit l'unicit�e en remarquant que si B est semblable �a une

matrice D du type �evoqu�e dans l'�enonc�e du th�eor�eme alors An=�(Am) est iso-

morphe �a
L
A=di;i ; c'est donc le r�esultat d'unicit�e dans le th�eor�eme de structure

qui permet de conclure. 2

On va donner �a pr�esent une caract�erisation matricielle des di;i du th�eor�eme ci-

dessus. Rappelons que si on note (bi;j) le terme g�en�eral de la matriceB, on appelle

sous-matrice carr�ee de taille k de B toute matrice de la forme (bi;j)(i;j)2I�J o�u I

(resp. J) est un sous-ensemble de cardinal k de f1; : : : ;mg (resp. de f1; : : : ; ng).
On appelle mineur d'ordre k de B tout d�eterminant d'une sous-matrice carr�ee de

taille k de B.

Proposition. On reprend les notations du th�eor�eme ci-dessus. Soit k un en-
tier inf�erieur ou �egal �a n et �a m. Alors le produit d1;1d2;2 : : : dk;k des k premiers

coe�cients diagonaux de B est �egal au PGCD des mineurs d'ordre k de B.

D�emonstration. Si B = D c'est imm�ediat. Pour toute matrice C on note

�k(C) le PGCD des mineurs d'ordre k de C. Il su�t donc de montrer que �k

est invariant par �equivalence. Par sym�etrie il su�t de montrer que si C et C 0

sont �equivalentes alors �k(C)j�k(C
0). Plus pr�ecis�ement il su�t de le montrer

pour C 0 de la forme CQ avec Q carr�ee inversible. En e�et dans ce cas ce sera

vrai �egalement pour toute matrice de la forme PC avec P inversible (et donc

�nalement pour PCQ) ; on le voit en utilisant le fait que �k est invariant par

8



la transposition, laquelle transforme mutliplication �a gauche en multiplication �a

droite.

Soit donc C une matrice de taillem�n �a coe�cients dans A et Q une matrice

inversible de taille n. Pour tout entier i inf�erieur ou �egal �a n la i-i�eme colonne

de CQ est combinaison A-lin�eaire des colonnes de C (les coe�cients �etant ceux

de la i-i�eme colonne de Q). Le caract�ere multilin�eaire altern�e du d�eterminant

par rapport aux colonnes montre alors que tout mineur d'ordre k de CQ est

combinaison de mineurs d'ordre k de C, et donc est multiple de �k(C). On en

d�eduit que �k(C) divise �k(CQ), ce qu'il fallait d�emontrer. 2

Terminons par une remarque concernant les endomorphismes d'espaces vectoriels

en dimension �nie. Soit donc k un corps et E un k-ev de base (e1; e2; : : : ; en). Soit

u un endomorphisme de E. Il induit une structure de k[t]-module sur E donn�ee

par Px = P (u)(x). L'application � de k[t]n dans E qui envoie (Pi) sur
P
i

Piei est

k[t]-lin�eaire et surjective. Notons f1; f2; : : : ; fn la base canonique du k[t]-module

k[t]n (on a alors �(fj) = ej pour tout j) et N le noyau de �. Pour j �x�e on a

u(ej) =
P
ai;jei o�u (ai;j) est la matrice de u dans la base (e1; e2; : : : ; en). On a

donc
P
i6=j

ai;jei + aj;jej � u(ej) = 0 soit encore

X
i6=j

ai;jei + (aj;j � t)ej = 0

On en d�eduit donc que pour tout entier j l'�el�ement
P
i6=j

ai;jfi+(aj;j� t)fj est dans

N .

Proposition 2. La famille des
P
i6=j

ai;jfi + (aj;j � t)fj pour j variant de 1 �a n

forme une base du k[t]-module N .

D�emonstration. Pour tout j notons !j l'�el�ement
P
i6=j

ai;jfi + (aj;j � t)fj. On a

(�) tfj =
X
i

ai;jfi � !j

pour tout j. On en d�eduit que tout �el�ement
P
j

Pj(t)fj de k[t]n peut être mis

sous la forme
P
j

Qj(t)!j +
P
j

bjfj o�u les bj sont des scalaires. Les !j �etant dans

N l'image par � d'un tel �el�ement est �egale �a
P
j

bjej. Elle est donc nulle, les ej

formant une base de E, si et seulement si tous les bj sont nuls. On en d�eduit que

N est engendr�e par les !j .

Supposons maintenant que l'on ait
P
j

Qj(t)!j = 0. Alors de (�) on d�eduit

l'�egalit�e X
j

Qj(t)tfj =
X
i;j

Qj(t)ai;jfi
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ce qui implique, les fj formant une base de k[t]n, que l'on a

Qj(t)t =
X
i

aj;iQi(t)

pour tout j. Si les Qj sont non tous nuls alors en en consid�erant un de degr�e

maximal on aboutit �a une contradiction. La famille des !j est donc libre, et

forme �nalement une base de N . 2

R�ef�erences

Il y a bien entendu de tr�es nombreuses r�ef�erences sur la question. La premi�ere

d�emonstration de la proposition 1 est directement copi�ee sur celle du th�eor�eme

3.7 de Jacobson (Basic Algebra 1), celle de la proposition 2 provient elle aussi de

Basic Algebra 1 (cf. le lemme suivant le th�eor�eme 3.13).

La preuve du th�eor�eme de la base adapt�ee est tir�ee de Bourbaki, Alg�ebre,

Chapitre VII. Signalons d'une mani�ere g�en�erale que ce chapitre de Bourbaki est

(comme beaucoup d'autres) remarquablement �ecrit. Les d�emonstrations que l'on

y trouve sont concises et �el�egantes, mais demandent une tr�es bonne mâ�trise de

certains concepts abstraits ; ne vous y noyez pas si vou s n'aimez pas trop ce genre

de choses. Dans le cas contraire vous pourrez par exemple savourer la preuve de

l'unicit�e de la d�ecomposition qui se fait en quelques lignes, et dans un cadre plus

g�en�eral que celui des anneaux principaux, �a l'aide des puissances ext�erieures...

Vous trouverez par ailleurs dans le Goblot (x 2.2) une preuve algorithmique

du th�eor�eme de la base adapt�ee, qui est �etabli matriciellement ; un paragraphe

sp�ecial est consacr�e aux anneaux euclidiens pour lesquels le proc�ed�e est nettement

plus simple.
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