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Partie I

A — Suites presque convergentes et moyenne de Cesaro

1) Avec les notations de ’énoncé, |P,| est la partie entiere de v/n, donc |P,| <

Vet |P,|/n— 0.

2/a) La suite (a,) coincide en dehors de P, qui est négligeable, avec la suite
(1/n) qui converge vers 0.

b) Non, la sous-suite (a,2) de la suite ci-dessus tend vers +oo et donc n’est
pas presque convergente.

3/a) On peut éliminer le cas ou by, est nul a partir d’un certain rang (ceci ne
peut se produire que si tous le a, sont nuls); dans ce cas il suffit de prendre
Uy, = 1/n.

Posons vy, = sup,,>,, by et u, = \/v,. La suite (vy) est une suite décroissante
de réels strictement positifs, tend vers 0 car b, — 0, et b, < v,, pour tout n € N*.
La suite (uy,) tend donc vers 0 en décroissant, et puisque by, /u, < v, /U, = Uy,
on a bien b, /u, — 0.

b) On a
1 1 |Tn|
bn>_ ) 2_ 1 2_ n -

i€T, €T,
Puisque b, /u,, — 0, il suit que |T},|/n — 0. Donc T est négligeable.
Puisque la suite (a,) est une suite de réels > 0 et qu’elle est majorée en
dehors d’un ensemble négligeable par la suite (u,) qui tend vers 0, on a a,, 2o.

4) Posons a,, = (—1)"/n. Bien siir, |a,| — +00. Par ailleurs

b = 5 (VI VI T4 4 VI - V)
(S S —
20 \Van + van -1 VZ+ 1

tend vers 0 car c’est la moitié de la moyenne de Cesaro d’une suite tendant vers
0. Comme by 41 — %bgn = —1/v2n+ 1 tend vers 0, on a aussi ba,41 — 0,
et au total b,, — 0.

Note. Sur les rapports entre convergence et convergence des moyennes de
Cesaro, on a aussi : si (a,) est une suite monotone de réels dont les moyennes
de Cesaro convergent, alors (a,,) converge (en supposant (a,,) croissante, vérifier
que si (a,) n’est pas bornée, la suite de ses moyennes de Cesaro ne l’est pas non
plus).
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B — Encadrement d’une fonction définie par une intégrale

1) Puisque [r" cos(nt)| < r™ et que 0 < r < 1, la série > 7, 7" cos(nt) con-
verge normalement sur R et donc P, est une fonctlon continue sur R. Elle est
clairement périodique de période 27w. La convergence normale entraine aussi
(interversion de Y et [) que cx(P) = cx(1) + > oor 7™ (cu(€™) + cx(e™™)).
Comme, pour ¢ € Z, cx(e*) = 1si k = £ et 0 sinon, on conclut que cy(P,) = r/*l.

2/a) On a
0 it —it
_ — t re re
P(rt) = 1+Z(re Z Z 1_7«61‘1& T 1 — re—it
i=1
1—1r2 1—r2

1—2rcost+7r2 (1 —7)2+4rsin’(L)’

la derniére égalité venant bien stir de cost = 1 — 2sin®(%).
b) Puisque |t/2] < 7/2, on a

t2>,2 t >4Xt2 t2
— >sin” | = — X — = —.
4 — 2) " w2 4 x2
On en déduit

1—72 1—72
T S Pt S e
(L=r)2+rt (1—r)2+4rs

Puisque 0 <r <1, on a

1—1r < 1—72
(1—7r)2 412~ (1—r)2+rt2°

Pour la majoration, puisque 72/4 < 3, on a

1—1r2 < 3(1—r?) < 6(1—r)
(I—r)2+dry = (I=r)2+rt2 = (1-7)2 412"

3/a) Notons f la fonction que 'on intégre. Elle se prolonge par continuité en

r = O par 0. Par ailleurs f est positive et majorée par G(i;r) (ln %)ail, qui est
équivalent a 6(1 — r)* quand r tend vers 1. Donc f se prolonge par continuité
en r = 1 par 0. L’intégrale converge.

b) la fonction r — In(1 —r) 4+ 2r est nulle en 0 et croissante sur [0, 1] (calcul

facile). Donc —In(1 —r) < 2r pour r € [0, 3]. Puisque f est positive, on a

v = /f dr*/flfrdr>/ F1—r)d
/0 r2+t2( In(1—7r))*" 1dr>/O 2+t2(2T)a 1y

1
1 [2 r®
Sl
2/0 e

v



c) On a, en utilisant la majoration de 2/b) et le changement de variable
r—1-—r,

6r 1 ! 6r 1
< 1 .
1/’(75)_/0 r2 + (1 —r)t? (lnl—r> dr—l—/% r2+ (1 —r)t? (nl—r> dr

1
2

W=

et In— >r

La premiere intégrale peut étre majorée, en utilisant 1 — r > = =

pour 0 <r < %, par
3 67 3 g
/ T3 13 127"0‘71(17":12/ -5 dr.
0 57’ + Et o T +1
La deuxieme intégrale peut étre majorée par

1
/ 9(1n 2)* tdr =6(In2)* < 12.
1T

4) Evaluons lintégrale

I P d
)= | ——
*) /0 72 42 "

en faisant le changement de variable r = |t|u. On obtient

Posons

1
LA U
A= —d t B= —d
/0 1+uz " © 0 1+u? "

(remarquer que la deuxieéme intégrale est bien convergente). Avec les encadrements

de 3), on obtient, pour 0 < |¢| <,
A a—1 a—1
STt <w() <12B +12.

En prenant a = % et b=12(B+7'7%), on a, pour 0 < |t| < 7,

alt| =t < p(t) < blee

Note. P.(t) est le noyau de Poisson. Voir Rudin, Real and Complex Analysis
p- 118, avec la formule de représentation intégrale de Poisson.

Partie II — Sommes partielles de séries de Fourier

1/a) On a:

x| N 2 N x
/ Z epsinnt| dt = Z / sin? nt dt
0 n=1 n=1 0

T
+ Z (en€p + €pEn) /0 sinnt sin pt dt .

1<n<p<N




Or [sin®ntdt =m/2 et [ sinntsinptdt = 0.
b) On découpe lintégrale [ )25:1 £, S0t
premiere intégrale par

dt en f06 + [5 - On majore la

/ ant—é ML < ove.

Pour majorer la deuxieme intégrale, on utilise I'inégalité de Schwartz

T ™A\ 2
5 s U

et la majoration

N sin nt ™| X
Z €n dt < Z Ep sinnt
¢ g n=1

n=1

On obtient

/
c) En utilisant a) et b) on obtient
9 1 0
dt < 6N+ —= (N7

| N .
/ Z c sinnt
o |2t Vo L2

En choisissant § = % € 10, [, on obtient pour le second membre N + N\/g <
3N.
d) En utilisant ’égalité (3) de I’énoncé on obtient

1 [7 N sin nt
<[ 23 e
S BT

n=1
car puisque |r,(t)] < 2 on a |leyry| < 2. En utilisant la parité de la fonction
qu’on integre et la majoration de c), on peut majorer l’intégrale du second
membre par 4 x 3N = 12N. On a donc || Z 16nDn|l < 5-12N + 2N < 5N.

2) On définit €, € U par ¢, = |Sp(h,z0) — h(zo)|/( n(h,xo) — h(zo)) si
Sn(h,zo) # h(xo) et €, = 1 sinon. Alors

D=

dt < 6N? + de

Z . smt nt

n=1

\

E Ep Sinnt

1
2

dt + 2N |

Tn(h) = —Zen n(h,20) — h(20))

n=1
N

- N
- % Wh(mt)(ﬂZI%D >dt Z

Dl + 1) <6/ oo -
1

On en déduit

1 N
Ty (h) < ||h]l (N S e,
n=1




3/a) On a

z+14hn z+h
fn(@+h) = fulz) =n </ f(t)dt — / ft) dt) :

+1

D’apres la propriété de la moyenne, il existe y entre x et x + h et z entre x + %
et x4+ 1 +h tels que fn(z+h) — fn(z) = nh(f(z) — f(y)). Donc f, est dérivable
et fi(z) =n(f(z+ %) — f(x)). La fonction f, est continiiment dérivable, et elle
est clairement périodique de période 27. Donc f, appartient a Fj.

b) La fonction f étant continue et périodique, elle est uniformément con-
tinue. Par conséquent || f,, — f|lcc — 0.

4) La fonction g étant contintment dérivable satisfait les hypothése du théoreme
de Dirichlet sur la limite des séries de Fourier. Donc |S,,(g, o) — g(z0)| — 0. En
prenant la moyenne de Cesaro, on a T (g) — 0.

5/a) Comme S, (f,zo) est linéaire en f on a

Tn(f) <Tn(f—9)+Tn(g) <Tn(g9) +6[f — 9l ,

la derniére inégalité venant de 2).

b) Montrons que T (f) — 0. Soit € > 0. Il existe g € Ej tel que || f — g|loo <
€/12 d’apres 3/b). Il existe Ny € N* tel que Tn(g) < /2 pour tout N > Ny
d’aprés 4). Donc T (f) < & pour tout N > Np.

Puisque T (f) — 0, le résultat de I-A-3 montre que S, (f, zo) = f(xo)

Note. Cette partie est un raffinement du théoreme de Féjer sur la conver-
gence des moyennes de Cesaro des sommes partielles de séries de Fourier : voir
Zuily-Queffelec p. 81, Théoreme IIL2. L'égalité D,,(t) = 28288 4 r (¢) avec
|rn(t)] < 2 pour |¢| < 7 est montrée chez Z-Q p. 74, & ceci prés qu’on a seule-
ment |r, ()| majoré par une constante finie (la valeur de cette constante importe
d’ailleurs peu pour les raisonnements).

Le résultat de la question 1 et & rapprocher du fait que |Ky|1 = 1, ou
Ky = %(Do + -+ Dy_1) est le noyau de Fejer.

Partie III — Sous-suites de la suite des sommes
partielles

1) Posons W, (f) = 25:1 |Sx, (fyzo) — f(xo)|- En utilisant ’hypothese (4),
on montre comme dans 11-2) que Wy (h) < (¢ + 1)||h]|s pour h € E. On peut

ensuite recopier le raisonnement de la fin de la partie II, en remplagant 6 par
¢+ 1, pour arriver & la conclusion Sy, (f,zo) = f(zo).

2/a) On peut déja remarquer que les intégrales convergent bien car (ln %)a_l ~
(1 —r)*~! quand r — 1_. Calculons maintenant, en effectuant le changement
de variable s = r"*1 :

—1

Mla) = /01 (lné)a_lds:/ol(n+1)a1 (m%)a (n+ 1)r" dr
_ (n+1)a/01r" (ln%)aldr,



ce qui donne bien I’égalité recherchée.
b) Posons ¢y (t) =1+2 ZnN:1 % La suite (¢ converge uniformément
sur tout compact contnu dans [—7,0[ U0, 7] vers ¢. En effet,

N it _ gilnt1)t 9
g cosnt| = |R —— ) ST
ot 1—e 1 —cost

est uniformément borné sur un tel compact, et on peut appliquer le critere
d’Abel uniforme. On peut déja conclure que ¢ est continue sur [—, 0[ U 0, 7].

En utilisant a) et en calculant (142 EnN:1 r™ cosnt) par un calcul semblable
a celui de I-B-2/a), on a

1 N 1 a—1
1+2 " t)(In— d
/0 (1+ Zr cosn)(nr> r

n=1

[(a)en(t)

B /1 1— 724 2rN+1(rcos Nt — cos(N + 1)t) ( 1>a1 dr
0

1—2rcost+1r2 ln;

Fixons t avec 0 < [t| < m, et soit m > 0 le minimum de 1 — 2rcost + r? =
(1 —7)2 + 4rsin®(L) pour 7 € [0,1]. Pour tout n € N* et tout r € [0,1] on a
’ 1— 724 2rN+1(r cos Nt — cos(N + 1)t) ‘ .5
1 —2rcost + 12 ~m’

m

Comme l'intégrale fol % (ln %)ail dr est convergente, on conclut par le théoreme

de convergence dominée que I'(a)p N (t) converge vers fol P(r,t) (In %)a_l dr =
P(t).
On peut aussi utiliser la majoration
1 — 72+ 27N+ (rcos Nt — cos(N + 1)t)
1 —2rcost + r? ‘
N+1

‘pm -

<

4
|r cos Nt — cos(N + 1)t| < —rN+!
m

pour établir

1 a—1
4 1 AT (@)
t)—-T t)] < — Nt (In = dr = —————
9O - T@on] < [ 24 (n7) ar=
la derniére égalité venant de 2/a).

3/a) Il faut vérifier la convergence de

1 7 —ikt _ 1 7
3 [ lene = s | wiar.

Le probleme de convergence est bien sir en 0. Mais la majoration ¥(t) =
O(]t|*~1) établie en I-B-4) assure la convergence de 'intégrale.
b) On invoque le théoréme de Fubini pour justifier 'interversion de I'intégrale :

% /: %a) (/01 P(r,t) <ln %)al dr) ekt =
ﬁ /01 % (/: P(r,t)e "kt dt) <ln%>a_ldr.



La justification de l'application du théoréme de Fubini vient de a) qui dit que

/_7; (/01 P(r,t) <ln%>a_1 okt

En utilisant ensuite ¢ (P,) = r*| et 2/a) on obtient :

w0 [« (7) 0 g

4/a) Le développement

dr)dt<oo.

2

=N+ E g8 e ARt
1<j,k<n
R

ezAnt

donne immédiatement

In =N+ Z EjaC)\k,,\j((p).
1<j,k<n
7k
Majorons
> sEen @2 Y gy
1<j.k<n 1<j<k<N k=2
Tk

La condition (ii) sur la suite (\,) entraine que Ay —A; > Ax—;. On a donc pour
j fixé entre 1 et N,

1 1
— < ——— < AN)Y®
Z (1+)\k_/\j)a— Z Mh—j) — N

j<k<N j<k<N k)

la deuxiéme inégalité venant de la condition (iii). On a donc en faisant varier j
entre 1 et NV

1
YL cange
<SRN (1 + A — )\j)
d’on, puisque 1 = Ao < ANAG™ d’apres (iii),

In < N +2AN?A" < 3ANZAY .

i

§ E’I’L Ant

b) On a

sin A\, t g Ant

IN

E Ene z)\t

2

>2

)

1| ’
+ 3 Z gpe”nt
n=1

1
< =
-2




et par ailleurs la parité de ¢ entraine

2

N
1 [ .
o Z epe” Pt oty dt = Iy .
TS n=1
Donc
1| ’
o D ensinAnt| @(t)dt < Iy .
m
T n=1

c) On procede de la méme maniere qu’en II-1/b. On majore 'intégrale de 0
a d par 6Ny car
sin A\t

En ¢ S)\ﬂé)\N

On majore l'intégrale de 6 & m au moyen de l'inégalité de Schwarz par

e UL

Le premier facteur se majore par (o + 1)~1/26=%/2, Le deuxiéme se majore par

tot dt

N 2
Z En Sin At

n=1

1/2
(L@) V1IN, ol a est la constante du I-B-4). Au total, il existe une constante

a
strictement positive B telle que

| XL sin Ant
> en
0 t

n=1
5) En choisissant 6 = 1/Ay dans la majoration ci-dessus et en utilisant la
majoration de Iy du 4/a), on obtient

| &L sin Ant
> e
0 t

n=1
ou C est une constante strictement positive. On en déduit comme en II-1/d)
que

dt < SNAy + B6—2\/Iy .

dt <CN ,

N
1Y " enDa, i < (C+2)N .
n=1

Note. Vérifier que la fonction I' est bien celle définie habituellement par
too a—1_,—a
L(a) = [, x* e "da.





