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2On trouvera dans 
e 
ours une présentation de l'analyse de Fourier, des 
ompléments d'analysequi lui sont liés (mesures de Radon, distributions, ...), ainsi que des éléments d'appli
ation à lathéorie du signal (
onvolution/�ltrage, mesure spe
trale, é
hantillonnage, ...).Le 
ours se situe au niveau 3ème et 4ème année d'un 
ursus de mathématiques et requiert les
onnaissan
es de bases d'analyse et de théorie de l'intégration.
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es . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 197Introdu
tionAvant d'aborder 
e 
ours d'analyse de Fourier, il peut être utile d'indiquer 
omment l'analyseharmonique et les objets mathématiques qui y sont étudiés sont liés au traitement du signal.Les signaux (véhi
ules de l'information) sont souvent transmis matériellement par la propagationde phénomènes (a
oustiques, éle
tro-magnétiques,...) résultant en une somme de quantitéspériodiques dont la fréquen
e est grande par rapport au laps de temps de l'observation. Onpeut 
onsidérer que la représentation mathématique d'un signal est :� d'une part, une fon
tion (t → x(t), t ∈ R) dé�nie dans le domaine temporel (ou sur un domainebidimensionnel dans le 
as des images),� d'autre part, une répartition dé�nie par une mesure µ dans le domaine des fréquen
es.La relation entre x et µ est donnée formellement par la représentation de Fourier :
x(t) =

∫

R

e2πits dµ(s),qui exprime le signal observé au temps t 
omme une �superposition� de signaux élémentairesde fréquen
e s. Ainsi la théorie du signal est liée à l'analyse harmonique qui étudie 
e type dereprésentation.Le traitement du signal a pour objet d'extraire des informations pertinentes d'un signal 
omplexe,d'atténuer le bruit 
ontenu dans un signal, d'e�e
tuer les opérations permettant le transfert et lesto
kage de l'information. La théorie du signal de son 
�té doit proposer un 
adre mathématiquepermettant de formaliser la mise en oeuvre de 
es traitements.Elle doit d'abord pré
iser la nature mathématique des objets que nous avons appelés signaux.La nature duale, temps-fréquen
e, des signaux né
essite le re
ours à l'analyse de Fourier et à desnotions telles que 
elles de mesure et de distribution.Le deuxième obje
tif théorique est l'identi�
ation mathématique des systèmes ou dispositifstransformant les signaux d'ex
itation en réponses ou permettant d'e�e
tuer un traitement dessignaux reçus en entrée. L'hypothèse naturelle d'invarian
e par translation dans le temps de 
esdispositifs 
onduit à représenter 
es systèmes 
omme des opérateurs de 
onvolution. Il est don
né
essaire de développer l'étude de la 
onvolution dans divers espa
es fon
tionnels.Le temps, qui est l'ensemble sur lequel sont naturellement dé�nis les signaux, est assimilé d'abordà R. Les 
ontraintes des mesures physiques et du traitement numérique 
onduisent également à
onsidérer les signaux à temps dis
ret pour lesquels le temps est assimilé à Z. Le sens du tempsintroduit une autre 
ontrainte physique traduite par la notion de 
ausalité.A 
�té de l'aspe
t théorique de l'étude des signaux, il 
onvient, du point de vue pratique,de mettre en oeuvre des méthodes e�e
tives, ave
 des 
ontraintes de rapidité d'exé
ution et



6 TABLE DES MATIÈRESde 
ontr�le des erreurs. Ce
i 
onduit à étudier des algorithmes e�
a
es, dont l'un des plusimportants est l'algorithme de 
al
ul rapide de la transformée de Fourier (FFT).Le 
ours présenté i
i est un 
ours théorique d'analyse de Fourier, en 
orrespondan
e ave
 lesétapes suivantes de la théorie du signal :� identi�
ation des objets mathématiques : espa
es fon
tionnels et extensions (mesures de Radon,distributions) ; représentation temporelle et fréquentielle des signaux : analyse de Fourier ;� opérations appliquées aux signaux à temps 
ontinu : �ltrage ; 
ara
térisation mathématique du�ltrage en terme de 
onvolution ;� signaux à temps dis
ret, opérations sur 
es signaux ; passage du temps 
ontinu au temps dis
ret :é
hantillonage.Notations :On utilisera les lettres x, y, z,... pour désigner les signaux 
onsidérés 
omme des fon
tions dutemps noté t. La variable de fréquen
e sera notée s ou u (notée f dans 
ertains ouvrages). Par
x̂ ou X on désignera la transformée de Fourier d'un signal x.BIBLIOGRAPHIEC. Gasquet, P. Witomski, Analyse de Fourier et appli
ations : �ltrage, 
al
ul numérique etondelettes, Dunod, 2000.N. Lerner, Cours d'intégration, Université de Rennes.E.H. Lieb, M.Loss, Analysis, Graduate studies in mathemati
s, vol.14, AMS.W. Rudin, Analyse réelle et 
omplexe, Masson.C. Sogge, Fourier integral in 
lassi
al analysis, Cambridge tra
ts in Mathemati
s, vol.105.



Chapitre 1Algèbres de 
onvolutionDans 
e 
hapitre, nous étudions la stru
ture d'algèbre de 
onvolution dé�nie sur des espa
es defon
tions (à valeurs réelles ou 
omplexes) sur Z, R ou T. Nous traitons d'abord le 
as dis
ret(espa
es des suites p-périodiques, espa
e des suites sommables sur Z), puis la 
onvolution entrefon
tions sur R et sur T, obtenant ainsi di�érentes algèbres de 
onvolution (Cc(R), Cc(T), L1(R),
L1(T)). La 
onvolée de deux fon
tions f et g, ave
 f ∈ Lp et g ∈ Lq, pour 1

p + 1
q = 1, estégalement dé�nie.1.1 Algèbres de 
onvolution, 
as dis
retSur des espa
es de suites, on peut dé�nir la multipli
ation 
omme l'opération habituelle deproduit terme à terme. On peut également dé�nir une autre loi, la 
onvolution, donnant à 
esespa
es une autre stru
ture d'algèbre.

• L'algèbre de 
onvolution (ℓ(Z/pZ), ∗)Soit p un entier > 0. On 
onsidère le groupe abélien �ni Gp = Z/pZ.Les fon
tions à valeurs 
omplexes dé�nies sur Gp, 
'est-à-dire les suites périodiques de période
p, forment un espa
e ve
toriel noté ℓ(Z/pZ). Cet espa
e est naturellement isomorphe à Cp,puisque la donnée d'une suite p-périodique u est 
elle du ve
teur (u(0), · · · , u(p− 1)), l'ensemble
{0, · · · , p− 1} formant un système de représentants des 
lasses de Z modulo pZ.Nous pouvons munir l'espa
e ℓ(Z/pZ) d'une stru
ture d'algèbre à l'aide du produit ordinaire(
oordonnées par 
oordonnées). Nous pouvons également dé�nir une autre loi, le produit de
onvolution :Dé�nition 1.1.1 Le produit de 
onvolution de deux suites u = (un) et v = (vn) périodiques depériode p est la suite p-périodique u ∗ v dé�nie par :

(u ∗ v)(n) =

p−1∑

k=0

u(n− k)v(k), n = 0, 1, ..., p − 1.On véri�era en exer
i
e que 
e produit dé�nit bien une loi interne sur l'espa
e des suitespériodiques de période p, qui en fait une algèbre. Cette algèbre joue un r�le important dans7



8 CHAPITRE 1. ALGÈBRES DE CONVOLUTIONles 
al
uls en traitement numérique du signal, 
ar elle fournit une version dis
rétisée et de taille�nie des algèbres de 
onvolution L1(R) et L1(T) que nous allons dé�nir dans 
e 
hapitre.
• Convolution de suites, l'algèbre (ℓ1(Z), ∗)Considérons maintenant l'espa
e des suites indexées par Z.Soit ℓ1(Z) l'espa
e des suites �bilatères� (un)n∈Z à valeurs 
omplexes telles que ∑

n∈Z
|u(n)| <∞.Sur 
et espa
e, la somme est dé�nie terme à terme. Le produit de deux suites peut être dé�niégalement terme à terme, mais nous pouvons dé�nir une autre loi : la 
onvolution.Dé�nition 1.1.2 Le produit de 
onvolution u ∗ v de deux suites u = (un) et v = (vn) dans

ℓ1(Z) est la suite u ∗ v dé�nie par :
(u ∗ v)(n) =

∑

k∈Z

u(n− k)v(k), n ∈ Z. (1.1)Pour véri�er que 
ette série est 
onvergente, pour 
haque n, et que u∗v est dans ℓ1(Z), on utilisele résultat suivant (dans lequel les sommes des séries peuvent être égales à +∞) :Lemme 1.1.3 Si (xn,k)n,k est une série à termes positifs à deux indi
es, on peut permuter l'ordrede sommation dans la série double :
∑

n,k

xn,k =
∑

n

(
∑

k

xn,k) =
∑

k

(
∑

n

xn,k).Lemme 1.1.4 Si u et v sont dans ℓ1(Z), alors u ∗ v est dans ℓ1(Z) et on a :
∑

n

|
∑

k

u(n− k)v(k)| ≤ (
∑

n

|u(n)|) (
∑

k

|v(k)|),ave
 égalité si les séries sont à termes positifs.Preuve : On raisonne d'abord dans le 
as de suites à termes positifs et on applique le lemmepré
édent. On traite ensuite le 
as général en utilisant la dé
omposition un = u+
n − u−n ,

vn = v+
n − v−n , en parties positives et négatives des suites u et v.L'espa
e ℓ1(Z) muni de la norme u → ‖u‖1 =

∑
n∈Z

|un| est un espa
e ve
toriel normé 
omplet(espa
e de Bana
h), qui forme une algèbre de Bana
h (ℓ1(Z), ‖ ‖1, ∗), quand on le munit de laloi dé�nie par le produit de 
onvolution ∗ .Nous laissons la preuve de 
es assertions en exer
i
e.Notation 1.1.5 Pour ℓ dans Z, on note δℓ la suite dé�nie par
δℓ(k) = 1, si k = ℓ, = 0, sinon.L'algèbre (ℓ1(Z), ‖ ‖1, ∗) a une unité, qui est la suite δ0. La 
onvolution par δℓ s'identi�e à latranslation par −ℓ : pour toute suite (u(n), on a (δℓ ∗ u)(n) = u(n− ℓ), ∀n ∈ Z.



1.2. CONVOLUTION SUR R 91.1.6 Sous-algèbres On obtient deux sous-algèbres de (ℓ1(Z), ‖ ‖1, ∗) en 
onsidérant :- l'algèbre de 
onvolution des suites indexées par Z à support �ni,- l'algèbre de 
onvolution des suites sommables indexées par Z à support dans Z+.De façon générale, si u et v sont deux suites nulles pour les indi
es < 0, le produit de 
onvolution
u ∗ v est bien dé�ni (même si les suites ne sont pas sommables) et s'é
rit :

(u ∗ v)(n) =

{ ∑n
k=0 u(k)v(n − k), pour n ≥ 0,

0, pour n < 0.On obtient ainsi l'agèbre de 
onvolution des suites à support dans Z+.1.2 Convolution sur RL'intégrale permet également de dé�nir une stru
ture d'algèbre de 
onvolution sur 
ertainsespa
es de fon
tions dé�nies sur R ou Rd. Nous 
ommençons par donner formellement la dé�nitiondu produit de 
onvolution. Nous dis
uterons ensuite la validité de 
ette dé�nition, en traitantd'abord le 
as le plus simple, 
elui de l'algèbre de 
onvolution Cc(R).Dé�nition 1.2.1 Etant données deux fon
tions f et g, on appelle 
onvolée de f et g (ouproduit de 
onvolution de f par g) la fon
tion notée f ∗ g dé�nie par :
(f ∗ g)(t) =

∫

R

f(s) g(t− s) ds, (1.2)La fon
tion f ∗ g apparaît don
 
omme une �
ombinaison linéaire généralisée� des translatées
g(. − s). La formule (1.2) est dissymétrique, mais par 
hangement de variable, nous pouvonsé
hanger les r�les de f et g.
• Cas de l'espa
e Cc(R) des fon
tions 
ontinues à support 
ompa
tNous nous plaçons tout d'abord dans le 
as simple où f et g sont deux fon
tions 
ontinues àsupport 
ompa
t sur R. La fon
tion s → f(s)g(t − s) est 
ontinue à support 
ompa
t et peutêtre intégrée. L'appli
ation t→ ∫

R
f(s)g(t− s) ds dé�nit don
 une fon
tion (notée f ∗ g).1.2.2 Propriétés de la 
onvolution1) Support : Si f et g sont à support 
ompa
t, f ∗ g est également à support 
ompa
t. En e�et,soient a, b, c, d tels que l'on ait f(s) = 0, pour s 6∈ [a, b], g(s) = 0, pour s 6∈ [c, d].Pour avoir f(s)g(t− s) 6= 0, il faut f(s) 6= 0 et g(t− s) 6= 0 et don
 a ≤ s ≤ b et c ≤ t− s ≤ d, 
equi implique a+ c ≤ t = t− s+ s ≤ b+ d. Ce
i montre que f ∗ g est à support dans l'intervalle
ompa
t [a+ c, b+ d].2) Commutativité : Par le 
hangement de variables z = t− s dans (1.2), on obtient :

∫

R

f(s) g(t− s) ds =

∫

R

f(t− z) g(z) dz =

∫

R

g(z) f(t− z) dz,



10 CHAPITRE 1. ALGÈBRES DE CONVOLUTIONd'où
(f ∗ g)(t) = (g ∗ f)(t). (1.3)3) Asso
iativité : Soient f, g, h trois fon
tions 
ontinues à support 
ompa
t. En é
hangeantl'ordre d'intégration (par appli
ation d'une forme élémentaire du théorème de Fubini) et enfaisant le 
hangement de variable u = s− z, on obtient :

((f ∗ g) ∗ h)(t) =

∫
(f ∗ g)(s) h(t− s) ds

=

∫
(

∫
f(z) g(s − z) dz)h(t− s) ds

=

∫
f(z) (

∫
g(s − z) h(t− s) ds) dz

=

∫
f(z) (

∫
g(u) h(t− z − u) du) dz

=

∫
f(z) (g ∗ h)(t− z) dz = (f ∗ (g ∗ h))(t).4) Continuité de la fon
tion f ∗ gSi g est 
ontinue à support 
ompa
t, elle est uniformément 
ontinue : pour tout ǫ, il existe η > 0tel que |g(t+ h) − g(t)| ≤ ǫ, pour |h| ≤ η et tout t. On a don
 :

|(f ∗ g)(t + h) − (f ∗ g)(t)| ≤
∫

|f(s)||g(t+ h− s) − g(t− s)| ds

≤ ǫ

∫
|f(s)| ds, pour |h| ≤ η,
e qui prouve la 
ontinuité de f ∗ g.Sur l'espa
e Cc(R) des fon
tions 
ontinues à support 
ompa
t, la 
onvolution dé�nit don
 une loiinterne qui est asso
iative et 
ommutative. L'espa
e Cc(R) muni de l'addition, de la multipli
ationpar les s
alaires et du produit de 
onvolution a une stru
ture d'algèbre 
ommutative.Remarque 1.2.3 Dans les preuves pré
édentes, nous avons ren
ontré des versions élémentairesdu théorème de Fubini. Nous aurons besoin plus loin de la version de 
e théorème dans le 
adrede l'intégrale de Lebesgue. On trouvera en annexe un rappel de 
es énon
és.Exemple 1.2.4 (Exemple de 
onvolution) : On 
onsidère les fon
tions uh dé�nies par : uh(s) =

1
h2 (h−|s|), pour |s| ≤ h et uh(s) = 0, pour |s| ≥ h, où h est un réel > 0. On note que les fon
tion
uh sont positives et d'intégrale égale à 1.Soit f ∈ Cc(R). Alors f ∗ uh s'é
rit :

(f ∗ uh)(t) =
1

h2

∫ h

0
(h− s) (f(t− s) + f(t+ s)) ds.Pour toute f ∈ Cc(R), on a : limh→0 f ∗ uh = f , la limite étant uniforme. Ce
i implique (voirexer
i
e 1.6.2) que Cc(R) n'a pas d'unité pour le produit de 
onvolution :il n'existe pas de fon
tion f0 ∈ Cc(R) telle que f0 ∗ g = g, pour toute fon
tion g ∈ Cc(R)).



1.2. CONVOLUTION SUR R 11Nous verrons, en étudiant la 
onvolution des mesures de Radon bornées, qu'il faut plonger L1(R)dans une algèbre plus grande, pour obtenir une algèbre ave
 unité, l'unité étant la mesure deDira
 en 0.
• Convolution dans L1(R)Nous traitons maintenant le 
as où f et g sont dans L1(R). Si f et g sont intégrables sur R, leurproduit de 
onvolution f ∗ g est toujours dé�ni par (1.2). Mais l'existen
e de 
e produit de
onvolution est plus di�
ile à établir.Proposition 1.2.5 La 
onvolution de deux fon
tions f et g intégrables sur R est bien dé�nie.Le résultat f ∗ g est en
ore intégrable et véri�e :

‖f ∗ g‖1 ≤ ‖f‖1‖g‖1. (1.4)Preuve : La démonstration utilise le théorème de Fubini rappelé en annexe.Les fon
tions f et g étant intégrables, la fon
tion de deux variables (t, s) → f(t − s)g(s) estintégrable sur R2, d'après le théorème de Fubini (voir annexe).En e�et, t→ f(t− s) g(s) est intégrable en t, et la fon
tion s→ ∫
f(t− s) g(s) dt est à son tourintégrable, d'intégrale (

∫
R
f(t) dt) (

∫
R
g(s) ds).On peut don
 appliquer le point i) du théorème de Fubini : pour presque tout t la fon
tion

s → f(t − s) g(s) est intégrable en s, 
e qui assure d'abord que (f ∗ g)(t) est bien dé�ni pourpresque tout t, puis que la fon
tion t→ ∫
f(t− s) g(s) ds = (f ∗ g)(t) est à son tour intégrable.On a don
 montré que f ∗ g est dans L1(R) et véri�e :

∫
(f ∗ g)(t) dt = (

∫

R

f(t) dt) (

∫

R

g(s) ds). (1.5)Grâ
e à (1.5), on a l'inégalité d'algèbre normée :
‖f ∗ g‖1 ≤ ‖|f | ∗ |g|‖1 = ‖f‖1‖g‖1.

• L'algèbre de 
onvolution (L1(R),+, ∗).Dans le 
as de l'espa
e Cc(R), nous avons vu que la 
onvolution dé�nit une stru
ture d'algèbre
ommutative : (Cc(R),+, ∗), où + désigne l'addition des fon
tions et ∗ leur 
onvolution. De lamême façon, L1(R) muni de 
es deux lois a une stru
ture d'algèbre 
ommutative :Théorème 1.2.6 L'opération (f, g) → f ∗ g dé�nit sur L1(R) une stru
ture d'algèbre 
ommu-tative.Preuve : La 
ommutativité (f ∗g = g∗f) résulte du 
hangement de s en t−s, qui laisse invariantel'intégrale.L'asso
iativité (f ∗ (g ∗ h) = (f ∗ g) ∗ h) résulte du théorème de Fubini (détailler la preuve enexer
i
e).



12 CHAPITRE 1. ALGÈBRES DE CONVOLUTIONIl est important de noter que, d'après la 
ommutativité, il y a deux �é
ritures� pour la
onvolution :
(f ∗ g)(t) =

∫
f(t− s)g(s) ds =

∫
f(s)g(t− s) ds.De plus, l'inégalité ‖f ∗ g‖1 ≤ ‖f‖1 ‖g‖1, implique la 
ontinuité de l'appli
ation (f, g) → f ∗ gdé�nie de (L1(R), ‖ ‖1) × (L1(R), ‖ ‖1) dans (L1(R), ‖ ‖1).On a obtenu ainsi une algèbre 
ommutative normée, notée (L1(R), ∗, ‖ ‖1) qui est une algèbrede Bana
h.

• Extension de la 
onvolution1.2.7 Dans le 
as général, étant données deux fon
tions f et g, leur produit de 
onvolution
t→

∫

R

f(s)g(t− s) dsest dé�ni, si 
ette intégrale existe pour toute valeur ou presque toute valeur de t. Deux 
onditionsentrent en jeu : la régularité de la fon
tion s→ f(s)g(t− s), et la �taille� de 
ette fon
tion.Il 
onvient don
 d'abord de faire sur f et g des hypothèses de régularité. Suivant la nature desintégrales utilisées, on 
onsidère des fon
tions f et g 
ontinues (intégrale de Riemann), ou régléesou plus généralement boréliennes. La fon
tion s → f(s)g(t − s) véri�e alors les hypothèses derégularité satisfaites par f et g (
ontinue, réglée ou borélienne).Il faut d'autre part s'assurer que 
ette fon
tion n'est pas trop grande et peut être intégrée. Nousavons plus haut 
omment pouvait être utilisé le théorème de Fubini. Donnons maintenant dessituations dans lesquelles on véri�e l'existen
e du produit de 
onvolution à l'aide de majorations.
◦ Si f est intégrable et g bornée, f ∗ g est dé�nie. En e�et, on a la majoration par une fon
tionintégrable : |f(s)g(t − s)| ≤ ‖g‖∞ |f(s)|. Don
 la fon
tion s → f(s)g(t− s) est intégrable et ona l'inégalité :

|(f ∗ g)(t)| ≤
∫

R

|f(s)g(t− s)| ds ≤ ‖g‖∞
∫

R

|f(s)| ds,d'où :
‖f ∗ g‖∞ ≤ ‖g‖∞

∫

R

|f(s)| ds.

◦ Si f est 
ontinue à support 
ompa
t, f ∗ g est dé�nie, pour toute fon
tion g intégrable sur tout
ompa
t. En e�et, soit L tel que f(s) = 0, pour |s| ≥ L. la fon
tion s→ f(s)g(t−s) est 
ontinueà support dans [−L,L] et
∫

|f(s)g(t− s)| ds =

∫ L

−L
|f(s)||g(t − s)| ds ≤ ‖f‖∞

∫ t+L

t−L
|g(s)| ds <∞.On notera que, dans 
ette situation, f ∗ g n'est pas né
essairement bornée, 
ontrairement au 
aspré
édent. Si f est 
ontinue à support 
ompa
t et g borélienne bornée, alors f ∗ g est 
ontinue.Il su�t pour le voir d'é
rire :

|(f ∗ g)(t+ h) − (f ∗ g)(t)| ≤ ‖g‖∞
∫

||f(t+ h− s) − f(t− s)| ds.



1.2. CONVOLUTION SUR R 13Exemple 1.2.8 Exemples de produit de 
onvolutiona) Si f est la fon
tion identiquement égale à 1 et si g est intégrable, alors f ∗ g se réduit à lafon
tion 
onstante égale à ∫
g(s) ds.b) Soit f = 1[−a,a]. Si g est intégrable (ou simplement lo
alement intégrable), on peut dé�nir

f ∗ g qui s'é
rit expli
itement sous la forme :
(1[−a,a] ∗ g)(t) =

∫ t+a

t−a
g(s) ds.On 
onstate sur 
et exemple un e�et de régularisation de la 
onvolution (un e�et de moyenne)que nous étudierons au 
hapitre suivant.
) Considérons les fon
tions uh de l'exemple (1.2.4). Soit g(s) = s. On a :

(uh ∗ g)(t) =
1

h2

∫ h

0
(h− s)(t− s+ t+ s) ds =

2t

h2

∫ h

0
(h− s) ds = t.

• Convolution de f ∈ Lp et g ∈ Lq1.2.9 Dans le 
as de deux fon
tions de 
arré intégrable, nous allons interpréter leur produit de
onvolution 
omme un produit s
alaire de fon
tions translatées. Cette méthode permet, de façonplus générale, de dé�nir f ∗g, pour f et g appartenant respe
tivement à Lp et Lq ave
 1
p + 1

q = 1,mais soulignons que 
e n'est plus une opération interne aux espa
es fon
tionnels 
onsidérés.Introduisons d'abord une notation pour l'a
tion de R opérant sur lui-même par translation.Notation 1.2.10 Pour tout réel t et toute fon
tion f dé�nie sur R, notons Ttf la fon
tiontranslatée de f par t : s ∈ R → Ttf(s) = f(s− t).Pour tout t ∈ R, l'appli
ation f → Ttf est un opérateur linéaire dé�ni sur les espa
es de fon
tionssur R. En parti
ulier, Tt opère sur les espa
es Lp(R), 1 ≤ p ≤ ∞ et l'invarian
e de la mesurede Lebesgue sur R implique que 
es opérateurs sont des isométries. De plus, il y a 
ontinuité ennorme ‖ ‖p, pour 1 ≤ p < +∞ (mais pas pour p = +∞) :
lim
t→t0

‖Ttf − Tt0f‖p = lim
t→t0

‖Tt−t0f − f‖p = 0.On notera que, par 
ontre, ‖Tt − Tt0‖ = sup‖f‖p≤1 ‖Ttf − Tt0f‖p = 2, pour t 6= t0.Théorème 1.2.11 Si f ∈ L1 et g ∈ L∞, ou f ∈ Lp et g ∈ Lq, ave
 1 < p, q < ∞ et 1
p + 1

q = 1,alors f ∗g est bien dé�nie et est 
ontinue. Si 1 < p <∞, f ∗g tend vers 0 à l'in�ni (f ∗g ∈ C0(R)).Preuve : a) Soient f ∈ Lp et g ∈ Lq. Notons g̃ la fon
tion s → g(−s). La formule du produit de
onvolution s'é
rit :
(f ∗ g)(t) =

∫

R

f(s) Ttg̃(s) ds.



14 CHAPITRE 1. ALGÈBRES DE CONVOLUTIONEn parti
ulier, pour p = q = 2, il s'agit du produit s
alaire de deux fon
tions de L2(R) (pourdes fon
tions à valeurs réelles). Dans tous les 
as, l'inégalité de Hölder implique que la fon
tion
s→ f(s) Ttg̃(s) est bien intégrable, 
e qui assure l'existen
e du produit de 
onvolution, et on a :

|(f ∗ g)(t)| ≤
∫

R

|f(s)||Ttg̃(s)| ds ≤ ‖f‖p‖Ttg‖q ≤ ‖f‖p‖g‖q.On a don
 :
‖f ∗ g‖∞ ≤ ‖f‖p‖g‖q .Pour f et g dans Cc(R), nous savons que f ∗g est 
ontinue à support 
ompa
t. Par approximation,nous allons montrer que 
ette régularité de la fon
tion f ∗ g est en
ore véri�ée quand f est dans

Lp(R) et g dans Lq(R), pour 1 < p < +∞, 1
p + 1

q = 1. Il 
onvient de traiter séparément le 
as où
f ∈ L1(R) et g ∈ L∞(R).b) Soit p tel que 1 < p < ∞ (
e qui implique 1 < q < ∞). D'après la densité de Cc(R) dans
Lp(R), Lq(R), il existe des suites (fn) et (gn) dans Cc(R) telles que limn ‖f − fn‖p = 0 et
limn ‖g − gn‖q = 0. La suite (‖fn‖p)n≥1 est bornée.On a alors

‖f ∗ g − fn ∗ gn‖∞ ≤ ‖(f − fn) ∗ g‖∞ + ‖fn(g − gn)‖∞
≤ ‖f − fn‖p‖g‖q + ‖fn‖p‖g − gn‖q,
e qui prouve la 
onvergen
e uniforme de la suite (fn ∗ gn) vers f ∗ g, et don
 la 
ontinuité de

f ∗ g. De plus, 
omme fn ∗ gn est à support 
ompa
t, la limite f ∗ g est une fon
tion qui tendvers 0 à l'in�ni.
) Soit maintenant p = 1 (
e qui implique q = ∞). Notons que, pour φ dans Cc(R) et ψ dans
L∞(R), φ ∗ ψ est uniformément 
ontinue.Il existe une suite (fn) dans Cc(R) telle que limn ‖f − fn‖1 = 0. On a alors :

‖f ∗ g − fn ∗ g‖∞ ≤ ‖f − fn‖1‖g‖∞.Ce
i prouve la 
onvergen
e uniforme de la suite (fn ∗ g) vers f ∗ g, et don
 la 
ontinuité de f ∗ g.Comme fn ∗ g est uniformément 
ontinue, on a de plus la 
ontinuité uniforme de f ∗ g.Remarque 1.2.12 L'espa
e Cc(R) n'est pas dense dans L∞(R) pour la norme ‖ ‖∞ (il estdense dans C0(R) pour 
ette norme). La 
onvolée d'une fon
tion de L1(R) et d'une fon
tion g de
L∞(R) est 
ontinue et bornée, mais ne tend pas né
essairement vers 0 à l'in�ni. Par exemple,pour f ∈ L1(R) et g 
onstante, égale à 1, on obtient : (f ∗ g)(t) =

∫
f(s) ds,∀t ∈ R.

1.3 Convolution des fon
tions périodiquesPour �xer les idées, on raisonne ave
 des fon
tions de période 1. On note C(T) l'espa
e desfon
tions 
ontinues périodiques de période 1. On se ramène au 
as de la période égale à 1, enobservant que, si f est a-périodique, x→ f(ax) est 1-périodique.



1.3. CONVOLUTION DES FONCTIONS PÉRIODIQUES 15Remarque 1.3.1 Si f est a-périodique, pour un a > 0, l'intégrale ∫ t0+a

t0

f(t) dt ne dépend pasde t0. En e�et, soit n ∈ Z tel que t0 ≤ na < t0 + a. Nous avons :
∫ t0+a

t0

f(t) dt =

∫ na

t0

f(t) dt+

∫ t0+a

na
f(t) dt

=

∫ a

t0−(n−1)a
f(t) dt +

∫ t0+a−na

0
f(t) dt =

∫ a

0
f(t) dt.Dé�nition 1.3.2 (Produit de 
onvolution de fon
tions 1-périodiques) Soient f et g deux fon
-tions 
ontinues 1-périodiques. On dé�nit leur produit de 
onvolution f ∗ g par :

(f ∗ g)(t) =

∫ 1

0
f(s)g(t− s) ds.On notera que 
ette dé�nition tient 
ompte du fait que les fon
tions sont périodiques et di�èrede 
elle donnée dans le 
as de R : l'intégrale est restreinte à un intervalle de longueur égale à lapériode.Il est 
lair que f ∗g est à son tour périodique de période 1. En utilisant le 
hangement de variable

s→ t− s et la remarque 1.3.1, on obtient :
(f ∗ g)(t) =

∫ 1

0
f(s)g(t− s) ds =

∫ t

t−1
f(t− s)g(s) ds

=

∫ 1

0
f(t− s)g(s) ds = (g ∗ f)(t).La 
onvolution est une opération interne à C(T) (f ∗ g est 
ontinue, si f et g le sont). Ondémontre, 
omme sur R, qu'elle est asso
iative et 
ommutative. Notons que les fon
tions de C(T)sont uniformément 
ontinues et bornées et que C(T) muni de la norme uniforme est une algèbrede Bana
h pour le produit ordinaire.Théorème 1.3.3 L'opération (f, g) → f ∗ g dé�nit sur (C(T), ‖ ‖1) une stru
ture d'algèbrenormée (non 
omplète) 
ommutative.De même que sur R, la 
onvolution peut être étendue à des 
lasses plus générales de fon
tions.En parti
ulier, on peut dé�nir l'algèbre de 
onvolution (L1(T), ∗, ‖ ‖1), par la même méthode.Nous ne reproduisons pas les preuves qui sont identiques.Théorème 1.3.4 L'opération (f, g) → f ∗ g dé�nit sur (L1(T), ‖ ‖1) une stru
ture d'algèbre deBana
h 
ommutative.Algèbre des polyn�mes trigonométriquesPour k ∈ Z, notons ek les fon
tion t → e2πikt. Un polyn�me trigonométrique (de période 1) estune 
ombinaison linéaire �nie des fon
tions ek, 
'est-à-dire une fon
tion de la forme
P (t) =

N∑

k=−N
cke

2πikt. (1.6)Les polyn�mes trigonométriques forment une sous-algèbre de (C(T), ∗) pour la 
onvolution. Deplus, on a le résultat simple et important suivant :



16 CHAPITRE 1. ALGÈBRES DE CONVOLUTIONProposition 1.3.5 Si f est une fon
tion de période 1 intégrable sur [0, 1], pour tout polyn�metrigonométrique P de période 1, f ∗ P est un polyn�me trigonométrique de période 1.Preuve : On a, pour P (t) =
N∑

−N
cn(P ) e2πint :

(f ∗ P )(t) =

∫ 1

0
f(s)(

N∑

−N
cn(P ) e2πin(t−s)) ds

=
N∑

−N
cn(P )(

∫ 1

0
f(s)e−2πins ds)e2πint.Si l'on note pour n ∈ Z, cn(f) =

∫ 1
0 f(s)e−2πins ds le 
oe�
ient de Fourier de f d'ordre n, onobtient don
 :

(f ∗ P )(t) =

N∑

−N
cn(P )cn(f)e2πint. (1.7)

1.4 Cara
tères sur un groupe
• Le 
as dis
ret1.4.1 Considérons un groupe abélien G, son opération de groupe étant notée +. Pour l'instant,nous ne mettons pas de topologie sur G, ou nous 
onsidérons que G est muni de la tolopogiedis
rète (toute fon
tion est alors 
ontinue !).Les groupes (Z,+) et les groupes quotients �nis (Z/pZ,+), p entier ≥ 1, sont des exemples degroupes dis
rets.Dans la suite, nous noterons K le groupe multipli
atif formé des nombres 
omplexes de module1 : K = {z ∈ C, |z| = 1} = {e2πit, t ∈ R}. Rappelons que 
e groupe (qui est 
ompa
t abélien etque l'on peut aussi voir 
omme le tore de dimension 1) est isomorphe à T = R/Z, l'appli
ation
t→ exp(2πit) étant un isomorphisme du groupe R/Z additif sur le groupe multipli
atif K.Dé�nition 1.4.2 Un 
ara
tère sur G est un homomorphisme de G dans le groupe multipli
atif
K. C'est don
 une fon
tion χ sur G à valeurs 
omplexes de module 1, telle que :

χ(t− s) = χ(t)χ(s)−1,∀t, s ∈ G.On a don
 pour un 
ara
tère χ, les propriétés suivantes : pour tout t ∈ G, |χ(t)| = 1,
χ(−t) = χ(t)−1 = χ(t) et pour tous t, s ∈ G, χ(t+ s) = χ(t)χ(s).
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• Cas de ZComme le groupe additif Z est engendré par un unique élément, l'entier 1, la valeur d'un 
ara
tère
χ sur Z est 
omplètement déterminée par sa valeur χ(1) = e2πia sur 
et élément. Tout 
ara
tère
χ sur Z est don
 de la forme :

n ∈ Z → χ(n) = χ(1)n = (e2πia)n = e2πina.Notons que l'élement a dans la formule pré
édente est déterminé à un entier relatif près, d'aprèsla périodi
ité des exponentielles 
omplexes. Il y a don
 une 
orrespondan
e biunivoque entrel'ensemble des 
ara
tères sur Z et le quotient de R par Z, 
'est-à-dire T.De la même façon, on montrera (exer
i
e) que, pour tout 
ara
tère χ sur Zd, il existe des réels
a1, · · · , ad tels que χ soit donné par :

n = (n1, · · · , nd) ∈ Zd → χ(n) = Πd
k=1(e

2πiak )nk = e2πi
Pd

1 nkak .Les réels (ai) sont déterminés à des entiers relatifs près. Il y a don
 une 
orrespondan
e bije
tiveentre l'ensemble des 
ara
tères sur Zd et Rd/Zd.
• Groupe Gp = Z/pZLes 
ara
tères sur Z/pZ sont les 
ara
tères χ sur Z tels que χ(pn) = 1, ∀n ∈ Z, soit χ(p) = 1.Un 
ara
tère sur Z étant donné par n → χ(n) = e2πian, où a est un réel, la 
ondition χ(p) = 1impose :

e2πiap = 1,et don
 a est de la forme a = ℓ/p, ave
 ℓ ∈ Z. L'entier ℓ est dé�ni modulo p. On a ainsi obtenula liste des 
ara
tères sur Gp : ils sont de la forme
eℓ : k ∈ Z/pZ → e2πikℓ/p, ℓ = 0, 1, · · · , p− 1.L'ensemble des 
ara
tères de Z/pZ est en 
orrespondan
e bije
tive ave
 le groupe de départ

Gp = Z/pZ. Il s'identi�e, 
omme Gp, au groupe des ra
ines p-ièmes de l'unité.
• Notion de 
ara
tère : 
as généralDans le 
as de R, la dé�nition purement algébrique de la notion de 
ara
tère ne su�t pas.Il 
onvient de se limiter à des fon
tions 
ontinues. Dans 
e 
as, et de façon générale pour ungroupe muni d'une topologie, il né
essaire d'exiger la 
ontinuité des 
ara
tères. Avant de dé�nir
ette notion dans le 
as général, donnons la dé�nition d'un groupe topologique (en fait nous ne
onsidèrerons que les 
as simples de R, Rd, T ou Td).Dé�nition 1.4.3 Un groupe topologique abélien G est un groupe abélien muni d'unetopologie telle que l'appli
ation (t, s) → t− s soit 
ontinue de G×G dans G.Dé�nition 1.4.4 On appelle 
ara
tère sur un groupe abélien topologique tout homomorphisme
χ 
ontinu du groupe G dans le groupe multipli
atif du 
er
le.Nous avons déjà déterminé tous les 
ara
tère sur Z ou Zd (dans 
e 
as il n'y a pas de 
ontraintede 
ontinuité !). Considérons maintenant le 
as de R.



18 CHAPITRE 1. ALGÈBRES DE CONVOLUTIONProposition 1.4.5 Pour tout 
ara
tère χ sur R, il existe un unique réel u tel que χ soit de laforme :
t ∈ R → χ(t) = e2πiut.Preuve : Soit χ un 
ara
tère sur R. D'après la propriété d'homomorphisme,

χ(t+ s) = χ(t)χ(s),∀t, s ∈ R (1.8)on peut é
rire, pour tout t0 > 0 :
χ(t)

∫ t0

0
χ(s) ds =

∫ t0

0
χ(t+ s) ds =

∫ t+t0

t
χ(s) ds.Comme la fon
tion χ est 
ontinue et égale à 1 en 0, pour t0 pro
he de 0, l'intégrale dans le membrede gau
he est de l'ordre de t0 et elle est non nulle. (En e�et, soit η > 0 tel que |χ(t) − 1| < 1

2 ,pour |t| < η. Nous avons :
|
∫ t0

0
χ(s) ds| ≥ t0 − |

∫ t0

0
(χ(s) − 1) ds| ≥ 1

2
t0 > 0.)On peut don
 é
rire :

χ(t) = [

∫ t0

0
χ(s) ds]−1

∫ t+t0

t
χ(s) ds.Cette relation montre que χ est dérivable ave
 une dérivée 
ontinue. On peut alors dériver en

s la relation (1.8). On obtient χ′(t + s) = χ′(s)χ(t),∀t, s ∈ R, puis en faisant s = 0, l'équationdi�érentielle
χ′(t) = χ′(0)χ(t), ∀t ∈ R.La fon
tion χ est don
 de la forme χ(t) = ezt, où z est un nombre 
omplexe. Comme χ est demodule 1, 
e nombre est imaginaire pur : z = 2πiu, pour un réel u. Le 
ara
tère χ est don
 dela forme χ(t) = e2πiut, pour un réel u.Les 
ara
tères sur T se déduisent immédiatement de 
eux du groupe additif (R,+). De façongénérale, si H est un sous-groupe fermé d'un groupe topologique G, les 
ara
tères sur le quotient

G/H sont donnés par les 
ara
tères χ sur G tels que χ(h) = 1, ∀h ∈ H (le véri�er en exer
i
eet dessiner le diagramme 
ommutatif 
orrespondant). Ce
i, appliqué à T quotient de R par Z,donne la proposition :Proposition 1.4.6 Pour tout 
ara
tère χ sur T, il existe un unique entier relatif n tel que χsoit de la forme :
t ∈ R → χ(t) = e2πint.Preuve : Soit χ un 
ara
tère sur T. On peut identi�er χ à un 
ara
tère sur R, qui, d'après laproposition pré
édente, est de la forme χ(t) = e2πiut, où u est un nombre réel déterminé de façonunique. Pour que χ dé�nisse une 
ara
tère sur T, il faut avoir e2πiuk = 1, ∀k ∈ Z, 
e qui implique

e2πiu = 1, soit u ∈ Z.
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• Groupe dual d'un groupe topologiqueSoit G un groupe topologique abélien. Si χ et χ′ sont deux 
ara
tères sur G, on obtient untroisième 
ara
tère sur G en faisant leur produit. En e�et, l'appli
ation t→ χ(t)χ′(t) de G dansle sous-groupe des nombres 
omplexes de module 1 est en
ore un 
ara
tère, noté χ.χ′.Exemple 1.4.7Sur Gp = Z/pZ, nous avons vu que les 
ara
tères sont de la forme eℓ, ℓ = 0, 1, · · · , p − 1. Cetensemble est en bije
tion ave
 le groupe Z/pZ lui-même. Pour ℓ, ℓ′ ∈ Z/pZ, on a, pour tout
k ∈ Z,

eℓ(k)eℓ′(k) = e2πi(ℓ+ℓ
′)k/p = eℓ+ℓ′ mod p(k).La multipli
ation de deux 
ara
tères 
orrespond don
 à la somme modulo p :

eℓ.eℓ′ = eℓ+ℓ′ mod p.On a ainsi une stru
ture de groupe sur la famille des 
ara
tères sur Gp : 
'est le groupe dual de
Gp, qui est isomorphe à Gp.Exemple 1.4.8Sur Z, nous avons vu que les 
ara
tères sont de la forme eu, u ∈ R/Z. Cet ensemble est enbije
tion ave
 le tore T de dimension 1. Pour u, u′ ∈ R/Z, on a, pour k ∈ Z,

eu(k)eu′(k) = e2πi(u+u′)k = eu+u′ mod 1(k).La multipli
ation de deux 
ara
tères 
orrespond don
 à la somme modulo 1 :
eu.eu′ = eu+u′ mod 1.On a ainsi une stru
ture de groupe sur la famille des 
ara
tères sur Z : 
'est le groupe dual de

Z, qui est isomorphe à T.Dé�nition 1.4.9 On appelle groupe dual de G le groupe topologique Ĝ formé de l'ensembledes 
ara
tères de G muni de la loi produit (χ, χ′) → χ.χ′.[Si l'on s'intéresse uniquement à l'étude élémentaire des 
ara
tères sur les groupes 
onsidérés i
i,on pourra omettre 
e passage.℄Dans la dé�nition pré
édente, pour obtenir sur Ĝ une stru
ture de groupe topologique, il fautdé�nir une topologie sur Ĝ.Nous nous restreignons aux groupes G qui sont lo
alement 
ompa
ts, i.e. tels que tout pointpossède un voisinage relativement 
ompa
t (il su�t que 
ette propriété soit vraie pour l'élémentneutre du groupe). Les éléments de Ĝ sont des fon
tions. Nous allons dé�nir une topologie sur
et ensemble de fon
tions, en pré
isant en quel sens est dé�nie la notion de 
onvergen
e d'unesuite de fon
tions. Nous 
hoisissons la topologie de la 
onvergen
e uniforme sur tout 
ompa
t :si (χn) est une suite de 
ara
tères sur G, nous disons que 
ette suite 
onverge vers un 
ara
tère
χ, si elle 
onverge vers χ uniformément sur tout 
ompa
t de G. On peut véri�er (exer
i
e) qu'onobtient bien une topologie de groupe (
ontinuité de l'appli
ation (χ, χ′) → χ.χ′−1).



20 CHAPITRE 1. ALGÈBRES DE CONVOLUTIONNous avons déjà déterminé le groupe dual de Z/pZ et 
elui de Z. Dans le premier 
as, il n'ya pas de di�
ultés, il s'agit d'un groupe �ni. Dans le 
as de Z, 
omme nous l'avons vu, Ẑ estisomorphe à T = R/Z. I
i le groupe dual n'est pas dis
ret.On véri�e (exer
i
e) que la topologie de groupe dual dé�nie pré
édemment 
oïn
ide ave
 latopologie de T.Exemple 1.4.10Sur R, nous avons vu que les 
ara
tères sont de la forme eu(t) = e2πiut, ave
 u ∈ R. Cet ensembleest en bije
tion ave
 R lui-même. Il est 
lair que la stru
ture de groupe du groupe des 
ara
tères
orrespond à la stru
ture additive sur R. On voit don
 qu'algébriquement, le groupe dual de R estisomorphe au groupe additif de R. Comme pré
édemment, il faut en
ore véri�er que la topologiede groupe dual 
oïn
ide ave
 la topologie de R. Nous laissons 
ette véri�
ation en exer
i
e.Exemple 1.4.11Nous avons en�n le 
as du groupe du 
er
le T. I
i le groupe dual s'identi�e à Z (
f. proposition(1.4.6)). On pourra véri�er en exer
i
e que la topologie de groupe dual 
oïn
ide ave
 la topologie(dis
rète) de Z. On est don
 i
i dans le 
as d'un groupe dual d'un groupe 
ompa
t abélien eton note que 
e dual est dis
ret.Résumons les résultats obtenus :
Ẑ/pZ ≃ Z/pZ,

Ẑ ≃ R/Z = T,

R̂ ≃ R,

T̂ ≃ Z.On remarque que dans les exemples traités :� le dual d'un groupe dis
ret est 
ompa
t,� le dual d'un groupe 
ompa
t est dis
ret,� le dual du dual d'un groupe G est isomorphe au groupe de départ.Nous nous bornerons à mentionner qu'il s'agit là de propriétés générales que l'on établit dansl'étude de la dualité des groupes abéliens topologiques (théorie de la dualité de Pontryagin).1.5 Homomorphismes d'algèbres de 
onvolution1.5.1 Soit G un groupe topologique abélien, lo
alement 
ompa
t. De même que l'on 
onstruitl'intégrale de Lebesgue sur R, f →
∫

R
f(x) dx, on peut 
onstruire sur G une intégrale f ∈

Cc(G) →
∫
G f(g) dg invariante par les translations de G (∫G f(g+ g0) dg =

∫
G f(g) dg,∀g0 ∈ G)unique à un fa
teur 
onstant près et, à partir de là, l'espa
e L1(G) des fon
tions intégrables sur

G.Nous n'aborderons pas i
i la 
onstru
tion générale, mais nous examinons quatre exemples où 
ettesituation se présente de façon expli
ite : R ou Rd munis de la mesure de Lebesgue habituelle,
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T ou Td munis de la mesure de Lebesgue restreinte à un �domaine fondamental�, 
'est-à-direl'intervalle [0, 1] dans le 
as où d = 1, Z ou Zd munis de la mesure de 
omptage (somme desséries absolument 
onvergentes) et en�n les groupes abéliens �nis, dont les plus simples sont lesgroupes Gp = Z/pZ, p entier ≥ 1.Dans tous les 
as, on dispose sur G de l'espa
e ve
toriel C0(G) des fon
tions 
ontinues à support
ompa
t et d'une forme linéaire invariante sur 
et espa
e, f →

∫
G f(g) dg. Cette forme linéairedé�nit une norme, f → ‖f‖1 =

∫
G |f(g)| dg sur C0. L'espa
e L1(G) est l'espa
e de Bana
h
omplété de C0 pour 
ette norme et peut être réalisé 
omme un espa
e de fon
tions sur G.On obtient ainsi les espa
es L1(G) 
orrespondant aux quatre situations examinées dans 
e
hapitre : L1(R), L1(T), ℓ1(Z), ℓ(Z/pZ). Ces espa
es sont munis d'un produit de 
onvolutiondé�ni formellement pour f1, f2 ∈ L1(G) par :

(f1 ∗ f2)(g) =

∫

G
f1(g − h)f2(h) dh.Rappelons en
ore qu'il s'agit bien d'une intégrale dans le 
as de R ou T, mais d'une sommedis
rète dans le 
as de Z ou Z/pZ.On a de 
ette façon 
ontruit l'agèbre de 
onvolution (L1(G), ‖ ‖1, ∗).En raisonnant toujours formellement, montrons qu'on peut dé�nir un homomorphisme del'algèbre de 
onvolution (L1(G), ∗) dans l'algèbre (multipli
ative) des fon
tions sur le groupedual Ĝ de G. Etant donnée f ∈ L1(G), on lui asso
ie la fon
tion f̂ , notée aussi Ff , sur Ĝ dé�niepar :

f̂(χ) =

∫

G
f(g) χ(g) dg. (1.9)Compte-tenu de la propriété d'homomorphisme des 
ara
tères, on a la relation d'homomorphismeau sens des lois de 
onvolution “∗′′ et de multipli
ation “.′′ :

f̂1 ∗ f2(χ) = f̂1(χ)f̂2(χ). (1.10)En utilisant, toujours formellement, le �théorème de Fubini� et l'invarian
e par translation del'intégrale sur G, on obtient en e�et :
f̂1 ∗ f2(χ) =

∫

G
[

∫

G
f1(g − h)f2(h) dh] χ(g) dg

=

∫

G
[

∫

G
f1(g − h)χ(g) dg] f2(h) dh

=

∫

G
[

∫

G
f1(g − h)χ(g − h) dg] f2(h)χ(h) dh

= (

∫

G
f1(g)χ(g) dg) (

∫

G
f2(h)χ(h) dh)

= f̂1(χ) f̂2(χ).Pour tout 
ara
tère χ, l'appli
ation f → f̂(χ) est don
 un homomorphisme (
ontinu) de l'algèbre
(L1(G), ∗) dans C. On peut montrer qu'on obtient ainsi tous les homomorphismes de (L1(G), ∗)dans C (voir exer
i
e pour les 
as de G = R ou Z).Nous allons appliquer su

essivement 
ette 
onstru
tion aux quatre exemples de groupes en-visagés plus haut. (Attention : les notations 
orespondent soit à ∫

G f(g) χ(g) dg, soit à∫
G f(g) χ(g) dg).



22 CHAPITRE 1. ALGÈBRES DE CONVOLUTIONExemple 1.5.2Sur Gp = Z/pZ, les 
ara
tères sont de la forme eℓ, ℓ = 0, 1, · · · , p − 1. Une fon
tion sur Gp estune suite périodique s que l'on peut restreindre à l'ensemble d'indi
es {0, . . . , p − 1}. A unetelle suite s, on asso
ie une nouvelle suite périodique (fon
tion sur le groupe dual de Gp quis'identi�e à Gp), sa transformée de Fourier dis
rète dé�nie (en 
hoisissant le signe `+' dansl'exponentielle) par :
Fs(n) = ŝ(n) =

p−1∑

k=0

s(k)e2πink/p, n = 0, 1, . . . , p− 1.Cette transformation joue un grand r�le dans les appli
ations de l'analyse de Fourier. En e�et,d'une part elle sert de modèle dis
ret �ni remplaçant dans les 
al
uls numériques les transforméesdé�nies sur R ou Z, d'autre part il existe des algorithmes rapides de 
al
ul de 
ette transforméede Fourier dis
rète (algorithme �FFT�= Fast Fourier Transform).L'appli
ation F : s→ ŝ est une appli
ation linéaire de ℓ(Gp) dans lui-même.On a une formule d'inversion élémentaire. Si l'on dé�nit la transformée de Fourier dis
rète inverse
I par

Is(n) =
1

p

p−1∑

0

s(k)e−2πink/p, n = 0, 1, . . . , p− 1,on a la relation :
I ◦ F = F ◦ I = Id.Exemple 1.5.3Sur Z, les 
ara
tères sont de la forme eu, u ∈ R/Z. Une fon
tion sur Z est une suite bilatère

c = (c(n), n ∈ Z). On lui asso
ie une fon
tion dé�nie sur le groupe dual T = R/Z par
(Fc)(t) =

∑

n∈Z

c(n)e2πint.La fon
tion Fc est bien dé�nie si la 
ondition ∑
n∈Z

|c(n)| < ∞ est satisfaite et 
'est alors unefon
tion 
ontinue 1-périodique. Il s'agit de la fon
tion dont les 
oe�
ients de Fourier sont les
oe�
ients c(n) de la suite (voir 
hapitre séries de Fourier).Exemple 1.5.4Sur R, les 
ara
tères sont de la forme eu(t) = e2πiut, ave
 u ∈ R. Soit f une fon
tion sur R. Si fest dans L1(R), on lui asso
ie sa transformée de Fourier, fon
tion notée f̂ ou en
ore Ff surle groupe dual, don
 sur R, dé�nie par
f̂(u) =

∫

R

f(t) eu(t) dt =

∫

R

f(t) e−2πiut dt.En appliquant le théorème de Fubini, on véri�e que l'appli
ation f → Ff est un homomorphismede l'algèbre de 
onvolution (L1(R), ∗) dans l'algèbre des fon
tions sur R muni du produit ordinaire(voir 
hapitre sur la transformation de Fourier).
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as du groupe du 
er
le T, le groupe dual s'identi�e à Z et la 
onstru
tion 
onsisteà asso
ier à une fon
tion f 1-périodique appartenant à L1(T), la suite (cn(f)) dé�nie par :
cn(f) =

∫ 1

0
f(t) e−2πint dt.Il s'agit de la suite des 
oe�
ients de Fourier de f .

Annexe (Rappels)A. Le théorème de Fubini (rappels)Rappelons d'abord un énon
é élémentaire pour des fon
tions 
ontinues.Soit φ une fon
tion dé�nie sur R2, 
ontinue à support 
ompa
t. Pour 
haque x, la fon
tion
y → φ(x, y) est 
ontinue à support 
ompa
t sur R. On peut don
 l'intégrer et l'intégrale dé�nitune nouvelle fon
tion 
ontinue à support 
ompa
t que l'on peut intégrer à son tour. La versionélémentaire du théorème de Fubini assure que le résultat ne dépend pas de l'ordre d'intégration.Proposition 1.5.6 ∫

R

(

∫

R

φ(x, y) dy) dx =

∫

R

(

∫

R

φ(x, y) dx) dy.Preuve : On utilise le fait que les fon
tions 
ontinues à support 
ompa
t sur R2 sont des limitesuniformes de fon
tions dé
omposables, i.e. de la forme
ψ(x, y) =

∑

i,j

ui(x)vj(y), (1.11)où ui, vj sont des fon
tions 
ontinues à support 
ompa
t sur R et ai,j des 
onstantes.(Pour montrer la densité de 
es fon
tions, on peut utiliser le théorème de Stone-Weierstrassrappelé 
i-dessous, ou utiliser dire
tement l'uniforme 
ontinuité des fon
tions 
ontinues à support
ompa
t.)Pour les fon
tions de 
ette forme, il est 
lair que l'on peut permuter l'ordre d'intégration. Lerésultat analogue pour une fon
tion φ 
ontinue à support 
ompa
t quel
onque s'obtient parpassage à la limite : soit K un re
tangle 
ompa
t de R2 
ontenant le support de φ ; pour tout
ǫ > 0, il existe ψ de la forme (1.11) et à support dans K telle que ‖φ− ψ‖∞ < ǫ.[Rappel : Théorème de Stone-Weierstrass) Soit (E, d) un espa
e métrique 
ompa
t. Soit B unesous-algèbre de l'algèbre C(E) des fon
tions 
ontinues sur E à valeurs réelles, 
ontenant les
onstantes. Si B sépare les points de E, B est dense dans C(E) muni de la norme uniforme.℄Rappelons maintenant l'énon
é du théorème de Fubini dans le 
adre de l'intégrale de Lebesgue.Nous l'énon
erons pour des fon
tions de deux variables.Etant donnée une fon
tion f de deux variables, on obtient, en �xant l'une des deux 
oordonnées,des fon
tions �partielles� d'une seule variable. Si f est borélienne, les fon
tions partielles pour
x �xé, y → f(x, y) et pour y �xé, x → f(x, y) sont boréliennes. On peut examiner si elles sontintégrables.



24 CHAPITRE 1. ALGÈBRES DE CONVOLUTIONThéorème 1.5.7 Soit f une fon
tion borélienne de deux variables.
i) Si f est dans L1(R2), alors, pour presque tout x, la fon
tion y → f(x, y) est intégrable, lafon
tion d'une variable x→

∫
f(x, y) dy est à son tour intégrable et nous avons :

∫

R2

f(x, y) dy dx =

∫

R

(

∫

R

f(x, y) dy) dx =

∫

R

(

∫

R

f(x, y) dx) dy. (1.12)
ii) Inversement, si la fon
tion y → f(x, y) est intégrable, pour presque tout x, et véri�e

∫
(

∫

R

|f(x, y)| dy) dx < +∞,alors f est dans L1(R2) et véri�e don
 (1.12).B. Dualité dans les espa
es ℓp(B.1) Soit 1 ≤ p < ∞. Soit y un élément de ℓq(N), où q dé�ni par 1
p + 1

q = 1 est l'exposant
onjugué de p. L'appli
ation x→ y∗(x) =
∑

n xnyn dé�nit une forme linéaire 
ontinue sur ℓp(N),puisque, d'après l'inégalité de Hölder dans le 
as dis
ret, 
ette série est 
onvergente et véri�e∑
n |xn||yn| ≤ ‖x‖p‖y‖q. On a don
 ‖y∗‖ ≤ ‖y‖q .Les termes yn de la suite y s'é
rivent yn = eiθn |yn|, ave
 θn réel. Posons z = (zn) ave


zn = eiθn |yn|q−1. On a ‖z‖pp = ‖y‖qq , soit ‖z‖p = ‖y‖q/pq ; d'où :
y∗(z) =

∑

n

eiθn |yn|q−1yn =
∑

n

|yn|q = ‖z‖p‖y‖q.On a ainsi l'égalité ‖y∗‖ = ‖y‖q . La 
orrespondan
e y → y∗ est don
 une isométrie de ℓq(N) dansle dual de ℓp(N).On note qu'i
i la borne supérieure dans le 
al
ul de la norme de la forme linéaire dé�nie par yest atteinte (sur la suite z).Montrons que l'on obtient ainsi toutes les formes linéaires 
ontinues sur ℓp(N).Proposition 1.5.8 Pour tout p ∈ [1,∞[, l'appli
ation y → y∗ dé�nit une isométrie surje
tivede ℓq(N) sur le dual de ℓp(N).Preuve : Il est 
lair que, pour toute forme linéaire φ sur un espa
e de suites 
ontenant l'espa
e
ℓc(N) des suites à support �ni, la restri
tion de φ à 
e sous-espa
e est donnée, pour x ∈ ℓc(N),par φ(x) =

∑
n xnyn, ave
 yn = φ(δn), 
ette somme se réduisant à la somme d'un nombre �ni determes.Il reste don
 à montrer que la suite y est dans ℓq(N). Faisons le raisonnement dans le 
as

1 < p < ∞. Nous utilisons pour 
ela la suite z introduite pré
édemment, mais tronquée aurang L. Soit z(L) telle que z(L)
n = eiθn |yn|q−1, pour 1 ≤ n ≤ L, et nulle ailleurs.Supposons maintenant que φ soit une forme linéaire 
ontinue sur ℓp(N). Nous avons :

|φ(z(L))| = |
L∑

1

eiθn |yn|q−1yn| =

L∑

1

|yn|q ≤ ‖φ‖‖z(L)‖p = ‖φ‖(
L∑

1

|yn|q)1/p.D'où (
∑L

1 |yn|q)1/q ≤ ‖φ‖, pour tout L, et don
 y ∈ ℓq(N), ave
 ‖y‖q = ‖φ‖.



1.6. EXERCICES 251.6 Exer
i
esExer
i
e 1.6.1a) Montrer que l'espa
e ℓ1(Z) muni de la norme u → ‖u‖1 =
∑

n∈Z
|un| est un espa
e ve
torielnormé 
omplet (espa
e de Bana
h),b) Montrer que, muni de la loi dé�nie par le produit de 
onvolution `∗ ', (ℓ1(Z), ‖ ‖1, ∗) formeune algèbre de Bana
h possédant une unité (la suite δ0).Exer
i
e 1.6.2 (Cc(R), ∗ ), (L1(R), ∗ ) n'ont pas d'unitéSoit h un réel > 0. On 
onsidère les fon
tions uh dé�nies par :

uh(t) =

{
1
h2 (h− |t|), pour |t| ≤ h,
0, pour |t| ≥ h.Soit f ∈ Cc(R), l'espa
e des fon
tions 
ontinues à support 
ompa
t sur R.a) Montrer que f ∗ uh s'é
rit :

(f ∗ uh)(t) =
1

h2

∫ h

0
(h− s) (f(t− s) + f(t+ s)) ds.b) Montrer que l'on a, pour toute fon
tion f ∈ Cc(R), limh→0 f ∗uh = f , la limite étant uniforme.
) En utilisant 
e résultat, prouver que l'algèbre de 
onvolution (Cc(R), ∗) n'a pas d'unité.[[Indi
ations :On supposera qu'une telle fon
tion f0 existe. On a : limh f0 ∗ uh = f0, mais aussi, si f0 estune unité pour la 
onvolution : f0 ∗ uh = uh. Comme limh→0 uh(t) = 0, pour t 6= 0, 
e
i estimpossible.℄℄d) Etendre 
e résultat à L1(R).Exer
i
e 1.6.3a) Soit d un entier ≥ 1. Montrer que, pour tout 
ara
tère χ sur Zd, il existe des réels a1, · · · , adtels que χ soit de la forme :

n = (n1, · · · , nd) ∈ Zd → χ(n) = Πd
k=1(e

2πiak )nk = e2πi
Pd

1 nkak .b) Montrer que le groupe dual de Zd est isomorphe au tore Td = Rd/Zd de dimension d.



26 CHAPITRE 1. ALGÈBRES DE CONVOLUTIONExer
i
e 1.6.4 Continuité des homomorphismes d'algèbre de Bana
h dans CMontrer que tout homomorphisme φ d'une algèbre normée de Bana
h A dans C est 
ontinu, denorme au plus 1.[[⇒ Indi
ations :Notons `∗ ' la deuxième loi de l'algèbre A. Rappelons qu'on a, par hypothèse, ‖u ∗ v‖ ≤ ‖u‖ ‖v‖,
∀u, v ∈ A.Cette inégalité implique l'inégalité

‖v∗n‖ ≤ ‖v‖n,∀v ∈ A, ∀n ≥ 0.Supposons qu'il existe v0 dans A tel que |φ(v0)| > ‖v0‖. Soit v = v0/φ(v0).L'inégalité sur les normes ‖v∗n‖ ≤ ‖v‖n et l'inégalité ‖v‖ < 1 montrent que la série géométrique
−(v + v∗2 + . . .+ v∗n + . . .) 
onverge. Sa somme w véri�e v + w = v ∗ w.On a don
 : φ(v) + φ(w) = φ(v)φ(w), ave
 φ(v) = 1, 
e qui est impossible.On observera que la preuve repose sur le fait que, dans une algèbre de Bana
h, pour tout élément
y tel que ‖y‖ < 1, il existe w tel que y + w = y ∗ w℄℄Exer
i
e 1.6.5 Homomorphismes de l'algèbre de 
onvolution (ℓ1(Z), ∗)1) Montrer que, pour tout réel u, l'appli
ation

c ∈ ℓ1(Z) →
∑

n∈Z

c(n)e2πiun,est un homomorphisme de l'algèbre de 
onvolution (ℓ1(Z), ∗) dans C.Nous allons montrer que tous les homomorphismes de (ℓ1(Z), ∗) dans C sont de 
ette forme.2) Soit φ un homomorphisme de (ℓ1(Z), ∗) dans C.Montrer que l'appli
ation c ∈ ℓ1(Z) → φ(c) est une forme linéaire 
ontinue sur ℓ1(Z).3) Montrer que, pour toute forme linéaire 
ontinue λ sur l'espa
e ve
toriel normé ℓ1(Z), il existeune suite bornée α, telle que
λ(c) =

∑

n∈Z

α(n)c(n), ∀c ∈ ℓ1(Z).4) Pour p ∈ Z, on note δp la suite dé�nie par δp(n) = 1, si n = p, = 0, si n 6= p. [[On observe que
δp ∗ δq = δp+q, ∀p, q ∈ Z, d'où δp = δ∗p1 , ∀p ∈ Z.℄℄En appliquant φ aux suites δp, montrer que la suite λ est de la forme λ(n) = e2πiun, pour un réel
u.
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i
e 1.6.6 Homomorphismes de l'algèbre de 
onvolution (L1(R), ∗)Nous savons que, pour tout réel u, l'appli
ation f → f̂(u) est un homomorphisme de l'algèbre de
onvolution (L1(R), ∗) dans C. Nous allons montrer que tous les homomorphismes de (L1(R), ∗)dans C sont de 
ette forme.1) Soit φ un homomorphisme de (L1(R), ∗) dans C.Montrer que l'appli
ation f ∈ L1(R) → φ(f) est une forme linéaire 
ontinue sur L1(R) (
f.exer
i
e 1.6.4).2) On admettra que, pour toute forme linéaire 
ontinue λ sur l'espa
e ve
toriel normé L1(R), ilexiste une fon
tion αλ dans L∞(R), telle que
λ(f) =

∫
f(t) αλ(t) dt, ∀f ∈ L1(R).a) Montrer qu'il existe une fon
tion α ∈ L∞(R) telle que φ soit de la forme :

f ∈ L1(R) → φ(f) =

∫

R

f(t) α(t) dt.b) A partir des relations
φ(f)

∫
g(s) α(s) ds = φ(f)φ(g)

= φ(f ∗ g) =

∫
(

∫
f(t− s) g(s) ds) α(t) dt

=

∫
(

∫
f(t− s) α(t) dt) g(s) ds,montrer que l'on a, pour presque tout s,

φ(f) α(s) =

∫
f(t− s) α(t) dt. (1.13)
) En déduire qu'il existe une version 
ontinue de α véri�ant la relation (1.13).3) a) Montrer que la relation

∫ ∫
F (t, s) [α(t+ s) − α(t)α(s)] dt ds = 0,est véri�ée pour F (t, s) = f(t)g(s), ave
 f et g dans L1(R) et s'étend à toutes les fon
tions F de

L1(R2).b) En déduire que
α(t+ s) = α(t)α(s), pour presque tous t, s ∈ R.
) Etablir en�n la propriété d'homomorphisme :

α(t+ s) = α(t)α(s), ∀t, s ∈ R.4) En 
on
lure que, pour un réel u, α est de la forme α(t) = e2πiut.
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i
e 1.6.71) Soit (χn) une suite de 
ara
tères sur R, χn(t) = e2πiant. Montrer que la 
onvergen
e uniformesur tout 
ompa
t de la suite (χn) vers un 
ara
tère χ de la forme χ(t) = e2πiat, où a est un réel,équivaut à la 
onvergen
e de la suite de réels (an) vers a.2) En déduire que le groupe topologique dual de R est isomorphe à R.[[Indi
ations Pour montrer le point 1, on pourra observer que, si (an) est une suite telle que
limn e

2πiant = 1, pour tout réel t, alors (théorème de 
onvergen
e dominée de Lebesgue), on a :
lim
n

∫ α

0
e2πiant dt = α,pour tout α > 0. Nous avons

∫ α

0
e2πiant dt =

1

2πian
(e2πianα − 1), pour an 6= 0.En notant In l'intégrale, nous obtenons 2π|an||In(α)| ≤ 2. Comme limn In(α) = α et 
omme αpeut être pris arbitrairement grand, on en déduit que limn an = 0.℄℄Notons que l'on peut montrer, de façon générale, que la topologie de la 
onvergen
e uniformesur tout 
ompa
t dé�nit une topologie de groupe topologique sur le groupe des 
ara
tères d'ungroupe topologique abélien lo
alement 
ompa
t.



Chapitre 2Appli
ations de la 
onvolution sur R et
TDans le 
hapitre Algèbres de 
onvolution, nous avons dé�ni sous 
ertaines 
onditions la 
onvo-lution entre fon
tions sur R ou T. Formellement, la 
onvolution entre deux fon
tions f et g estdé�nie sur R par :

(f ∗ g)(t) =

∫

R

f(s)g(t− s) ds. (2.1)Nous avons traité le 
as de l'espa
e Cc(R) des fon
tions 
ontinues à support 
ompa
t et montré quesur Cc(R) la 
onvolution dé�nit une loi interne asso
iative et 
ommutative. L'espa
e Cc(R) munide l'addition, de la multipli
ation par les s
alaires et du produit de 
onvolution a une stru
tured'algèbre 
ommutative. Puis nous avons étendu la 
onvolution aux fon
tions intégrables,dé�nissant ainsi une stru
ture d'algèbre de 
onvolution sur L1(R).Nous avons vu également qu'il est possible de dé�nir la 
onvolée, f∗g, pour f ∈ Lp(R), g ∈ Lq(R),si p, q ≥ 1 sont des exposants 
onjugués (1
p + 1

q = 1), ainsi que pour f ∈ L1(R), g ∈ L∞R).Rappelons en�n que la 
onvolution est également dé�nie dans le 
as des espa
es analogues defon
tions 1-périodiques, à 
ondition de la dé�nir par la formule :
(f ∗ g)(t) =

∫ 1

0
f(s)g(t− s) ds. (2.2)Nous donnons maintenant plusieurs appli
ations du pro
édé de 
onvolution. Nous étudieronsen parti
ulier les propriétés de régularisation par 
onvolution et la notion importante d'identitéappro
hée pour la 
onvolution, qui permet d'obtenir des résultats d'approximation.2.1 Régularisation par 
onvolutionNous montrons que la 
onvolution a un e�et de régularisation. Ainsi, nous avons vu au 
hapitrealgèbres de 
onvolution que, si f est une fon
tion intégrable et g une fon
tion mesurable bornée,

f ∗ g est 
ontinue (voir aussi exer
i
e 2.5.2). Le produit de 
onvolution �hérite� également, sous
ertaines 
onditions, les propriétés de di�érentiabilité véri�ées éventuellement par l'un ou l'autredes fa
teurs. 29



30 CHAPITRE 2. APPLICATIONS DE LA CONVOLUTION SUR R ET TProposition 2.1.1 Soient f une fon
tion intégrable et g une fon
tion bornée, dérivable, dedérivée g′ 
ontinue et bornée. La fon
tion f ∗ g est dérivable et de dérivée (f ∗ g)′ = f ∗ g′.Preuve : D'après le théorème des a

roissements �nis, il existe un nombre θ ∈]0, 1[ tel que
|1
h

[g(t+ h− s) − g(t− s)]| = |g′(t+ θh− s)| ≤ ‖g′‖∞.La famille de fon
tions (dépendant du paramètre h) :
s→ 1

h
f(s)[g(t+ h− s) − g(t− s)]est don
 majorée par la fon
tion intégrable �xe s→ ‖g′‖∞|f(s)| et on peut appliquer le théorèmede 
onvergen
e dominée de Lebesgue :

lim
h→0

1

h
[(f ∗ g)(t+ h) − (f ∗ g)(t)] = lim

h→0

∫
f(s)

1

h
[g(t+ h− s) − g(t− s)] ds

=

∫
f(s) lim

h→0

1

h
[g(t+ h− s) − g(t− s)] ds

=

∫
f(s)g′(t− s) ds = (f ∗ g′)(t).En appliquant la proposition aux dérivées su

essives de f ∗ g, on obtient :Corollaire 2.1.2 Si f est une fon
tion intégrable et g une fon
tion bornée indé�niment dérivableà dérivées bornées, la fon
tion f ∗ g est indé�niment dérivable.Corollaire 2.1.3 Si f et g sont deux fon
tions indé�niment dérivables, bornées et intégrablesainsi que leur dérivées , on a, pour tous entiers p, q ≥ 1 :

(f ∗ g)(p+q) = f (p) ∗ g(q). (2.3)Proposition 2.1.4 Si f est une fon
tion dans L∞(R) et g une fon
tion dérivable intégrable,ayant une dérivée 
ontinue et intégrable, la fon
tion f ∗g est dérivable, de dérivée (f ∗g)′ = f ∗g′.Preuve : Dans la démonstration pré
édente, nous avons utilisé un pro
édé de passage à la limite.Nous utilisons un autre type de raisonnement.Nous savons que la fon
tion f ∗ g′ est bien dé�nie et 
ontinue. Elle est la dérivée de la fon
tion
x →

∫ x
a (f ∗ g′)(t) dt, où a est une valeur �xée. Il su�t don
 de démontrer que 
ette dernièrefon
tion est égale à une 
onstante près à la fon
tion f ∗ g.On obtient en é
hangeant l'ordre d'intégration grâ
e au théorème de Fubini :

∫ x

a
(f ∗ g′)(t) dt =

∫ x

a

∫

R

f(s) g′(t− s) ds dt

=

∫

R

f(s) (

∫ x

a
g′(t− s) dt) ds

=

∫

R

f(s) [g(x − s) − g(a − s)]ds

= (f ∗ g)(x) − (f ∗ g)(a).



2.2. CONVOLUTION ET APPROXIMATION 31Corollaire 2.1.5 Si f est une fon
tion dans L∞(R) et g une fon
tion indé�niment dérivable etintégrable ainsi que toutes ses dérivées, la fon
tion f ∗ g est indé�niment dérivable et on a :
(f ∗ g)(n) = f ∗ g(n), ∀n ≥ 1.Remarques 2.1.6 Dans la formule de dérivation, on ne dérive que l'un des fa
teurs, 
ontraire-ment à la formule de dérivation d'un produit ordinaire. Noter que l'on peut 
hoisir le fa
teur quel'on dérive, si des hypothèses 
onvenables de régularité et de taille des fon
tions sont véri�ées.La 
onvolution permet de régulariser une fon
tion, mais ne permet pas de 
ontr�ler le 
ompor-tement à l'in�ni de la fon
tion 
onvolée. De même, la multipli
ation par une fon
tion régulièrene permet pas de régulariser une fon
tion. Par 
ontre, par multipli
ation par une fon
tion, onpeut obtenir une fon
tion �petite� à l'in�ni, le pro
édé le plus radi
al étant de multiplier par unefon
tion à support 
ompa
t !2.2 Convolution et approximation

• Identités appro
héesDé�nition 2.2.1 On dit qu'une suite (φn)n∈N de fon
tions intégrables forme une identitéappro
hée, si elle véri�e les 
onditions suivantes :
φn(x) ≥ 0,∀x,∀n ∈ N, (2.4)∫

φn(x) dx = 1,∀n ∈ N, (2.5)
lim
n→∞

∫ η

−η
φn(x) dx = 1,∀η > 0. (2.6)Comme l'intégrale totale vaut 1, une 
ondition équivalente à la 
ondition (ref
onv2.1.3) est :

lim
n→∞

∫

|x|>η
φn(x) dx = 0, ∀η > 0.De façon analogue, on dit qu'une famille de fon
tions intégrables (φt)t∈I , où t varie dans unintervalle I, forme une identité appro
hée, pour t tendant vers t0, si les 
onditions suivantes sontvéri�ées :
φt(x) ≥ 0,∀x,∀t ∈ I, (2.7)∫

φt(x) dx = 1,∀t ∈ I, (2.8)
lim
t→t0

∫ η

−η
φt(x) dx = 1,∀η > 0. (2.9)
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ondition supplémentaireLes 
onditions 1), 2) et 3) su�sent à établir qu'une identité appro
hée forme une approximationde l'identité (d'où la terminologie) dans l'algèbre de 
onvolution (L1(R), ‖ ‖1, ∗) (voir théorème(2.2.4) 
i-dessous). Néanmoins il est utile, dans 
ertains théorèmes de 
onvergen
e pon
tuelle, derenfor
er les propriétés d'identité appro
hée par la 
ondition 4) suivante :
lim
n→∞

sup
|x|≥η

φn(x) = 0, ∀η > 0. (2.10)Dans le 
as des identités indexées par un paramètre t variant 
ontinuement, 
ette 
onditionsupplémentaire s'é
rit :
lim
t→t0

sup
|x|≥η

φt(x) = 0, ∀η > 0. (2.11)Exemple 2.2.2 Soit φ une fon
tion intégrable ≥ 0, telle que ∫
R
φ(x) dx = 1. Alors la suite (φn)dé�nie par φn(x) = nφ(nx) forme une identité appro
hée.En e�et, nous avons φn ≥ 0 et, par le 
hangement de variable u = nx,

∫

R

φn(x) dx = n

∫

R

φ(nx) dx

=

∫

R

φ(u) du = 1,et, pour η > 0 �xé, ∫ η

−η
nφ(nx) dx =

∫ nη

−nη
φ(u) du,d'où :

lim
n→∞

∫ η

−η
φn(x) dx = lim

n→∞

∫ nη

−nη
φ(x) dx = 1.De même, pour t tendant vers 0, la famille (φt)t>0 dé�nie par

φt(x) =
1

t
φ(
x

t
)forme une identité appro
hée.La 
ondition (2.10) est véri�ée, si

∀η > 0, lim
n→∞

[n sup
|x|≥nη

φ(x)] = 0,
e qui est le 
as, par exemple, si φ est à support 
ompa
t, ou si |φ(x)| ≤ C(x)
x , ave


lim|x|→+∞C(x) = 0.Théorème 2.2.3 Soient f une fon
tion mesurable bornée sur R et (φn)n∈N une suite formantune identité appro
hée. Alors la suite ((f ∗ φn)(t))n∈N 
onverge vers f(t) en tout point t de
ontinuité de f .Si f est 
ontinue, la 
onvergen
e a lieu en tout point, uniformément sur tout intervalle 
ompa
t.La 
onvergen
e est uniforme si f est uniformément 
ontinue sur R.
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tions φn véri�ent
∫ 0

−∞
φn(t) dt =

∫ ∞

0
φn(t) dt =

1

2
(2.12)(
e qui est le 
as si elles sont paires), la suite ((f ∗φn)(t))n∈N 
onverge vers 1

2 (f(t−)+ f(t+)) entout point t pour lequel les limites à gau
he et à droite de f (notées f(t−) et f(t+)) existent.Si f est une fon
tion intégrable sur R et si (φn) est une une identité appro
hée véri�ant (2.10) , ona les mêmes 
on
lusions : 
onvergen
e en tout point de 
ontinuité de f , 
onvergen
e uniforme surtout intervalle 
ompa
t si f est 
ontinue, 
onvergen
e uniforme si f est uniformément 
ontinueet bornée sur R.Preuve : 1) Traitons le 
as où f est bornée. Les fon
tions φn étant intégrables, f ∗ φn est biendé�nie. Soit t un point de 
ontinuité de f . Montrons que limn(f ∗ φn)(t) = f(t).Soit ǫ > 0. D'après la 
ontinuité de f en t, il existe η > 0 tel que, pour tout s véri�ant |s| ≤ η,on ait |f(t− s) − f(t)| < ǫ. Les fon
tions φn étant positives, d'intégrale 1, on peut é
rire :
(φn ∗ f)(t) − f(t) =

∫
φn(s)[f(t− s) − f(t)] ds,d'où :

|(φn ∗ f)(t) − f(t)| ≤
∫

R

φn(s)|f(t− s) − f(t)| ds

=

∫

|s|≤η
φn(s)|f(t− s) − f(t)| ds

+

∫

|s|>η
φn(s)|f(t− s) − f(t)| ds

≤ ǫ

∫

|s|≤η
φn(s) ds+ 2‖f‖∞

∫

|s|>η
φn(s) ds

≤ ǫ+ 2‖f‖∞
∫

|s|>η
φn(s) ds.Choisissons n0 tel que ∫

|s|>η φn(s) ds < ǫ, pour n ≥ n0. On obtient alors |(φn ∗ f)(t) − f(t)| ≤
ǫ(1 + 2‖f‖∞), pour n ≥ n0. Ce
i prouve la 
onvergen
e annon
ée.Si f est uniformément 
ontinue, la 
onvergen
e est uniforme, puisque dans 
e 
as l'entier
N = N(ǫ) est déterminé indépendamment de t.Soit t un point pour lequel les limites à gau
he et à droite de f existent. Pour ǫ > 0, il existe
η > 0 tel que, pour tout s véri�ant 0 ≤ s ≤ η, on ait |f(t− s)−f(t−)| < ǫ, |f(t+ s)−f(t+)| < ǫ.Supposons véri�ées les relations (2.12). On peut é
rire

| (φn ∗ f)(t) − 1

2
(f(t−) + ft+))|

≤
∫ 0

−∞
φn(s)|f(t− s) − f(t+)| ds+

∫ ∞

0
φn(s)|f(t− s) − f(t−)| ds

≤ ǫ

∫

|s|≤η
φn(s) ds + 2‖f‖∞

∫

|s|>η
φn(s) ds

≤ ǫ+ 2‖f‖∞
∫

|s|>η
φn(s) ds
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on
lut 
omme plus haut.2) Considérons maintenant le 
as où f est intégrable et supposons que (φn) véri�e (2.10) . Lesmêmes majorations permettent d'é
rire, si l'on a |f(t− s) − f(t)| < ǫ, pour |s| ≤ η :
|(φn ∗ f)(t) − f(t)| ≤ ǫ

∫

|s|≤η
φn(s) ds+ (|f(t)| + ‖f‖1) sup

|s|>η
φn(s).

• Identité appro
hée et 
onvolution dans L1Théorème 2.2.4 Soient f ∈ L1(R) et (φn) une identité appro
hée. Alors la suite (f ∗ φn)
onverge vers f au sens L1 :
‖f ∗ φn − f‖1 → 0.Preuve : Nous savons que f ∗ φn est bien dé�ni. Notons Tsf la fon
tion translatée de f par −s :

Tsf(t) = f(t− s). Par passage aux valeurs absolues, on a les majorations :
‖f ∗ φn − f‖1 ≤

∫ ∫
|f(t− s) − f(t)|φn(s) ds dt

=

∫
(

∫
|f(t− s) − f(t)| dt)φn(s) ds

=

∫
‖Tsf − f‖1φn(s) ds(par intervertion de l'ordre d'intégration justi�ée par le théorème de Fubini). On a don
, pour

δ > 0 :
‖f ∗ φn − f‖1 ≤ sup

|s|≤δ
‖Tsf − f‖1 + 2‖f‖1

∫

|s|>δ
φn(s) ds.Il reste à appliquer le fait que la fon
tion s→ ‖Ts− f‖1 est uniformément 
ontinue et bornée. Ilexiste δ > 0 tel que, ∀s : |s| < δ, on ait ‖Ts − f‖1 < ǫ.On a un énon
é analogue dans Lp, pour 1 ≤ p < ∞. Nous avons en e�et la 
ontinuité dela translation en norme Lp, ainsi que la majoration suivante (
onséquen
e du théorème deFubini et de l'inégalité de 
onvexité véri�ée pour toute fon
tion φ ≥ 0 et d'intégrale égale à1 : (

∫
|f |φ dt)p ≤

∫
|f |pφ dt) :

‖f ∗ φn − f‖pp ≤
∫

[

∫
|f(t− s) − f(t)|φn(s) ds]p dt

≤
∫ ∫

|f(t− s) − f(t)|pφn(s) ds dt

=

∫
‖Tsf − f‖ppφn(s) ds→ 0.[Rappel : Si u est une fon
tion 
onvexe sur un intervalle [c, d], si φ est une fon
tion positive etd'intégrale égale à 1, pour toute fon
tion f à valeurs dans [c, d], nous avons (inégalité de Jensen) :

u(

∫
f(t) φ(t) dt) ≤

∫
u(f(t)) φ(t) dt.]
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• Appli
ationsLes résultats obtenus ont mis en éviden
e l'e�et de régularisation de la 
onvolution (par exemple,par 
onvolution par une fon
tion C∞ on peut, sous 
ertaines hypothèses, obtenir une fon
tion
C∞, à partir d'une fon
tion qui est seulement borélienne). D'autre part, une fon
tion f peutêtre obtenue 
omme limite de la suite de ses 
onvolées par des fon
tions formant une identitéappro
hée. Ces deux propriétés donnent un pro
édé pour obtenir des théorèmes de densitéanalogues au théorème de Weierstrass. Donnons des exemples.Théorème 2.2.5 Toute fon
tion uniformément 
ontinue bornée est limite uniforme de fon
tionsindé�niment dérivables.Preuve : D'après le théorème pré
édent et le 
orollaire (2.1.5) il su�t de 
onstruire unesuite (φn)n∈N de fon
tions indé�niment dérivables, dont les dérivées de tous les ordres soientintégrables, formant une identité appro
hée.Partons de la fon
tion φ(x) = 1

π
1

1+x2 . Il est 
lair que les fon
tions φn dé�nies par φn(x) = nφ(nx)sont indé�niment dérivables et véri�ent φ(x) ≥ 0,∀x et
∫

R

φ(x) dx =
2

π

∫ ∞

0

dx

1 + x2
=

2

π
[ ar
tg x]∞0 = 1.La suite (φn) forme don
 une identité appro
hée.On montre par ré
urren
e sur k que les dérivées de φ sont de la forme

φ(k)(x) =
Pk(x)

(1 + x2)k+1
,où les Pk sont des polyn�mes de d◦k. Elles sont don
 intégrables et bornées sur R, de même queles dérivées des fon
tions φn. Ce
i prouve le théorème.Une variante de la 
onstru
tion pré
édente 
onsiste à utiliser des identités appro
hées formées defon
tions à support 
ompa
t. On peut dans 
e 
as régulariser par 
onvolution des fon
tions qui neseraient pas bornées, mais intégrables sur tout intervalle 
ompa
t, ou obtenir des approximationspar des fon
tions à support 
ompa
t.On pourra ainsi montrer que toute fon
tion f 
ontinue est limite uniforme sur tout intervalle
ompa
t de fon
tions indé�niment dérivables. (Voir exer
i
es)2.3 Cas des fon
tions périodiques

• Identité appro
hée pour les fon
tions périodiques :Dé�nition 2.3.1 On dit qu'une suite (φn)n∈N de fon
tions 1-périodiques intégrables sur [0, 1]forme une identité appro
hée au sens des fon
tions périodiques, si elle véri�e les 
onditionssuivantes :
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φn(x) ≥ 0,∀x,∀n ∈ N, (2.13)
∫ 1/2

−1/2
φn(x) dx = 1,∀n ∈ N, (2.14)

lim
n→∞

∫ η

−η
φn(x) dx = 1,∀η ∈]0,

1

2
]. (2.15)On pourra également renfor
er 
es 
onditions par l'analogue de la 
ondition (2.10) de la dé�nition(2.2.1) :

lim
n→∞

sup
η≤|x|≤ 1

2

φn(x) = 0, ∀η > 0. (2.16)Donnons d'abord l'exemple important d'un suite de polyn�mes périodiques (noyaux de Fejer),qui joue un grand r�le dans l'étude des séries de Fourier. Posons
FN (t) =

1

N

N−1∑

n=0

(
n∑

k=−n
e2πikt).Un 
al
ul simple (que le le
teur pourra faire en exer
i
e) permet d'exprimer FN sous les formessuivantes :

FN (t) =
1

N
|
N−1∑

n=0

e2πint|2

=
1

N
|sinNπt

sinπt
|2, si t 6∈ Z,= N, si t ∈ Z,

=
1

N

∑

0≤n,m≤N−1

e2πi(n−m)t =

N−1∑

ℓ=−N+1

(1 − |ℓ|
N

)e2πiℓt.Les fon
tions FN sont don
 ≥ 0 et d'intégrale 1, 
ar
∫
FN (t)dt =

1

N

N−1∑

n=0

∫
Dn(t) dt =

N

N
= 1,où Dn(t) =

∑n
k=−n e

2πikt.Proposition 2.3.2 La suite (FN )N≥1 forme une identité appro
hée sur [−1
2 ,

1
2 ].Preuve : Les fon
tions FN sont périodiques, de période 1, positives ou nulles, d'intégrale égale à1. Il reste à montrer que �la masse des FN se 
on
entre en 0�, i.e.

lim
N→∞

∫

|t|≤ǫ
FN (t)dt = 1, pour tout ǫ tel que 0 < ǫ ≤ 1

2
.Ce
i résulte de l'inégalité

0 ≤ FN (t) ≤ 1

N

1

sin2πǫ
, pour ǫ ≤ |t| ≤ 1

2
,
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lim
N→∞

∫

ǫ≤|t|≤1/2
FN (t)dt = 0.

Autre exemple :Considérons les fon
tions
Qn(t) = cn(

1 + cos2πt

2
)n = cn(cosπt)

2n,où cn est la 
onstante telle que ∫ 1/2

−1/2
Qn(t) = 1On a :

c−1
n =

∫ 1/2

−1/2
(
1 + cos2πt

2
)n dt.Les fon
tions Qn sont des polyn�mes trigonométriques de période 1. (Développer Qn en utilisant

(cos2πt = 1
2(e2πit + e−2πit)).)En�n, on a :

Qn ≥ 0 et ∫ 1/2

−1/2
Qn(t) dt = 1.Montrons la propriété d'identité appro
hée pour la suite (Qn).D'après le 
hoix de cn, on a, en utilisant la relation 1 + cos2a = 2cos2a et le 
hangement devariable u = cosπt :

1

2
= cn

∫ 1/2

0
(
1 + cos2πt

2
)n dt ≥ cn

∫ 1/2

0
(
1 + cos2πt

2
)nsin2πt dt

= 2cn

∫ 1/2

0
(cosπt)2n+1sinπt dt =

2

π
cn

∫ 1

0
u2n+1du

=
2

π
cn

1

2n + 2
=

cn
π(n+ 1)

.On a don
 l'inégalité : cn ≤ π
2 (n+ 1).Comme Qn dé
roît sur [0, 1/2], on a, pour 0 < η ≤ t ≤ 1/2 :

0 ≤ Qn(t) ≤ Qn(η) = cn(
1 + cos2πη

2
)n ≤ π

2
(n+ 1)(

1 + cos2πη

2
)n.On sait que lim

n
(n + 1)αn = 0, pour tout α �xé tel que 0 ≤ α < 1. I
i, on a : 0 ≤ 1+cos2πη

2 < 1,puisque 0 < η ≤ 1/2. Il en résulte :
∫ 1/2

η
Qn(t) dt ≤ (

1

2
− η)Qn(η) ≤

π

4
(n+ 1)(

1 + cos2πη

2
)n → 0,quand n tend vers l'in�ni.



38 CHAPITRE 2. APPLICATIONS DE LA CONVOLUTION SUR R ET TOn pourra également véri�er (exer
i
e) que la 
ondition (2.16) est satisfaite par les suites (Fn)et (Qn).Les théorèmes (2.2.3) et (2.2.4) se formulent et se démontrent, dans le 
adre des fon
tionspériodiques de façon analogue au 
as de R (en notant 
ependant que toute fon
tion 
ontinue1-périodique est uniformément 
ontinue). Nous nous bornerons à donner l'énon
é :Théorème 2.3.3 Soient f une fon
tion mesurable bornée 1-périodique et (φn)n∈N une suiteformant une identité appro
hée (au sens des fon
tions périodiques). Alors la suite ((f ∗φn)(t))n∈N
onverge vers f(t) en tout point t de 
ontinuité de f .Si f est 
ontinue, la 
onvergen
e a lieu en tout point, et est uniforme.Si les fon
tions φn véri�ent
∫ 0

− 1

2

φn(t) dt =

∫ 1

2

0
φn(t) dt =

1

2
(2.17)(
e qui est le 
as si elles sont paires), la suite ((f ∗φn)(t))n∈N 
onverge vers 1

2 (f(t−)+ f(t+)) entout point t pour lequel les limites à gau
he et à droite de f (notées f(t−) et f(t+)) existent.Si f est une fon
tion 1-périodique intégrable sur [0, 1] et si (φn) est une identité appro
hée véri�ant(2.16), on a les mêmes 
on
lusions : 
onvergen
e en tout point de 
ontinuité de f , 
onvergen
euniforme si f est 
ontinue.Théorème 2.3.4 Soient f ∈ L1(T) et (φn) une identité appro
hée (au sens des fon
tionspériodiques). Alors la suite (f ∗ φn) 
onverge vers f au sens L1(T) :
‖f ∗ φn − f‖1 → 0.

• Approximation par les polyn�mes trigonométriquesLe pro
édé de 
onvolution va nous permettre de démontrer un théorème analogue à 
elui deWeierstrass, pour des fon
tions 
ontinues périodiques. (Attention ! il s'agit i
i de polyn�mestrigonométriques.) Nous allons montrer que toute fon
tion 
ontinue 1-périodique est limiteuniforme d'une suite de polyn�mes trigonométriques. Ce résultat peut également être obtenu
omme un 
orollaire du théorème de Stone-Weierstrass.Rappelons d'abord que, si f est une fon
tion 1-périodique, intégrable sur [0, 1], et si g est unpolyn�me trigonométrique (de période 1), f ∗ g est un polyn�me trigonométrique de période 1.Théorème 2.3.5 Soit f une fon
tion 
ontinue périodique de période 1. Pour tout ǫ > 0, il existeun polyn�me trigonométrique P (de période 1) tel que ‖f − P‖∞ < ǫ.Preuve : Les fon
tions
(f ∗Qn)(t) =

∫ 1/2

−1/2
f(s)Qn(t− s) dssont des polyn�mes trigonométriques, d'après une remarque pré
édente. Comme la suite (Qn)forme une identité appro
hée (au sens des fon
tions périodiques), le résultat est une 
onséquen
edu théorème (2.3.3).
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• Exemple d'appli
ation du théorème d'approximationThéorème 2.3.6 Soit α un nombre irrationnel. Pour toute fon
tion 
ontinue f 1-périodique,on a :

lim
N

1

N

N−1∑

n=0

f(nα) =

∫ 1

0
f(x) dx.Preuve : 1) Supposons d'abord que f soit un polyn�me trigonométrique (de période 1),

f(x) =

ℓ∑

k=−ℓ
cke

2πikx. Le 
oe�
ient c0 du développement de f est égal à ∫ 1

0
f(x) dx. Nousavons :

1

N

N−1∑

n=0

f(nα) =
1

N

ℓ∑

k=−ℓ
ck(

N−1∑

n=0

e2πiknα)

= c0 +
1

N

ℓ∑

k=−ℓ,k 6=0

ck
1 − e2πikNα

1 − e2πikα
,d'où, en utilisant le fait que α est irrationnel et don
 que e2πikα 6= 1, pour tout k ∈ Z − {0} :

| 1

N

N−1∑

n=0

f(nα) − c0| ≤
2

N

ℓ∑

k=−ℓ,k 6=0

|ck|
|1 − e2πikα| .L'expression

E =

ℓ∑

k=−ℓ,k 6=0

|ck|
|1 − e2πikα|est une quantité �xe (indépendante de N).Don
, ǫ > 0 étant donné, il existe N0 tel que, pour N ≥ N0, on ait 2E/N < ǫ.2) Soit maintenant f une fon
tion 
ontinue de période 1. D'après le théorème (2.3.5), pour ǫ > 0donné, il existe un polyn�me trigonométrique P , de période 1, tel que ‖f − P‖∞ < ǫ. On a :

| 1

N

N−1∑

n=0

f(nα) −
∫ 1

0
f(x) dx| ≤ 1

N

N−1∑

n=0

|f(nα) − P (nα)| + | 1

N

N−1∑

n=0

P (nα)

−
∫ 1

0
P (x) dx| +

∫ 1

0
|P (x) − f(x)| dx

≤ ǫ+ | 1

N

N−1∑

n=0

P (nα) −
∫ 1

0
P (x) dx| + ǫ.D'après la première partie de raisonnement, il existe N0 tel que, pour N ≥ N0, on ait :

| 1

N

N−1∑

n=0

P (nα) −
∫ 1

0
P (x) dx| < ǫ.D'où, pour N ≥ N0,

| 1

N

N−1∑

n=0

f(nα) −
∫ 1

0
f(x) dx| < 3ǫ.



40 CHAPITRE 2. APPLICATIONS DE LA CONVOLUTION SUR R ET T2.4 Semi-groupes de 
onvolutionDé�nition 2.4.1 On dit qu'une famille à un paramètre (φt)t>0 de fon
tions intégrables formeun semi-groupe de 
onvolution, si elle véri�e la relation φs ∗ φt = φs+t,∀s, t > 0.Il peut être 
ommode, pour véri�er la propriété de semi-groupe, de raisonner sur les transforméesde Fourier. En e�et une famille (φt)t>0 forme un semi-groupe de 
onvolution si, et seulement si,la famille (φ̂t)t>0 des transformées de Fourier forme un semi-groupe multipli
atif à un paramètre(voir 
hapitre transformée de Fourier).Nous allons donner deux exemples importants de semi-groupes de 
onvolution et montrer
omment 
es semi-groupes permettent de résoudre des équations aux dérivées partielles.
• ExemplesExemple 2.4.2 (semi-groupe Gauss ou de la 
haleur)Soit φ(x) = 1√

2π
e−x

2/2, la fon
tion de Lapla
e-Gauss. Posons
φt(x) =

1√
t
φ(

x√
t
) =

1√
2πt

e−
x2

2t . (2.18)La famille (φt)t>0 forme un semi-groupe de 
onvolution. Ce
i peut être véri�é par un 
al
ul dire
tde 
onvolution. Mais nous verrons par la suite que 
'est aussi une 
onséquen
e immédiate de laforme de la transformée de Fourier de (φt)t>0 :
φ̂t(u) =

∫

R

φt(x)e
−2πiux dx = e−2π2tu2

.D'autre part, nous avons vu en (2.2.2) que 
ette famille forme une identité appro
hée, pour ttendant vers 0. On a don
, pour toute fon
tion f 
ontinue et bornée : limt→0 f ∗ φt = f , la
onvergen
e ayant lieu au sens de la 
onvergen
e pon
tuelle.Exemple 2.4.3 (semi-groupe de Cau
hy)Considérons maintenant γ(x) =
1

π

1

1 + x2
. Pour t > 0, posons

γt(x) =
1

t
γ(
x

t
) =

1

π

t

t2 + x2
.On véri�e 
omme pré
édemment que la famille (γt)t>0 forme un semi-groupe de 
onvolution etune identité appro
hée. Comme pré
édemment, on peut faire un 
al
ul dire
t de 
onvolution ouutiliser la transformée de Fourier :

γ̂t(u) =
1√
2π

∫

R

γt(x)e
−2πiux dx = e−2πt|u|.
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• Appli
ationPour une fon
tion de 
lasse C2 sur un domaine D de Rd, posons

∆u =

d∑

i=1

∂2u

∂x2
i

.Si la fon
tion u véri�e ∆u = 0 sur D, elle est dite harmonique sur le domaine D. L'opérateur
∆ est appelé Lapla
ien et l'équation ∆u = 0 est appelée équation de Lapla
e. C'est l'équation àlaquelle satisfait par exemple le potentiel 
réé par des 
harges éle
triques.Une autre équation importante est l'équation dite de la 
haleur,

1

2
∆u =

∂u

∂t
,où u est une fon
tion de 
lasse C2 dans un domaine de Rd × R+. C'est l'équation à laquellesatisfait la température à l'instant t en un point x d'un milieu homogène dans lequel la 
haleurse propage.Considérons la famille de fon
tions de Lapla
e-Gauss, dé�nies en (2.18). Posons Φ(x, t) = φt(x).La fon
tion Φ est dé�nie sur R × R+. Le 
al
ul des dérivées partielles de Φ donne :

∂2Φ

∂x2
(x, t) =

−1

t
Φ(x, t) +

x2

t2
Φ(x, t),

∂Φ

∂t
(x, t) =

−1

2t
Φ(x, t) +

x2

2t2
Φ(x, t).La fon
tion Φ véri�e don
 l'équation DΦ = 0 (équation de la 
haleur), où D est l'opérateur auxdérivées partielles

D =
1

2

∂2

∂x2
− ∂

∂t
.A l'aide de la fon
tion Φ, on peut 
onstruire une solution de l'équation de la 
haleur sur R×R+prenant des valeurs données au bord de son domaine de dé�nition, le demi-plan supérieur.Proposition 2.4.4 Si f est une fon
tion 
ontinue et bornée sur R, la fon
tion Ψ dé�niesur R × R+ par Ψ(x, t) = (f ∗ φt)(x) véri�e l'équation DΨ = 0 et la 
ondition au bord :

limt→0 Ψ(x, t) = f(x).Preuve : La 
ondition au bord est une 
onséquen
e du fait que la famille (φt)t>0 forme uneidentité appro
hée.Montrons qu'on a la relation DΨ = f ∗ DΦ. Comme Φ véri�e l'équation de la 
haleur, 
e
iimpliquera que Ψ la véri�e aussi. La dérivation en x est la dérivation appliquée au produit de
onvolution. On a don
, d'après la proposition (2.1.4),
∂2Ψ

∂x2
(x, t) = (f ∗ ∂

2Φ

∂x2
)(x, t).Pour obtenir la relation

∂Ψ

∂t
(x, t) = (f ∗ ∂Φ

∂t
)(x),
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tuer une dérivation sous le signe somme. Pour justi�er 
ette dérivation, il su�t,d'après le théorème de 
onvergen
e dominée, de majorer lo
alement, pour 
haque t �xé, lesrapports | 1h [φ(x − y, t + h) − φ(x − y, t)]| par une fon
tion de y intégrable, indépendante de hvariant dans un voisinage de 0.Par le théorème des a

roissements �nis, on a, pour |h| ≤ t/2,
|1
h

[φ(x− y, t+ h) − φ(x− y, t)]| ≤ sup
|h|≤t/2

|∂φ
∂t

(x− y, t+ h)|

≤ 1√
πt

(
1

t
+

2(x− y)2

t2
)e−(x−y)2/3t.

De la même façon, on montre que la fon
tion
Γ(x, t) = γt(x) =

1

π

t

t2 + x2véri�e l'équation ∆Γ = 0, où ∆ est l'opérateur (Lapla
ien) aux dérivées partielles dé�ni par
∂2

∂x2 + ∂2

∂t2
.Si f est une fon
tion 
ontinue et bornée sur R, on dé�nit une fon
tion Ψ sur R × R+ par

Ψ(x, t) = (f ∗ γt)(x). On montre, 
omme pré
édemment, que Ψ est une fon
tion harmoniquedans le demi-plan R × R+ (
'est-à-dire telle que ∆Ψ = 0) véri�ant la 
ondition au bord :
limt→0 Ψ(x, t) = f(x).
2.5 Exer
i
esExer
i
e 2.5.1 Un 
al
ul expli
ite de 
onvolutionEtant donné un réel h > 0, on note φh = 1[−h,h] la fon
tion indi
atri
e de l'intervalle [−h, h].a) Cal
uler φh ∗ φ1. (On pourra supposer h ≤ 1).b) Etudier le 
omportement en tout point t ∈ R de 1

2h(φh ∗ φ1)(t), quand h tend vers zéro parvaleurs > 0.Exer
i
e 2.5.2 Identité appro
hée formée de fon
tions C∞, régularisation par 
onvolution1) En utilisant une fon
tion h ≥ 0, indé�niment dérivable, à support 
ompa
t, positive ou nulleet non identiquement nulle, 
onstruire une suite de fon
tions indé�niment dérivables formant uneidentité appro
hée.[Rappelons 
omment on 
onstruit une telle fon
tion h. On part de la fon
tion ψ dé�nie par
ψ(x) = exp(− 1

x2 ), pour x > 0, ψ(x) = 0, pour x ≤ 0.



2.5. EXERCICES 43Véri�er que la fon
tion x → ψ(x)ψ(1 − x) est C∞ à support 
ompa
t, puis normaliser 
ettefon
tion pour obtenir h, telle que ∫
R
h(x) dx = 1.Considérer alors la suite (hn)n∈N dé�nie par hn(x) = nh(nx). Elle forme une identité appro
héeet les fon
tions hn sont indé�niment dérivables à support 
ompa
t (noter que si A est tel que

h(x) = 0, pour |x| ≥ A, nous avons : hn(x) = 0, pour |x| ≥ A/n).℄2) Utiliser les fon
tions hn pour montrer que toute fon
tion f 
ontinue est limite, uniformémentsur tout intervalle 
ompa
t, de fon
tions indé�niment dérivables.3) Soit f une fon
tion 
ontinue à support 
ompa
t.Etudier la suite (hn ∗f)n∈N, et montrer que toute fon
tion 
ontinue à support 
ompa
t est limiteuniforme de fon
tions indé�niment dérivables à support 
ompa
t.4) Utiliser le théorème de Weierstrass pour donner une autre preuve du résultat pré
édent.[⇒ Indi
ations :Soit A > 0 et soit f une fon
tion 
ontinue telle que f(x) = 0, pour |x| ≥ A. On sait qu'il existeune fon
tion χ indé�niment dérivable 0 ≤ χ ≤ 1, telle que χ(x) = 1, pour |x| ≤ A et χ(x) = 0,pour |x| ≥ A+ 1.Par le théorème de Weierstrass, il existe un polyn�me P tel que
sup

|x|≤A+1
|f(x) − P (x)| ≤ ǫ.La fon
tion χP est indé�niment dérivable à support 
ompa
t, et on a :

χ(x)f(x) = f(x), pour tout x,d'où :
|f(x) − χ(x)P (x)| = |f(x) − P (x)|χ(x) ≤ sup

|x|≤A+1
|f(x) − P (x)| ≤ ǫ.]5) Montrer que toute fon
tion 
ontinue est limite uniforme sur tout invervalle 
ompa
t defon
tions indé�niment dérivables.Exer
i
e 2.5.3 Une appli
ation de la 
onvolutionPour n ≥ 0, on 
onsidère les fon
tions gn dé�nies par

gn(x) =

{ 1
cn

(1 − x2)n, pour |x| ≤ 1,

0, sinon ,où
cn =

∫ 1

−1
(1 − x2)n dx.1) a) Montrer la minoration cn > 1

n+ 1
, n ≥ 0.b) Montrer que la famille (gn)n∈N forme une identité appro
hée, au sens de la 
onvolution sur R.



44 CHAPITRE 2. APPLICATIONS DE LA CONVOLUTION SUR R ET T2) Soit f intégrable. Etudier la 
onvergen
e de la suite (f ∗ gn)n∈N, si f est supposée :- 
ontinue,- uniformément 
ontinue.3) a) Montrer que, si f est nulle en dehors de [−1
2 ,

1
2 ], la restri
tion de f ∗ gn à [−1

4 ,
1
4 ] 
oïn
ideave
 un polyn�me.b) On 
onsidère une fon
tion f dé�nie et 
ontinue sur [−1

2 ,
1
2 ]. En utilisant 
e qui pré
ède, obtenirune preuve du théorème de Weierstrass : toute fon
tion 
ontinue sur un intervalle 
ompa
t [a, b]est limite uniforme de polyn�mes sur [a,b℄.Exer
i
e 2.5.4Pour prouver des résultats d'approximation dans des espa
es de fon
tions, on dispose de plusieurste
hniques (parmi lesquelles le théorème de Stone-Weierstrass et la 
onvolution). Le prin
ipe dela méthode de 
onvolution utilisée dans 
e 
hapitre peut être formulé dans le 
as des identitésappro
hées de la forme 
i-dessous 
omme suit :Fixons une fon
tion u intégrable ≥ 0 telle que ∫

u(t) dt = 1 et soit, pour ǫ > 0, uǫ dé�nie par
uǫ(t) =

1

ǫ
u(
t

ǫ
).Alors la famille (uǫ)ǫ>0 forme une identité appro
hée pour la 
onvolution, quand ǫ tend vers 0.Soit f intégrable. La 
onvolée uǫ ∗ f s'é
rit en e�e
tuant un 
hangement de variables :

(uǫ ∗ f)(t) =

∫
f(t− s)uǫ(s) ds

=
1

ǫ

∫
f(t− s)u(

s

ǫ
) ds

=

∫
f(t− ǫs)u(s) dsOn a :

lim
ǫ→0

(uǫ ∗ f)(t) = f(t), (2.19)la 
onvergen
e ayant lieu en di�érents sens suivant les propriétés de u et de f . La preuvede la 
onvergen
e dans (2.19) repose sur la majoration suivante qui résulte des hypothèses faitessur u :
|f(t) −

∫
f(t− ǫs)u(s) ds| = |

∫
(f(t− ǫs) − f(t)) u(s) ds|

≤
∫

|f(t− ǫs) − f(t)| u(s) ds.1) Montrer que la 
onvergen
e est :a) uniforme, si u et f sont 
ontinues à support 
ompa
t,b) uniforme sur tout 
ompa
t, si u est 
ontinue à support 
ompa
t et f 
ontinue.
) en norme L1, si u est 
ontinue à support 
ompa
t et f intégrable.
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ette dernière assertion, on utilise la 
ontinuité, pour le norme ‖ ‖1 de la translation.2) a) Montrer que toute fon
tion 
ontinue à support 
ompa
t est limite uniforme sur son supportde fon
tions lip
hitziennes.b) En notant que les fon
tions lip
hitziennes forment une algèbre séparant les points, retrouver
e résultat en appliquant le théorème de Stone-Weierstrass.Exer
i
e 2.5.5 Identité appro
hée pour les fon
tions périodiquesSoient Qn les polyn�mes trigonométriques dé�nis par :
Qn(t) = cn(

1 + cos2πt

2
)n = cn(cosπt)

2n,où cn est tel que ∫ 1/2

−1/2
Qn(t) dt = 1.On 
onsidère i
i la 
onvolution au sens des fon
tions périodiques, de période 1. On revient surles résultats du paragraphe 3.1) Tra
er les graphes de fon
tions Qn et étudier le 
omportement de la suite (Qn) quand n tendvers l'in�ni.2) En utilisant la 
onvolution par les polynomes Qn, montrer que toute fon
tion f 
ontinuede période 1 à valeurs réelles est limite uniforme de polyn�mes trigonométriques réels, i.e. defon
tions de la forme :

a0 +

n∑

k=1

akcos2πkt+

n∑

k=1

bksin2πkt.3) Montrer que toute fon
tion f 
ontinue de période 1 à valeurs réelles et paire (f(−t) = f(t),∀t)est limite uniforme d'une suite de polyn�mes trigonométriques réels de la forme :
a0 +

n∑

k=1

akcos2πkt.4) Soit f une fon
tion 1-périodique, intégrable sur [−1
2 ,

1
2 ].a) Montrer que l'on a, en tout point de 
ontinuité t de f :

lim
n

(f ∗Qn)(t) = f(t).b) Montrer que, si f possède en un point t0 une limite à gau
he (notée f(t−0 )) et une limite àdroite (notée f(t+0 )), on a :
lim
n

(f ∗Qn)(t0) =
1

2
((f(t−0 ) + f(t+0 )).



46 CHAPITRE 2. APPLICATIONS DE LA CONVOLUTION SUR R ET TProblème 2.5.6 Moyennes de fon
tions périodiques sous une translation irrationnelleCe problème reprend et développe l'appli
ation présentée dans le théorème (2.3.6).1) Cas rationnel :Soit f une fon
tion périodique, de période 1. Identi�er la limite des moyennes :
lim
n→∞

1

n

n−1∑

k=0

f(t+ kα)quand α est un nombre rationnel.Dans toute la suite, on suppose que α est un nombre irrationnel. On étudie le 
omportementdes moyennes pré
édentes, sous des hypothèses assez générales sur f . On 
onsidèrera di�érentes
lasses de fon
tions.2) Soit f une fon
tion 
ontinue, périodique, de période 1.On se propose de montrer la relation
lim
n→∞

1

n

n−1∑

k=0

f(t+ kα) =

∫ 1

0
f(s) ds, ∀t ∈ R. (2.20)a) On suppose d'abord que f est un polyn�me trigonométrique de période 1,

f(t) =

L∑

−L
cke

2iπkt.Cal
uler, en fon
tion des ck les moyennes 1
n

∑n−1
k=0 f(kα).Montrer qu'il existe une 
onstante C telle que :

| 1
n

n−1∑

k=0

f(kα) − c0| ≤
C

n
. (2.21)En déduire (2.20) dans 
e 
as parti
ulier.b) En utilisant le théorème d'approximation des fon
tions périodiques, de période 1 par lespolyn�mes trigonométriques, montrer que la relation (2.20) reste valable pour toute fon
tion f
ontinue périodique de période 1.3) a) Soit maintenant f une fon
tion périodique, de période 1, telle que, pour tout ǫ, il existedeux fon
tions g1 et g2 
ontinues périodiques, de période 1, véri�ant :

g1 ≤ f ≤ g2, et ∫ 1

0
(g2 − g1) dt < ǫ. (2.22)Montrer que f véri�e en
ore (2.20).b) Soit I = [a, b] un intervalle 
ontenu dans [0, 1]. Soit φI la fon
tion périodique, de période 1,
oïn
idant ave
 la fon
tion indi
atri
e de I sur [0, 1] : φI(t) = 1, si t ∈ I, =0 sinon.



2.5. EXERCICES 47Montrer que φI véri�e la propriété (2.22).En déduire qu'on a, pour tout t ∈ R :
lim
n

1

n

n−1∑

k=0

φI(t+ kα) = b− a.4) Appli
ation : (répartition de la première dé
imale du développement de 2n en base 10)On 
onsidère la suite (2n, n ∈ N), et on pose, pour j = 1, ..., 9,

θj(n) = 1, si j10l ≤ 2n < (j + 1)10l, ave
 l entier, = 0, sinon.(Autrement dit la somme ∑n−1
0 θj(k) 
ompte 
ombien de fois l'é
riture de 2k en base 10
ommen
e par j, pour k = 0, ..., n − 1.)a) Montrer que α = log10 2 est irrationnel.b) Montrer que, pour j = 1, ...9, on a :

lim
n

1

n

n−1∑

k=0

θj(k) = log10(1 +
1

j
).
) Montrer qu'il existe un entier n tel que la représentation de 2n en base 10 
ommen
e par123456789.5) (Cette question suppose 
onnue l'intégrale de Lebesgue) Soit f une fon
tion périodique, depériode 1, intégrable sur [0, 1[.Montrer la 
onvergen
e en norme ‖ ‖1 des moyennes, 
'est-à-dire :

lim
n

∫ 1

0
| 1
n

n−1∑

k=0

f(t+ kα) −
∫ 1

0
f(s) ds| dt = 0Le problème qui suit est pro
he du pré
édent, mais envisage le 
as général d'une suite équirépartie,dont un exemple, dis
uté dans le problème 2.5.6, est donné par (nα mod 1), où α est un nombreirrationnel.Dé�nition 2.5.7 Une suite de points (un)n∈N de l'intervalle [0, 1] est dite équirépartie (on ditaussi uniformément répartie) si, pour tout intervalle J = [a, b] 
ontenu dans [0, 1], on a :

lim
n

1

n

n∑

1

1J(uk) = b− a,où 1J est la fon
tion 
ara
téristique de J (1J(t) = 1, si t ∈ J , = 0 sinon).



48 CHAPITRE 2. APPLICATIONS DE LA CONVOLUTION SUR R ET TProblème 2.5.8 Sur les suites équiréparties1) Soit (un)n∈N une suite équirépartie. Etant donnée une fon
tion f dé�nie sur [0, 1], montrerque la relation
lim
n

1

n

n∑

1

f(uk) =

∫ 1

0
f(s) ds, (2.23)est véri�ée :- quand f est une fon
tion en es
alier- quand f est une fon
tion 
ontinue- quand f est une fon
tion Riemann-intégrableLa relation (2.23) est-elle véri�ée par toute fon
tion f intégrable ?a) Montrer que, pour toute fon
tion intégrable f , on a la relation :

lim
n

∫ 1

0
| 1
n

n∑

1

f(uk + t) −
∫ 1

0
f(s) ds| dt = 0.b) Etablir un résultat analogue en norme Lp, pour les fon
tions f ∈ Lp[0, 1], 1 ≤ p <∞.2) Soit (un)n∈N une suite dans [0, 1] telle que

lim
n

1

n

n∑

k=1

e2πiℓuk = 0, pour tout ℓ non nul dans N.a) Montrer que la relation (2.23) est véri�ée quand f est un polyn�me trigonométrique de période1, puis quand f est une fon
tion 
ontinue.b) En déduire que (un)n∈N est équirépartie.3) On note [t] la partie entière d'un nombre réel t.Montrer que la suite (un)n∈N dé�nie par un = nα− [nα] est équirépartie si et seulement si α estirrationnel.Problème 2.5.9 Prolongement à l'intérieur du disque d'une fon
tion dé�nie sur le 
er
le unitéDans la suite , r est un paramètre réel, 0 ≤ r < 1. On note Pr la fon
tion dé�nie, pour t ∈ Rpar :
Pr(t) =

+∞∑

−∞
r|n|e2πint.On note D le disque unité ouvert, D = {z ∈ C|z| < 1}.1) a) Montrer la relation

Pr(t) =
1 − r2

1 + r2 − 2rcos2πt
.b) Montrer que la famille (Pr, 0 ≤ r < 1) est une famille de fon
tions positives, d'intégrale égale à

1 sur [0, 1], formant dans la 
lasse des fon
tions périodiques de période 1 une identité appro
hée,quand r → 1− (i.e. quand r tend vers 1 par valeurs inférieures.)



2.5. EXERCICES 49(On étudiera le 
omportement de Pr(t), quand r → 1−, pour ǫ ≤ t ≤ 1 − ǫ où ǫ est un nombre�xé véri�ant 0 < ǫ < 1.)2) Soit f une fon
tion 
ontinue, périodique, de période 1. Montrer que, en un sens que l'onpré
isera,
lim
r→1−

Pr ∗ f = f.3) Soit φ une fon
tion dé�nie et 
ontinue sur le 
er
le unité.On pose cn =
∫ 1
0 φ(e2πit)e−2πint dt, pour n ∈ Z.On suppose que φ véri�e la 
ondition : cn = 0 pour tout n ≤ −1.Montrer qu'il existe une fon
tion Φ, dé�nie sur D, véri�ant les 
onditions suivantes :a) Φ est développable en série entière sur D,b) limr→1− Φ(reit) = φ(eit), pour tout t ∈ R.(On dé�nira Φ par Φ(z) =

∑∞
0 zncn, et on montrera que 
ette série est 
onvergente sur D, puison utilisera les propriétés de la famille (Pr) dé�nie plus haut.)
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Chapitre 3Séries de FourierLa représentation des phénomènes périodiques 
omme superposition d'harmoniques élémentairesa 
onduit depuis la �n du 18ème siè
le au développement de la théorie des séries de Fourier.Le 
al
ul des 
oe�
ients de Fourier d'une fon
tion périodique 
orrespond à une analyse de lafon
tion, alors que la représentation, quand 
ela est possible, de la fon
tion 
omme la somme desa série de Fourier, est une opération de synthèse mettant en jeu des problèmes de 
onvergen
e.Nous donnerons dans 
e 
hapitre d'abord des résultats de 
onvergen
e pon
tuels pour desfon
tions su�samment régulières. Puis nous 
omplèterons l'étude de la 
onvergen
e pon
tuelle,sous des hypothèses plus faibles, grâ
e aux propriétés d'identité appro
hée (noyau de Fejer).Nous présenterons ensuite l'étude des série de Fourier du point de vue �quadratique�, qui entredans le 
adre général des méthodes développées pour les espa
es de Hilbert.3.1 Séries trigonométriques et séries de FourierNotations 3.1.1 Pour �xer les idées, et sauf mention 
ontraire, nous supposerons que lesfon
tions périodiques 
onsidérées sont de période 1. Rappelons que les fon
tions exponentiellesd'argument imaginaire, t→ exp(iλt), sont périodiques, de (plus petite) période 2π/λ, pour λ > 0.On obtient des fon
tions 1-périodiques, en 
hoisissant λ = 2πk, ave
 k dans Z.Désignons par T1 = {z ∈ C, |z| = 1}, ou simplement T, le 
er
le unité (tore de dimension 1, d'oùla notation). L'appli
ation t → exp(2πit), de [0, 1[ dans T1 met en 
orrespondan
e l'espa
e desfon
tions périodiques, de période 1, et l'espa
e des fon
tions dé�nies sur T1. On peut égalementidenti�er 
es espa
es à l'espa
e des fon
tions dé�nies sur l'intervalle [0, 1] et prenant les mêmesvaleurs au bord. On prendra garde 
ependant que la 
ontinuité au sens des fon
tions 1-périodiquesimpose que limt→0+ f(t) = limt→1− f(t).On notera C(T1) l'espa
e des fon
tions 
ontinues 1-périodiques, Lp(T) l'espa
e formé des fon
tionsde période 1, mesurables et telles que |f |p soit intégrable sur un intervalle de période.Par la suite, pour tout p ≥ 1, la notation ‖ ‖p désignera la semi-norme dé�nie sur l'espa
e Lp(T)par ‖f‖p = (
∫ 1
0 |f |pdt)1/p.Rappelons que l'espa
e normé Lp(T) est l'espa
e des 
lasses d'équivalen
e de fon
tions dans

Lp(T), pour la relation d'équivalen
e dé�nie par l'égalité presque-partout. Dans la suite, nous51



52 CHAPITRE 3. SÉRIES DE FOURIERtravaillerons ave
 les fon
tions plut�t qu'ave
 leur 
lasse d'équivalen
e, mais nous utiliserons lanotation f ∈ Lp(T).
• Polyn�mes trigonométriques3.1.2 Nous noterons ek, ave
 ek(t) = exp(2πikt), les fon
tions exponentielles imaginaires depériode 1.Rappelons qu'un polyn�me trigonométrique (de période 1) d'ordre n est une 
ombinaison linéaire�nie des fon
tions ek, pour |k| ≤ n, 
'est-à-dire une fon
tion de la forme

P (t) =

n∑

k=−n
cke

2πikt. (3.1)Rappelons également que la famille des fon
tions {ek, k ∈ Z} véri�e les relations d'orthogonalitésuivantes : ∫ 1

0
e2πimte−2πintdt =

{
0, pour n 6= m,
1, pour n = m.Ces relations impliquent que l'é
riture d'un polyn�me trigonométrique P sous la forme (3.1) estunique.Nous verrons plus loin que les fon
tions {ek, k ∈ Z} forment une base orthonormée de l'espa
ede Hilbert L2(T).

• Séries trigonométriquesDé�nition 3.1.3 On appelle série trigonométrique toute série de la forme
+∞∑

k=−∞
cke

2πikωt,où (ck)k∈N est une suite indexée par Z de nombres 
omplexes et ω un nombre réel > 0 �xé.Conformément au 
hoix de travailler ave
 des fon
tions 1-périodiques, nous 
hoisissons ω = 1 et
onsidérons don
 des séries trigonométriques de la forme
+∞∑

k=−∞
cke

2πikt. (3.2)Sous forme réelle, une série trigonométrique s'é
rit :
a0 +

+∞∑

k=1

akcos(2πkt) +
+∞∑

k=1

bksin(2πkt). (3.3)Les expressions (3.2) et (3.3) sont formelles. Pour leur donner un sens, on peut étudier soit la
onvergen
e pon
tuelle des séries (i.e. pour 
haque valeur de t), soit leur 
onvergen
e au sens



3.1. SÉRIES TRIGONOMÉTRIQUES ET SÉRIES DE FOURIER 53d'une norme telle que la norme ‖ ‖2. Il 
onvient également de pré
iser 
omment on e�e
tue lepassage à la limite dans les sommes partielles.Dans le 
as de (3.3), il s'agit de la 
onvergen
e, quand N tend vers +∞ des sommes partielles :
a0 +

∑N
k=1 akcos(2πkt) +

∑N
k=1 bksin(2πkt).Dans le 
as de (3.2), il peut s'agir :- de la 
onvergen
e des deux suites ∑N

k=0 cke
2πikt et ∑−1

k=−N cke
2πikt, 
e qui revient à étudier

limN,M→+∞
∑M

k=−N cke
2πikt,- ou (
e qui est plus faible) de la 
onvergen
e de la suite des sommes partielles symétriques,i.e. de la 
onvergen
e de la suite (SN (t)) dé�nie par SN (t) =

∑N
k=−N cke

2πikt.Remarquons que la formulation du problème de 
onvergen
e est plus 
ompliqué pour des sériestrigonométriques à d ≥ 2 variables.Dans l'étude des séries trigonométriques, on peut soit se donner a priori les 
oe�
ients (ck)et étudier la 
onvergen
e de la série 
orrespondante, soit partir d'une fon
tion f et essayerde la représenter 
omme somme d'une série trigonométrique, sa série de Fourier, qui est sondéveloppement dans le systèmes des (ek). Dans 
e deuxième problème, on doit d'abord dé�nir les
oe�
ients de Fourier de f .
• Coe�
ients de FourierDé�nitions 3.1.4 Soit f une fon
tion périodique, de période 1, intégrable sur [0, 1], intervallede période. Pour tout n, la fon
tion t → f(t)e−2πint est également intégrable sur [0, 1] : elle estpériodique, de période 1, et égale en module à |f(t)|. On peut don
 dé�nir :

cn(f) =

∫ 1

0
f(t)e−2πintdt, n ∈ Z, (3.4)que l'on appelle 
oe�
ient de Fourier de f d'ordre n.

• Propriétés de la suite des 
oe�
ients de FourierIl résulte immédiatement de (3.4) que les 
oe�
ients cn(f) dépendent linéairement de f :
cn(λf + µg) = λcn(f) + µcn(g), ∀n ∈ Z, ∀λ, µ ∈ C,et véri�ent la majoration :

|cn(f)| ≤ ‖f‖1, ∀n ∈ Z,la norme ‖ ‖1 étant 
al
ulée sur [0,1℄.Dans le 
as où la fon
tion f est un polyn�me trigonométrique P , P (t) =
∑n

k=−n cke
2πikt, lesrelations d'orthogonalité (3.1) impliquent que les 
oe�
ients ck sont les 
oe�
ients de Fourierde P . En parti
ulier, si P est un polyn�me trigonométrique dont tous les 
oe�
ients de Fouriersont nuls, alors P est identiquement nul. Si P est d'ordre n, ses 
oe�
ients de Fourier ck(P )d'indi
e k, pour |k| > n, sont nuls.L'uni
ité de l'é
riture d'un polyn�me P sous la forme

P (t) =
n∑

k=−n
cke

2πikt,



54 CHAPITRE 3. SÉRIES DE FOURIERéquivaut au fait que les fon
tions (ek)k∈Z forment un système libre, 
e qui est évidemment une
onséquen
e des relations d'orthogonalité.Nous allons montrer que, de façon générale, une fon
tion dans L1(T) est déterminée (à unensemble négligeable près) par ses 
oe�
ients de Fourier. On peut don
 
onsidérer que l'�analyse�d'une fon
tion f , à partir de ses 
oe�
ients de Fourier, est �exhaustive�. Mais la re
onstru
tion(la synthèse) de f à partir de ses 
oe�
ients est un problème plus déli
at.Proposition 3.1.5 Soit h ∈ L1(T) telle que cn(h) = 0,∀n ∈ Z. Alors h(t) = 0, pour presquetout t. Si h ∈ C(T), alors h est identiquement nulle.Preuve : D'après le théorème (4.2) du 
hapitre �Appli
ations de la 
onvolution�, il existe unesuite de polyn�mes trigonométriques (Qn) telle que la suite des polyn�mes trigonométriques
(Pn = Qn ∗ h)n∈N 
onverge vers h, en norme ‖ ‖1 (uniformément si h est 
ontinue).Le 
al
ul des 
oe�
ients de la fon
tion 
onvolée donne ck(Pn) = ck(Qn).ck(h) = 0, ∀k ∈ Z, etdon
 les polyn�mes Pn sont identiquement nuls. Il en est de même pour h, qui est la limite ennorme ‖ ‖1 de la suite (Pn)n∈N (limite uniforme si h ∈ C(T)).La proposition exprime que l'appli
ation linéaire qui à une fon
tion f asso
ie la suite (cn(f))de ses 
oe�
ients de Fourier est inje
tive. On notera que deux fon
tions intégrables égalespresque partout, au sens de la mesure de Lebesgue, ont les mêmes 
oe�
ients de Fourier. Les
oe�
ients de Fourier d'une fon
tion f sont don
 en fait atta
hés à la 
lasse d'équivalen
e de f(i.e. l'ensemble des fon
tions égales à f presque partout). L'inje
tivité assurée par la proposition(3.1.5) est véri�ée au sens de l'espa
e L1, espa
e des 
lasses d'équivalen
e, et non de l'espa
e L1des fon
tions.Considérons l'espa
e ℓ0(Z) formé par les suites dé�nies sur Z, à valeurs dans C et tendant vers0 à l'in�ni (un élément c ∈ ℓ0(Z) est don
 une suite c = (cn, n ∈ Z) telle que lim|n|→∞ cn = 0).Cet espa
e ℓ0(Z) est une algèbre normée pour l'addition et la multipli
ation ordinaire et lanorme du sup : ‖c‖∞ = supn |cn|. Par ailleurs, nous avons dé�ni une opération de 
onvolutionentre fon
tions dans L1(T).Théorème 3.1.6 L'appli
ation f → C(f) = (cn(f), n ∈ Z) est un homomorphisme 
ontinuinje
tif de l'algèbre L1(T) (muni du produit de 
onvolution et de la norme ‖ ‖1) dans l'algèbre
(ℓ0(Z),+, ·, ‖ ‖∞).Preuve : La propriété d'homomorphisme cn(f ∗ g) = cn(f) · cn(g) s'obtient en appliquantle théorème de Fubini (en observant que la fon
tion (t, s) → f(s)g(t − s) e−2πint est dans
L1([0, 1] × [0, 1])) et l'invarian
e de l'intégrale par translation :

cn(f ∗ g) =

∫ 1

0
(

∫ 1

0
f(s)g(t− s)ds) e−2πint dt

=

∫ 1

0
f(s) e−2πins(

∫ 1

0
g(t− s) e−2πin(t−s) dx) ds

= cn(f) · cn(g).



3.1. SÉRIES TRIGONOMÉTRIQUES ET SÉRIES DE FOURIER 55La majoration supn |cn(f)| ≤ ‖f‖1 assure la 
ontinuité de 
et homomorphisme. L'inje
tivité estétablie dans la proposition (3.1.5).La propriété limn |cn(f)| = 0 fait l'objet du lemme 
i-dessous.Lemme 3.1.7 (Riemann-Lebesgue) Pour toute fon
tion f ∈ L1(T), on a lim|n|→∞ |cn(f)| = 0.Preuve : Soit f une fon
tion 1-périodique qui, en restri
tion à [0, 1], est la fon
tion indi
atri
ed'un intervalle [a, b], où 0 ≤ a < b ≤ 1. Un 
al
ul élémentaire donne :
cn(f) = − 1

2πin
(e−2πinb − e−2πina), n 6= 0.On a don
, dans 
e 
as, |cn(f)| ≤ 1

π|n| → 0, pour |n| → ∞.Ce résultat s'étend par linéarité aux fon
tions en es
alier, puis par densité aux fon
tionsintégrables sur [0, 1] (le véri�er en exer
i
e).Une variante de la démonstration 
onsiste à appro
her f par des polyn�mes trigonométriques.Remarque 3.1.8 Si f est une fon
tion 1-périodique, intégrable sur [0, 1], la suite (cn(f)n∈Z) deses 
oe�
ients de Fourier 
oïn
ide ave
 la suite des valeurs de la transformée de Fourier de lafon
tion f1[0,1[. Le lemme (3.1.7) résulte du lemme analogue pour la transformation de Fourier(voir 
hapitre �Transformation de Fourier�) appliqué à la fon
tion f1[0,1[.
• Série de FourierDé�nition 3.1.9 Etant donnée une fon
tion f dans L1(T), on appelle série de Fourier de fla série trigonométrique

+∞∑

k=−∞
ck(f)e2πikt.On se pose le problème de la 
onvergen
e de la suite des sommes partielles symétriques dé�niespar :

Sn(t) =
n∑

k=−n
cke

2πikt.Forme réelle des séries de FourierSi f est une fon
tion à valeurs réelles, on représentera plut�t les sommes partielles de la série deFourier de f sous forme réelle :
a0(f) +

∞∑

n=1

an(f)cos2πnt+

∞∑

n=1

bn(f)sin2πnt,où l'on a posé a0(f) =
∫ 1
0 f(t) dt et, pour n ≥ 1,

an(f) = 2

∫ 1

0
f(t)cos2πnt dt,

bn(f) = 2

∫ 1

0
f(t)sin2πnt dt.



56 CHAPITRE 3. SÉRIES DE FOURIEROn note que- si f est paire, on a bn(f) = 0,∀n ≥ 1,- si f est impaire, on a an(f) = 0,∀n ≥ 0.On a les formules d'orthogonalité, pour n et m entiers ≥ 1 :
∫ 1

0
cos2πnt cos2πmt dt = 0, si n 6= m,= 1

2 , si n = m,

∫ 1

0
sin2πnt sin2πmt dt = 0, si n 6= m,= 1

2 , si n = m,

∫ 1

0
cos2πnt sin2πmt dt = 0,∀n,m ∈ N.Le système de fon
tions {1,√2cos2πnt,

√
2sin2πnt, n ≥ 1} forme une base orthonormée de L2(T).

• Noyau de Diri
hletLa somme partielle Sn(f) d'ordre n peut s'é
rire sous la forme :
Sn(f)(t) =

∫ 1

2

− 1

2

f(s)Dn(t− s)ds =

∫ 1

2

− 1

2

f(t− s)Dn(s) ds, (3.5)où l'on a posé
Dn(t) =

n∑

−n
e2iπkt =

{
sin(2n+1)πt

sinπt , t 6∈ Z,
2n + 1, si t ∈ Z.Le polyn�me trigonométrique Dn est appelé noyau de Diri
hlet d'ordre n, n ≥ 1.Les sommes partielles symétriques d'ordre n sont don
 obtenues, d'après (3.5), 
omme 
onvoléesde f ave
 le noyau de Diri
hlet d'ordre n.3.2 Premiers résultats de 
onvergen
e pon
tuelleLe problème général de la 
onvergen
e pon
tuelle des séries de Fourier est un problème di�
ile,qui a joué un r�le important dans le développement de l'analyse réelle aux 19ème et 20ème siè
leset en parti
ulier en théorie de l'intégration.Des résultats partiels peuvent être obtenus fa
ilement, si l'on fait des hypothèses sur les
oe�
ients de Fourier ou sur la régularité des fon
tions. Commençons par un premier résultatélémentaire de 
onvergen
e.Théorème 3.2.1 Si (cn)n∈N est une suite telle que ∞∑

n=0

|cn| <∞, alors la série ∑+∞
n=0 cne

2πint
onverge uniformément vers une fon
tion 
ontinue et périodique, de période 1, dont le 
oe�
ientde Fourier d'ordre n est égal à cn.Preuve : La 
onvergen
e de la série ∑∞
n=−∞ cne

2πint est normale (au sens de la norme uniforme),d'après l'égalité
∞∑

n=−∞
|cne2πint| =

∞∑

n=−∞
|cn| <∞,
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 uniforme. Ce
i implique la 
onvergen
e pour tout t de la série et la 
ontinuité de lafon
tion f somme de la série. Il est 
lair que f est périodique.Pour 
al
uler son 
oe�
ient de Fourier d'ordre n,
cn(f) =

∫ 1

0
f(t)e−2πint dt =

∫ 1

0

∞∑

k=0

cke
2πikte−2πint dt,on peut permuter l'intégrale et la sommation de la série, la 
onvergen
e étant uniforme etl'intégrale prise sur un 
ompa
t. Les relations d'orthogonalité (3.1) impliquent alors cn(f) = cn.Dans le théorème (3.2.1), nous sommes partis d'une suite (cn)n∈Z. Si nous partons maintenantd'une fon
tion 
ontinue, ou seulement intégrable, f dont les 
oe�
ients cn(f) véri�ent la
ondition ∑∞

n=−∞ |cn(f)| < ∞, le résultat suivant montre que la somme de sa série de Fourierredonne bien la fon
tion f (et don
 que 
ette fon
tion possède une �version 
ontinue�). On noteral'analogie de 
e résultat ave
 le théorème d'inversion pour la transformée de Fourier.Théorème 3.2.2 Soit f ∈ C(T) telle que ∑+∞
−∞ |cn(f)| <∞. On a, pour tout t :

f(t) =

+∞∑

−∞
cn(f)e2πint,et la 
onvergen
e vers f de la série de Fourier de f est uniforme.Preuve : Soit f̃(t) =

∑+∞
−∞ cn(f)e2πint. D'après le théorème (3.2.1), les 
oe�
ients de Fourier de

f̃ et 
eux de f 
oïn
ident : cn(f̃) = cn(f), ∀n ∈ Z.Les 
oe�
ients de Fourier de la di�éren
e f−f̃ = h, donnés par la di�éren
e cn(h) = cn(f)−cn(f̃)(par linéarité de l'intégrale), sont don
 nuls. Il reste à appliquer la proposition (3.1.5).Le lemme de majoration d'Abel permet également d'obtenir de façon élémentaire un théorèmede 
onvergen
e pour des suites de 
oe�
ients réels tendant en dé
roissant vers 0 (pour ladémonstration, voir exer
i
es).Théorème 3.2.3 Soit une suite (an)n∈N réelle positive dé
roissant vers 0. Alors, pour tout t 6∈ Z,les séries ∑
n ancos(2πnt) et ∑

n ansin(2πnt) 
onvergent et on a la majoration :
|
∑

k≥n
ancos(2πkt)|, |

∑

k≥n
ansin(2πkt)| ≤ an

|sinπt| .En parti
ulier, la 
onvergen
e est uniforme sur tout intervalle [a, b] 
ontenu dans l'un desintervalles ]k, k + 1[, k ∈ Z.Comme pour le théorème (3.2.1), on peut demander, dans le 
as où les an sont les 
oe�
ientsde Fourier (sous forme réelle) d'une fon
tion intégrable f , si les sommes données par les sériesredonnent bien la fon
tion de départ. La réponse est oui, d'après le théorème de 
onvergen
e ennorme L1 vers f des moyennes des sommes partielles (théorème (3.3.3) 
i-dessous).
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• Exemples de séries de FourierExemple 3.2.4 On 
onsidère la fon
tion f de période 1, qui sur [−1

2 ,
1
2 ] est dé�nie par

f(t) = 1 − 2|t|.Cette fon
tion étant paire, on a bn(f) = 0, ∀n ≥ 1. Ses 
oe�
ients de Fourier sont donnés, après
al
ul, par a0(f) = 1
2 , an = 4

π2n2 , si n est impair, = 0 sinon, n ≥ 1.La série de Fourier de f s'é
rit don

1

2
+

4

π2

∞∑

k=0

cos2π(2k + 1)t

(2k + 1)2
.La série ∑

n≥1
1
n2 étant 
onvergente et f 
ontinue, nous pouvons appliquer le théorème (2.1). Ona, pour |t| ≤ 1

2 ,
1 − 2|t| =

1

2
+

4

π2

∞∑

k=0

cos2π(2k + 1)t

(2k + 1)2
,la 
onvergen
e étant de plus uniforme.En parti
ulier, en faisant t = 0, on obtient la relation numérique

π2

8
=

∞∑

k=0

1

(2k + 1)2
,d'où l'on déduit :

π2

6
=

∞∑

n=1

1

n2
.(2.5) Exemple :Exemple 3.2.5 On 
onsidère maintenant la fon
tion f impaire de période 1 dé�nie par

f(t) =

{
1, pour 0 ≤ t < 1

2 ,
−1, pour − 1

2 ≤ t < 0.Cette fon
tion est 
ontinue sauf aux points de la forme p
2 , p ∈ Z, points pour lesquels, elle possède
ependant une limite à gau
he et une limite à droite (on note que la demi-somme de 
es limitesà gau
he et à droite est nulle).La fon
tion est impaire. On a don
 a0(f) = an(f) = 0, ∀n ≥ 1, et le 
al
ul donne : bn(f) = 4

πnsi n impair, = 0 sinon. Sa série de Fourier est donnée par
∞∑

k=0

4

π

sin2π(2k + 1)t

(2k + 1)
.On 
onstate que les 
oe�
ients de Fourier sont en 1

n , série non absolument 
onvergente
(
∑ |bn| = +∞), bien que de 
arré sommable (

∑ |bn|2 <∞). Nous ne pouvons don
 pas appliquerle théorème (3.2.1).



3.2. PREMIERS RÉSULTATS DE CONVERGENCE PONCTUELLE 59Prenons t = 0. La série se réduit à 0 6= f(0) ; il n'y don
 pas 
onvergen
e au point 0 vers f(0)(notons 
ependant que l'on trouve la demi-somme des limites à gau
he et à droite de f en 0,
1
2 [f(0−) + f(0+)], qui est une façon plus naturelle dé�nir la valeur de f en 0. Nous expliquerons
e résultat dans un 
adre général plus loin).Par 
ontre, si nous prenons t = 1

4 , la série de Fourier 
onverge en 
e point (série alternée) et sasomme est égale à f(1
4).En e�et, on a la relation

4

π

∞∑

k=0

1

2k + 1
sin(2k + 1)

π

2
=

4

π

∞∑

k=0

(−1)k

(2k + 1)

=
4

π
ar
tg(1) = 1,(voir exer
i
es pour une autre preuve de 
ette relation).Nous montrerons plus loin que, de façon générale, pour une fon
tion f véri�ant la 
ondition

|cn(f)| ≤ K
|n| , il y a 
onvergen
e de la série de Fourier de f en tout point de 
ontinuité de f , et
onvergen
e vers la demi-somme des limites à gau
he et à droite, en tout point où 
es limitesexistent.

• Régularité et ordre de grandeur des 
oe�
ientsL'ordre de grandeur des 
oe�
ients de Fourier (cn(f))n∈Z d'une fon
tion f , et don
 le 
ompor-tement de sa série de Fourier, sont liés à la régularité de f . Nous allons pré
iser 
ette remarque,en montrant que si f est de 
lasse Cp, p ≥ 1, les 
oe�
ients de Fourier de f sont petits pour ngrand, de l'ordre de n−p.Proposition 3.2.6 Soit p un entier ≥ 1. Si f est de 
lasse Cp, on a
cn(f

(p)) = (2πin)pcn(f)et don
 cn(f) = o(n−p) (i.e. limn n
pcn(f) = 0).Preuve : Pour f dans C1(T), nous avons

|cn(f)| = |
∫ 1

0
f(t)e−2πintdt|

= |[ 1

(−2πin)
f(t)e−2πint]10 +

1

2πin

∫ 1

0
f ′(t)e−2πint dt|

= |cn(f
′)

2πn
| ≤ 1

2π|n|

∫ 1

0
|f ′(t)| dt =

‖f ′‖1

2π|n| .Pour f dans Cp(T), en intégrant p fois par parties, nous obtenons :
cn(f) = (

1

2πin
)pcn(f

(p)),et on a lim
|n|→∞

cn(f
(p)) = 0, d'où le résultat.



60 CHAPITRE 3. SÉRIES DE FOURIERRemarque 3.2.7 En fait, pour f ∈ C1(T), nous avons ∑ |cn(f)| < ∞, résultat que nousmontrerons plus loin (théorème (4.6)).Dé�nition 3.2.8 Une suite (cn)n∈Z est dite indexdé
roissan
e rapide à dé
roissan
e rapide,si elle véri�e
∀p ≥ 1, lim

|n|→∞
|npcn| = 0.Théorème 3.2.9 Soit f une fon
tion 
ontinue 1-périodique. Une 
ondition né
essaire et suf-�sante pour que f soit dans C∞(T1) est que ses 
oe�
ients de Fourier forment une suite àdé
roissan
e rapide.Preuve : Supposons f de 
lasse C∞. D'après la proposition pré
édente, cn(f) = o( 1

np ), pour tout
p ≥ 1. Don
 la suite (cn(f)) est à dé
roissan
e rapide.Inversement, supposons qu'on ait ∀p ≥ 1, cn(f) = o( 1

np ). Alors la série de Fourier ∑+∞
−∞ cn(f)e2πint
onverge uniformément vers f , d'après le théorème (2.2). De même, pour tout p ≥ 1, la série∑+∞

−∞(2πin)pcn(f)e2πint 
onverge uniformément (puisqu'on a |n|p|cn(f)| = o( 1
n2 )). C'est la sérieobtenue en dérivant p fois terme à terme. Un résultat 
lassique sur les séries de fon
tions montreque 
e
i implique la dérivabilité de f à l'ordre p, pour tout entier p ≥ 1.

• Le théorème de Diri
hletNous allons montrer la 
onvergen
e limn Snf(t) = f(t), sous une 
ondition de régularité de f aupoint t. Cette 
ondition est la dérivabilité de f au point t et peut être a�aiblie en 
ondition deLips
hitz, ou de Hölder, dont nous rappelons la dé�nition.Dé�nitions 3.2.10 Une fon
tion f dé�nie sur un voisinage de t ∈ R est dite lips
hitzienneau point t s'il existe δ > 0 et M �ni tels que :
|f(t+ s) − f(t)| ≤M |s|, pour tout s tel que |s| ≤ δ.Soit α un réel tel que < α ≤ 1. Plus généralement, une fon
tion f dé�nie sur un voisinage de

t ∈ R est dite höldérienne d'ordre α au point t, s'il existe δ > 0 et M �ni tels que :
|f(t+ s) − f(t)| ≤M |s|α, pour tout s tel que |s| ≤ δ.Théorème 3.2.11 Si f est une fon
tion dans L1(T) dérivable au point t ou seulement lips
hit-zienne au point t, alors limn→∞ Sn(f)(t) = f(t).Preuve : Supposons f dérivable au point t. Dé�nissons une fon
tion gt par

gt(s) =
f(t− s) − f(t)

sinπs
, pour 0 < |s| ≤ 1

2
.En 0, on peut dé�nir gt par 
ontinuité : gt(0) = − 1

πf
′(t).
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ompte du fait que ∫ 1

2

− 1

2

Dn(t)dt = 1, pour tout n ≥ 1, on a, d'après (3.5) :
Sn(f)(t) − f(t)

=
∫ 1

2

− 1

2

gt(s)sin((2n + 1)πs) ds

=
∫ 1

2

− 1

2

gt(s)[sin(πs)cos(2nπs) + cos(πs)sin(2nπs)] ds.Les fon
tions s → gt(s)sin(πs) et s → gt(s)cos(πs) sont intégrables sur [0, 1]. Le lemme deRiemann-Lebesgue implique la 
onvergen
e vers 0 de la suite des 
oe�
ients de Fourier de 
esfon
tions. La 
onvergen
e vers 0 de la di�éren
e Sn(f)(t) − f(t) en résulte.On montrera en exer
i
e que, dans la démonstration pré
édente, il su�t de supposer f lips
hit-zienne au point t, en observant que la propriété de gt que l'on a utilisé est de rester bornée dansun voisinage de t.En exer
i
e, on pourra étendre le théorème pré
édent aux fon
tions höldériennes. L'énon
ésuivant permet de traiter le 
as de fon
tions dérivables par mor
eaux.Théorème 3.2.12 (de Diri
hlet) : Soient f une fon
tion dans L1(T) et t un point tel que leslimites à gau
he et à droite, f(t−), f(t+), existent et soient �nies, ainsi que les �demi-dérivées�,dé�nies par f ′g(t) = limh→0,h<0
1
h(f(t+h)−f(t−)), f ′d(t) = limh→0,h>0

1
h(f(t+h)−f(t+)). Alors

limn→∞ Sn(f)(t) = 1
2 (f(t+) + f(t−)).Preuve : Compte-tenu des relations ∫ 1

2

0 Dn(t)dt =
∫ 0
− 1

2

Dn(t)dt = 1
2 , nous avons

Sn(f)(t) − 1

2
(f(t+ + f(t−))) =

∫ 1

2

0
gt(s)sin((2n + 1)πs) ds,où gt est maintenant la fon
tion dé�nie, pour 0 < |s| ≤ 1

2 , par
gt(s) =

1

sinπs
(f(t+ s) − f(t+) + [f(t− s) − f(t−)]).Les hypothèses assurent que la fon
tion gt est bornée sur un voisinage de t. On peut alors 
on
lure
omme dans la preuve du théorème (3.2.11).Le théorème (3.2.11) montre le prin
ipe de �lo
alisation� suivant :Corollaire 3.2.13 Si une fon
tion intégrable f est nulle sur un intervalle ouvert I, alors

limn Snf(t) = 0, ∀t ∈ I.On voit don
 que, si deux fon
tions intégrables f et g 
oïn
ident sur un voisinage d'un point t,alors la di�éren
e Snf(t) − Sng(t) tend vers vers 0, quand n tend vers +∞. Le 
omportementde la série de Fourier d'une fon
tion f en un point t ne dépend don
 que des valeurs de f surun voisinage arbitraire de t. En d'autres termes, si on modi�e f en dehors d'un voisinage ouvertd'un point t, on ne 
hange pas le �
omportement� de la suite ((Snf)(t)). On remarquera que,
ependant, les 
oe�
ients de Fourier dépendent de l'ensemble des valeurs de la fon
tion.



62 CHAPITRE 3. SÉRIES DE FOURIER3.3 Noyaux de Fejer et 
onvergen
e des séries de Fourier
• Convergen
e en moyenne des séries de Fourier3.3.1 Jusqu'i
i nous n'avons obtenu la 
onvergen
e vers f de la série de Fourier d'une fon
tion fque sous des hypothèses restri
tives de régularité portant sur f . Nous allons maintenant examinerla 
onvergen
e sous des hypothèses plus générales.Nous avons vu que l'étude de la 
onvergen
e de (Sn(f)) vers f revient à l'étude de la suite des
onvolées (Dn ∗ f) des noyaux de Diri
hlet et de f . Il se trouve que la suite des moyennes desnoyaux (Dn) a de meilleures propriétés que la suite des (Dn) elle-même et fournit en fait le bonpro
édé de re
onstru
tion de f à partir de ses 
oe�
ients de Fourier. Nous sommes don

onduits à étudier la 
onvergen
e de la suite des moyennes des sommes partielles.Posons FN = 1

N

∑N−1
0 Dn. Un 
al
ul élémentaire donne

FN (t) =
1

N

N−1∑

0

(
n∑

−n
e2πikt) =

1

N
|
N−1∑

0

e2πint|2

=
1

N
|sinNπt

sinπt
|2, si t 6∈ Z,= N, si t ∈ Z.Les fon
tions FN , appelées noyaux de Féjer, sont don
 ≥ 0, d'intégrale 1 (∫ FNdt =

1
N

∑N−1
0

∫
Dndt = N

N = 1). Cette positivité, que ne possèdent pas les fon
tions DN , va permettrede traiter le problème de la 
onvergen
e (en moyenne) des sommes partielles SN (f).Rappelons le résultat obtenu dans le 
hapitre Appli
ations de la 
onvolution.Proposition 3.3.2 La suite (FN )N>0 forme une identité appro
hée sur [−1
2 ,

1
2 ].Ce résultat et les théorèmes de 
onvergen
e pour les identités appro
hées appliqués à la suite des
onvolées

1

N

N−1∑

0

Sn(f)(t) = (FN∗f)(t).impliquent le théorème :Théorème 3.3.3 Soit f ∈ L1(T).En tout point t, pour lequel f possède une limite à gau
he et une limite à droite f(t0−), f(t0+),on a :
lim
N→∞

1

N

N−1∑

n=0

Sn(f)(t) =
1

2
[f(t0−) + f(t0+)].Si f est 
ontinue en t, on a :

lim
N→∞

1

N

N−1∑

n=0

Sn(f)(t) = f(t).



3.3. NOYAUX DE FEJER ET CONVERGENCE DES SÉRIES DE FOURIER 63Si f est 
ontinue en tout point, la 
onvergen
e est uniforme.D'autre part, la 
onvergen
e a lieu en norme L1 vers f :
‖ 1

N

N∑

1

Snf − f‖1 → 0.En 
e qui 
on
erne la 
onvergen
e pon
tuelle, rappelons que les fon
tions réglées possèdent unelimite à gau
he et une limite à droite en tout point. Le théorème pré
édent est don
 bien adaptéà 
es fon
tions.Le théorème 3.3.3 donne un moyen expli
ite de 
onstruire une approximation uniforme d'unefon
tion f 1-périodique 
ontinue (ou en norme ‖ ‖1 pour une fon
tion f dans L1(T)), les moyennesdes sommes partielles s'é
rivant :
N∑

−N
(1 − |k|

N
) ck(f) e2πikt.

• Retour aux sommes partiellesLe théorème pré
édent montre, sous 
ertaines 
onditions assez générales, la 
onvergen
e desmoyennes des sommes partielles de la série de Fourier d'une fon
tion. Dans 
e paragraphe,nous allons montrer qu'en faisant des hypothèses 
onvenables sur l'ordre de grandeur des
oe�
ients de f , on peut établir la 
onvergen
e des sommes partielles elles-mêmes, autrementdit la 
onvergen
e de la série de Fourier.Nous aurons besoin du lemme général d'analyse suivant :Dé�nition 3.3.4 On dit qu'une suite numérique (Sn, n = 1, 2, . . .) 
onverge en moyenne ou ausens de Césaro vers une limite ℓ, si les moyennes 1
N

∑N
n=1 Sn 
onvergent vers ℓ.On montre fa
ilement que la 
onvergen
e au sens habituel implique la 
onvergen
e au sens deCésaro. Par 
ontre la ré
iproque n'est pas véri�ée (prendre par exemple Sn = (−1)n).On a 
ependant la ré
iproque partielle suivante.Lemme 3.3.5 Soit (an) une suite numérique telle que |ak| ≤ C

k , k ≥ 1, pour une 
onstante C.Soit Sn =
∑n

1 ak. Alors
1

N

N∑

1

Sn → ℓ⇐⇒ Sn → ℓ.Preuve : Nous devons don
 démontrer que, sous l'hypothèse que la suite |kak| est bornée, la
ondition
1

N

N∑

n=1

(
n∑

k=1

ak) → ℓ implique n∑

k=1

ak → ℓ.Soit σN = 1
N

∑N
n=1 Sn = 1

N

∑N
n=1(

∑n
1 ak). En remplaçant a1 par a1 − ℓ, on peut se ramener au
as où ℓ = 0. Pour n ≥ m, on a la relation

(n−m)Sn = nσn −mσm + am+2 + 2am+3 + · · · + (n−m− 1)an.



64 CHAPITRE 3. SÉRIES DE FOURIERPour α > 0 donné, soit L(α) un entier tel que
n ≥ L(α) ⇒ |σn| ≤ α,Soient deux entiers n,m ≥ L(α) et don
 véri�ant
|σn| < α, |σm| < α.On déduit de la relation pré
édente

|Sn| ≤ (n+m) α
(n−m) + 1+2+···+(n−m−1)

(n−m)
C
m

≤ (n+m) α
(n−m) + C(n−m)

2m .Posons λ =
n−m

m
. Pour n > m ≥ L(α), on a don
 :

|Sn| ≤ (2 + λ)
α

λ
+
Cλ

2
. (3.6)Soit maintenant ǫ > 0. On peut supposer qu'on a 2ǫ/C ≤ 1. Montrons qu'il existe un entier Ntel que n ≥ N ⇒ |Sn| < 2ǫ.Nous 
ommençons par 
hoisir un nombre α > 0 tel que : 0 < α <

2

3

ǫ2

C
. L'inégalité 3α

ǫ
<

2ǫ

C
estalors véri�ée.Nous déterminons maintenant un entier N(ǫ) tel que, pour tout n > N(ǫ), il existe un entier

m = m(n) = n/(1 + λ(n)) véri�ant les 
onditions (∗) suivantes :
3α

ǫ
≤ λ(n) ≤ 2ǫ

C
et m > L(α).Pour 
ela, il su�t de 
hoisir pour N le plus petit entier tel que :

N ≥ [
1

1 + 3α/ǫ
− 1

1 + 2ǫ/C
]−1, et N ≥ (1 + 2ǫ/C)L.Montrons que N(ǫ) répond à la question. Pour n > N(ǫ), on 
onsidère l'entier m véri�ant les
onditions (∗ ) et on applique l'inégalité (fous3.6.1) :

|Sn| ≤ (2 + λ)
α

λ
+
Cλ

2
≤ ǫ+ ǫ = 2ǫ.

Pour pouvoir appliquer le lemme à l'étude des séries de Fourier, on est 
onduit à re
her
her une
lasse de fon
tions f dont les 
oe�
ients de Fourier véri�ent la 
ondition supn∈Z |ncn(f)| <∞.Proposition 3.3.6 Si f est monotone par mor
eaux, il existe une 
onstante C telle que
|cn(f)| < C

|n| ,∀n 6= 0. (3.7)



3.4. INÉGALITÉ DE BESSEL, CONVERGENCE EN NORME ‖ ‖2 65Preuve : Nous nous bornerons au 
as où f est dérivable ave
 dérivée 
ontinue, par mor
eaux,
'est-à-dire au 
as où il existe une dé
omposition �nie de [0, 1] en intervalles (aj , bj) tels que f ′existe et est 
ontinue et bornée sur ]aj , bj [. On a :
cn(f) =

∫ 1

0
f(t)e−2πint dt =

∑

j

∫ bj

aj

f(t)e−2πint dt.Comme il s'agit d'une somme �nie, on est ramené à montrer qu'il existe, pour 
haque j, une
onstante Cj telle que
|
∫ bj

aj

f(t)e−2πint dt| ≤ Cj
|n| n 6= 0.En intégrant par parties, on obtient

|
∫ bj

aj

f(t)e−2πint dt| ≤ 1

2π|n| [|f(bj)| + |f(aj)| +
∫ bj

aj

|f ′(t)| dt],d'où le résultat.Le 
as général d'une fon
tion monotone par mor
eaux est traité en exer
i
e.Nous pouvons maintenant tirer les 
onséquen
es des résultats pré
édents.Théorème 3.3.7 Si f est une fon
tion périodique, de période 1, monotone par mor
eaux, on a
lim
N
SNf(t) =

{
f(t), si f est 
ontinue au point t,
1
2 [f(t−) + f(t+)], sinon .La 
onvergen
e est uniforme si f est supposée, en outre, 
ontinue en tout point.Preuve : Les résultats annon
és sont véri�és, d'après le théorème (3.3.3), si l'on rempla
e SNf(t)par 1

N

∑N−1
0 Snf(t). Comme f est monotone par mor
eaux, ses 
oe�
ients véri�ent d'après (3.7)

supn∈Z |ncn(f)| <∞, et on peut don
 appliquer le lemme (3.3.5) pour déduire de la 
onvergen
ede la suite des moyennes 1
N

∑N−1
0 Snf(t) la 
onvergen
e de la suite (Snf(t))n>0.Exemple 3.3.8 Reprendre l'exemple (3.2.5) et appliquer le théorème pré
édent pour obtenir laformule ∞∑

0

(−1)k

(2k + 1)
=
π

4
.3.4 Inégalité de Bessel, 
onvergen
e en norme ‖ ‖23.4.1 Après les résultats de 
onvergen
e pon
tuelle, qui né
essitent des hypothèses sur lesfon
tions ou sur les 
oe�
ients de Fourier, nous abordons la théorie L2 des séries de Fourier.Nous allons exploiter les relations d'orthogonalité (3.1) véri�ées par les exponentielles en pourétudier le 
omportement quadratique (
'est-à-dire en norme ‖ ‖2) des séries de Fourier.



66 CHAPITRE 3. SÉRIES DE FOURIEREn fait, nous sommes i
i dans un 
as parti
ulier d'espa
e hilbertien (l'espa
e L2(T) muni duproduit s
alaire 〈f, g〉 =
∫ 1
0 fgdt) et d'un système orthonormé (le système formé par les fon
tions

ek, k ∈ Z). Tout 
e qui suit pourrait être formulé dans le 
adre général des développements dansune base orthonormée d'un espa
e de Hilbert.Soit f ∈ L2(T). La fon
tion f est intégrable sur [0, 1] (rappelons que L2(T) ⊂ L1(T)) et on peut
onsidérer sa série de Fourier et les sommes partielles formées par les polyn�mes trigonométriques
Sn(f) dé�nis par

Sn(f)(t) =
k=n∑

k=−n
ck(f)e2πikt.Le résultat suivant exprime que Sn(f) est la proje
tion orthogonale de f sur le sous-espa
eve
toriel En de L2(T) engendré par les fon
tions e−n, ..., en.Théorème 3.4.2 Pour tout n ≥ 0, Sn(f) est l'unique polyn�me trigonométrique P d'ordre n telque l'on ait 〈f −P, ek〉 = 0, pour k = −n, ..., n. C'est l'unique polyn�me trigonométrique d'ordre

n qui réalise le minimum de �l'é
art quadratique moyen� à f .Preuve : a) Le 
oe�
ient de Fourier d'ordre k de Sn(f), pour k = −n, ..., n, est égal à ck(f). Ona don
 〈f − Sn(f), ek〉 = ck(f) − ck(f) = 0, pour k = −n, ..., n. Ainsi f − Sn(f) est orthogonalà ek, pour k = −n, ..., n, don
 orthogonal à En.Si P est un polyn�me trigonométrique d'ordre n tel que f − P soit orthogonal à ek, pour
k = −n, ..., n, son 
oe�
ient d'ordre k, pour k = −n, ..., n, doit être égal à ck(f), et don
 P
oïn
ide ave
 Sn(f).b) Soit Q =

∑n
ℓ=−n dℓeℓ un polyn�me trigonométrique d'ordre n. D'après a), f − Sn(f) estorthogonal à Sn(f) −Q ; d'où la relation (de Pythagore) :

‖f −Q‖2
2 = ‖f − Sn(f)‖2

2 + ‖Sn(f) −Q‖2
2. (3.8)De 
ette relation résulte l'inégalité ‖f − Sn(f)‖2 ≤ ‖f − Q‖2, l'égalité n'étant réalisée que si

Q = Sn(f).A l'ordre n, Snf est le polyn�me trigonométrique donnant la meilleure approximation en norme
‖ ‖2 de f . Notons que l'approximation de f par la moyenne Fn ∗ f =

∑n
−n(1 − |k|

n ) ck(f) ek al'avantage de préserver la positivité des fon
tions, et don
 aussi l'ordre : si f ≤ g, Fn ∗f ≤ Fn ∗g.Lemme 3.4.3 Si f est une fon
tion dans L2(T), ses 
oe�
ients de Fourier véri�ent :
n∑

k=−n
|ck(f)|2 ≤

∫ 1

0
|f(t)|2 dt = ‖f‖2

2.La série des 
arrés des 
oe�
ients est 
onvergente ((ck(f))k∈Z ∈ ℓ2(Z)) et on a
+∞∑

k=−∞
|ck(f)|2 ≤

∫ 1

0
|f(t)|2 dt. (3.9)



3.4. INÉGALITÉ DE BESSEL, CONVERGENCE EN NORME ‖ ‖2 67Preuve : Appliquons la relation (3.8) ave
 Q = 0. On obtient :
‖f‖2

2 = ‖f − Sn(f)‖2
2 + ‖Sn(f)‖2

2. (3.10)Le développement du 
arré de la norme ‖Sn(f)‖2
2 donne par les relations d'orthogonalité :

‖Sn(f)‖2
2 =

n∑

k=−n
|ck(f)|2.D'où la première assertion a) par (fous4.3.2).La deuxième assertion en résulte par passage à la limite.

• Egalité de Bessel-ParsevalThéorème 3.4.4 Pour toute fon
tion f dans L2(T), on a
+∞∑

−∞
|ck(f)|2 =

∫ 1

0
|f(t)|2 dt = ‖f‖2

2 <∞.Preuve : La preuve est basée sur le fait que le sous-espa
e engendré par les fon
tions ek, k ∈ Z,autrement dit le sous-espa
e des polyn�mes trigonométriques, est dense pour la topologie de lanorme ‖ ‖2 dans l'espa
e L2(T).A toute fon
tion f de 
arré intégrable sur [0, 1], de période 1, asso
ions les quantités
qN (f) = (

N∑

−N
|ck(f)|2) 1

2 = ‖SN (f)‖2,

q(f) = (
+∞∑

−∞
|ck(f)|2) 1

2 = lim
N
qN (f).D'après l'inégalité du lemme (3.4.3), la quantité q(f) est bien dé�nie et véri�e q(f) ≤ ‖f‖2,∀f ∈

C(T). De plus elle véri�e l'inégalité triangulaire, 
ar on a
qN(f + g) = ‖SN (f + g)‖2 = ‖SN (f) + SN (g)‖2

≤ ‖SN (f)‖2 + ‖SN (g)‖2 = qN (f) + qN (g).Nous voulons montrer que q(f) est égale à ‖f‖2, pour toute f ∈ L2(T). Pour 
ela, observonsque 
ette relation est véri�ée par tout polyn�me trigonométrique, et que, pour toute fon
tion
f ∈ C(T), il existe une suite (Pn)n∈N de polyn�mes trigonométriques telle que limn ‖f−Pn‖2 = 0.Par 
ontinuité de la fon
tion q (au sens de la topologie de la norme ‖ ‖2 sur L2(T)), la relation
q(f) = ‖f‖2 reste vraie pour toute f ∈ L2(T).
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• Forme réelle de l'égalité de Bessel-ParsevalSoit f dans L2(T) et f(t) = a0(f) +

∑∞
1 an(f)cos2πnt+

∑∞
1 bnsin2πnt sa série de Fourier sousforme trigonométrique. L'égalité de Bessel-Parseval s'é
rit :

‖f‖2
2 = |a0(f)|2 +

1

2

∞∑

1

|an(f)|2 +
1

2

∞∑

1

|bn(f)|2.Donnons maintenant une appli
ation de l'égalité Bessel-Parseval.Théorème 3.4.5 Si f est une fon
tion périodique, de période 1, et de 
lasse C1, alors ona ∑∞
−∞ |cn(f)| < +∞. Par suite, f est la somme de sa série de Fourier (ave
 
onvergen
euniforme).Preuve : D'après la proposition (3.2.6), nous savons qu'il existe une 
onstante C telle que

|cn(f)| ≤ C
|n| , n 6= 0. Cette majoration est insu�sante pour prouver que ∑+∞

−∞ |cn(f)| < ∞.Pour obtenir 
e résultat, nous utilisons l'inégalité de Cau
hy-S
hwartz élémentaire
m∑

n=−m
|unvn| ≤ (

m∑

n=−m
|un|2)1/2(

m∑

n=−m
|vn|2)1/2et l'égalité de Bessel-Parseval appliquée à f ′ :

m∑

n=−m,n 6=0

|cn(f)| =
∑m

n=−m,n 6=0 |ncn(f)| 1
|n|

≤ (
∑m

n=−m,n 6=0
1
n2 )1/2(

∑m
n=−m,n 6=0 n

2|cn(f)|2)1/2.D'où
m∑

n=−m
|cn(f)| ≤ |c0(f)| + (

∑
n 6=0

1
n2 )1/2(

∑
n∈Z

|cn(f ′)|2)1/2 1
2π

≤ |c0(f)| + (π
2

3 )1/2( 1
2π )‖f ′‖2 ≤ ‖f‖1 + 1

2
√

3
‖f ′‖2 <∞.La série ∑∞

−∞ |cn(f)| est don
 
onvergente et on termine la preuve du théorème en appliquantle théorème (3.2.1).Remarque 3.4.6 La 
ondition ∑
n |cn|2 < ∞ ne su�t pas à assurer la 
onvergen
e en toutpoint. Le théorème pré
édent n'a�rme pas que, pour f ∈ L2(T), la série ∑

cn(f)e2πint 
onvergevers f , pour tout t ou pour presque tout t. Il permet seulement d'a�rmer que toute fon
tion de
L2(T) peut être représentée 
omme somme -au sens L2- de sa série de Fourier.En fait, un théorème relativement ré
ent et di�
ile (théorème de Carleson) permet d'établir la
onvergen
e presque partout de la série de Fourier d'une fon
tion f dans L2(T) et même pour
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tions dans Lp(T), pour p > 1. Ce résultat est faux pour p = 1 : on peut 
onstruire desfon
tions dans L1(T) dont la série de Fourier ne 
onverge en au
un point !D'après l'égalité de Bessel-Parseval, l'appli
ation f ∈ L2(T) → (cn(f), n ∈ Z) est une isométriede L2(T) dans ℓ2(Z). Nous allons montrer que 
ette isométrie est surje
tive. On notera que
e n'est qu'i
i qu'intervient le fait que L2(T) est 
omplet et que la plupart des autres résultatsde 
e 
hapitre n'utilisent pas 
ette propriété. Dans l'énon
é, nous 
onfondrons fon
tion et 
lassed'équivalen
e de fon
tions.Théorème 3.4.7 (Riesz-Fis
her) Pour toute suite (cn)n∈Z dans ℓ2(Z), les séries ∑
n≥0 cn e

2πin.et ∑
n<0 cn e2πin. 
onvergent dans L2(T) (i.e. au sens de la norme ‖ ‖2) et la somme f =∑

n∈Z
cn e

2πin. est une fon
tion de L2(T) telle que cn(f) = cn, ∀n ∈ Z.Preuve : Il su�t de véri�er le 
ritère de Cau
hy dans L2(T) (
'est i
i que l'on utilise le fait que
L2(T) est 
omplet). Pour tous N et p > 0, nous avons :

∫ 1

2

− 1

2

|
N+p∑

k=N

ck e
2πikt|2 dt =

N+p∑

k=N

|ck|2 ≤
∑

k≥N
|ck|2.Le majorant de droite, reste de la série 
onvergente ∑

k |ck|2, tend vers 0, quand N tend versl'in�ni. On raisonne de même pour N tendant vers −∞.
3.5 Un exemple d'appli
ation (équation de la 
haleur)Un exemple d'appli
ation : équation de la 
haleurConsidérons une barre de longueur L identi�ée au segment [0, L]. On désigne par u(x, t) latempérature en un point x de la barre au temps t. Le problème est d'obtenir une expression de
u en supposant véri�ée l'équation de la 
haleur (équation (2) 
i-dessous et la 
ondition initiale,température de la barre donnée au temps 0 (relation (4).Notons D le domaine D =]0, L[×]0,∞[, et D = [0, L]×]0,∞[ sa fermeture.Soit h une fon
tion 
ontinue sur [0, L] de 
lasse C1 sur ]0, L[ et telle que h(0) = h(1) = 0. Latempérature à l'instant 0 en un point x de la barre est fon
tion h est donnée par h(x).La fon
tion u 
her
hée est, si elle existe, une fon
tion véri�ant les 
onditions suivantes : (1)
u ∈ C(D) et sa restri
tion à D est C∞ ;(2) ∂u

∂t = ∂2u
∂x2 dans D ;(3) u(0, t) = u(L, t) = 0 ;(4) u(x, 0) = h(x).Cher
hons d'abord une solution de 2) de la forme v(x, t) = f(x)φ(t), ave
 f ∈ C[0, L]

⋂
C∞(]0, L[),et φ ∈ C[0,∞]

⋂ C∞(]0,∞[). Si f et φ ne s'annulent pas respe
tivement sur ]0, L[ et sur ]0,∞[,on obtient :
f ′′(x)
f(x)

=
φ′(t)
φ(t)

,∀x ∈]0, L[, t ∈]0,∞[.



70 CHAPITRE 3. SÉRIES DE FOURIERLes fon
tions f et φ véri�ent don
, pour une 
onstante réelle λ, les équations di�érentielles :
f ′′ = λf, φ′ = λφ,ave
 les 
onditions au bord : f(0) = f(L) = 0.Ces 
onditions ex
luent que λ soit ≥ 0 (
ar alors f serait identiquement nulle). On a don


λ = −ω2, pour une 
onstante ω réelle, d'où f(x) = Acosωx+Bsinωx, et la 
ondition (3) donne :
A = 0, BsinωL = 0. Ce
i impose que wL soit de la forme ωL = πn, pour un entier n. La fon
tion
φ est alors de la forme φ(t) = Ce−ω

2t, pour une 
onstante COn a ainsi obtenu des solutions parti
ulières de l'équation de la 
haleur pour le segment [0, L]de la forme
vn(x, t) = sin(

nπ

L
x) e

−n2π2

L2
t.En formant une série à l'aide de 
es solutions, nous allons 
onstruire une solution satisfaisant àla 
ondition initiale (4).La fon
tion h reprend les mêmes valeurs au bord du segment [0, L. Notons h̃ la fon
tion impaire

2L-périodique qui 
oïn
ide ave
 h sur [0, L]. Soit
h̃(x) =

∞∑

n=0

bnsin(
n2π

2L
x)son développement en série de Fourier.Dé�nissons formellement u par la série :

u(x, t) =

∞∑

n=0

bnsin(
n2π

2L
x) e

−n2π2

L2 t. (∗)La fon
tion h̃ est 
ontinue sur R, 2L-périodique et C1 par mor
eaux. On a don
 ∑
n |bn| <∞ etla série de Fourier de h̃ 
onverge absolument vers h en tout point.La fon
tion u dé�nie par (∗ ) est don
 
ontinue sur D et C∞ sur D.Fixons ǫ > 0 et M > ǫ. Nous avons, pour t ∈ [ǫ,M ], la majoration :

|bnsin(
n2π

2L
x)(

−n2π2

L2
)k e

−n2π2

L2 t| ≤ |bn|(
n2π2

L2
)k e

−n2π2

L2 ǫ,par le terme général d'une série 
onvergente.Sur tout 
ompa
t de D, on obtient la 
onvergen
e normale, don
 uniforme des séries dérivées.
3.6 Exer
i
esExer
i
e 3.6.1 Un 
as parti
ulier de 
onvergen
e des séries trigonométriques : méthode d'Abel



3.6. EXERCICES 71Soit (an)n∈N une suite dé
roissante de réels positifs. Soit (bn)n∈N une suite de réels telle que,pour tous k, k′ ∈ N, |∑k′

k bj| ≤M , où M est une 
onstante.a) Montrer l'inégalité :
|
n′∑

n

ajbj| ≤Man. (1)b) On suppose, de plus, que la suite (an)n∈N tend vers zéro. Montrer la 
onvergen
e de la série∑
n anbn.
) Déduire de 
e qui pré
ède le théorème suivant :Théorème : Si (an)n∈N est une suite à termes positifs dé
roissante et tendant vers zéro, lesséries ∑

n ancos(2πnt) et ∑
n ansin(2πnt) 
onvergent pour tout t 6∈ Z.Pour tout ǫ, 0 < ǫ < 1, la 
onvergen
e est uniforme sur l'intervalle [ǫ, 1 − ǫ], 0 < ǫ < 1.[[Indi
ations : Preuve de a) :

anbn + ...+ an′bn′

= an(bn) + an+1(bn+1 + bn − bn) + ...+ an′(bn′ + ...+

= bn(an − an+1) + (bn+1 + bn)(an+1 − an+2) + ...

+(bn′−1 + ...+ bn)(an′−1 − an′) + (bn′ + ...+ bn)an′ ;d'où :
|anbn + ...+ an′bn′ |

≤ |bn|(an − an+1) + ...+ |bn′−1 + ...+ bn|(an′−1 − an′)

+|bn′ + ...+ bn|an′

≤M [an − an+1 + an+1 − an+2 + ...+ an′−1 − an′ + an′ ] = Man.Preuve de b) : L'inégalité (1) montre que le 
ritère de Cau
hy est satisfait.Le théorème résulte de a), b) et des inégalités suivantes véri�ées pour n, n′ ∈ N, n′ > n.
|
n′∑

j=n

cos2πjt|, |
n′∑

j=n

sin2πjt| ≤ |
n′∑

j=n

exp2πijt| ≤ 2

|1 − exp2πit| .℄℄Remarque : sous les mêmes hypothèses sur la suite (an), on obtient la 
onvergen
e des séries∑
n≥0(−1)nancos2πnt, ∑

n≥1(−1)nansin2πnt, pour t− 1
2 6∈ Z.Exer
i
e 3.6.2 Cal
ul de séries de Fouriera) Cal
uler les 
oe�
ients de Fourier des fon
tions f , g périodiques, de période 1, dé�nies sur

[−1
2 ,

1
2 [ par :
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f(t) = 0, pour −1

2 ≤ t ≤ 0, = t2, pour 0 ≤ t < 1
2 ,

g(t) = 1 − t, pour 0 ≤ t < 1
2 et g est paire.b) En utilisant la fon
tion g, 
al
uler les sommes des séries :
∑

n≥0

1

(2n + 1)2
, puis ∑

n≥1

1

n2
et ∑

n≥1

(−1)n

n2
.
) Retrouver 
es résultats en utilisant la fon
tion f .Exer
i
e 3.6.3 Cal
ul d'une série de FourierSoit f de période 1 dé�nie sur [−1

2 ,
1
2 ] par f(t) = (1 − 2|t|)2.Cal
uler la série de Fourier de f et en déduire les valeurs des séries

∞∑

1

1

n2
,

∞∑

1

1

n4
.

Exer
i
e 3.6.4Soit T > 0. On rappelle que le développement d'une fon
tion T -périodique est de la forme∑

n∈Z

cne
2πin t

T . Soit f la fon
tion périodique de période T dé�nie sur [0, T ] par
f(t) =

{
1, pour 0 < t < T

2 ,

0, pour T
2 < t < T.a) Développer f en série de Fourier.b) En déduire la valeur de la somme de la série ∞∑

1

1

n2
.Exer
i
e 3.6.5En utilisant le développement de 1

1+t2
, montrer la relation

4

π

∞∑

0

(−1)k

(2k + 1)
=

4

π
ar
tg(1) = 1.[[Indi
ations : Partant du développement 1

1+t2
=

∑∞
0 (−1)nt2n, 0 ≤ t < 1, où la série estuniformément 
onvergente sur tout intervalle [0, x] ⊂ [0, 1[, par intégration entre 0 et x, onobtient : ar
tg(x) =

∞∑

0

(−1)n
x2n+1

2n + 1
, 0 ≤ x < 1.
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∑n

0 (−1)kx2k, φ(x) =
∑∞

0 (−1)kx2k = 1
(1+x2)

, 0 ≤ x < 1.On note que la fon
tion ar
tg x est 
ontinue sur [0, 1], que les fon
tions ar
tg x et ∑n
0 (−1)x2k+1/(2k+

1) = Φn(x) sont les primitives de φ et de φn respe
tivement sur [0, 1[, que φn est bornée sur [0, 1[indépendamment de n : |φn(x)| ≤ 2 et en�n que (φn) 
onverge vers φ uniformément sur tout
ompa
t [0, x] ⊂ [0, 1[.Ces propriétés impliquent lim
n

Φn(1) = ar
tg(1). ℄℄Exer
i
e 3.6.6 Un exemple de série de FourierSoit f dé�nie par : f(t) = exp(αei2πt), où α est réel.1) Quelle est la série de Fourier asso
iée à f ?2) Montrer la relation
∑

n≥0

|α|2n
(n!)2

=

∫ 1

2

− 1

2

e2αcos(2πt) dt.

Exer
i
e 3.6.7 Une inégalité pour f périodique de 
lasse C1 (inégalité de Wirtinger)Soit f de période 1, de 
lasse C1, telle que ∫ 1

2

− 1

2

fdt = 01) Montrer l'inégalité ∫ 1

2

− 1

2

|f ′(t)|2dt ≥ 4π2

∫ 1

2

− 1

2

|f(t)|2dt. (1)2) Cher
her les fon
tions f pour lesquelles il y a égalité dans (1) et montrer que la 
onstante 4π2ne peut pas être améliorée.3) Généraliser l'inégalité pré
édente aux fon
tions périodiques de période a et de 
lasse C1.Exer
i
e 3.6.8 Cal
ul de ∫ ∞

0
(
sint

t
)2 dta) Soit δ ∈]0, 1

2 [. Soit f la fon
tion de période 1, dé�nie sur [−1
2 ,

1
2 ] par

f(t) =

{
1, pour |t| ≤ δ,
0, pour δ < |t| ≤ 1

2 .Cal
uler les 
oe�
ients de Fourier de f .b) Par l'égalité de Parseval, 
al
uler la somme :
∞∑

1

sin2(2πnδ)

n2δ
.



74 CHAPITRE 3. SÉRIES DE FOURIER[[Résultat : π2(1 − 2δ).℄℄
) En déduire la valeur de l'intégrale :
∫ ∞

0
(
sint

t
)2 dt.Exer
i
e 3.6.9 Exemple de série de FourierSoit δ un réel, 0 ≤ δ < 1

2 .Soit φ la fon
tion périodique, de période 1, dé�nie par
φ(x) =

{
1, pour |x| < δ,
1−2|x|
1−2δ , pour δ ≤ |x| ≤ 1

2 .a) Cal
uler les 
oe�
ients de Fourier (sous forme réelle) de la fon
tion φ.b) Montrer la 
onvergen
e de la série de Fourier de φ vers φ en tout point. (On donnera unénon
é pré
is du théorème employé.)
) Exprimer en fon
tion de δ la somme des séries
∞∑

n=1

(cos(2πnδ) − (−1)n)

n2
,

∞∑

n=1

cos(2πnδ)

n2
.d) Donner une expression simple de la somme de la série

∞∑

n=0

1

(2n + 1)4
.[[Indi
ations :

a0 = δ +
1

2
, an =

2

1 − 2δ

1

π2n2
[cos2πnδ − (−1)n].Par l'égalité de Parseval, on obtient

(δ +
1

2
)2 +

1

2

4

(1 − 2δ)2

∞∑

n=1

1

π4

[cos2πnδ − (−1)n]2

n4
=

1

3
+

4

3
δ,d'où ∞∑

n=1

1

n4
[cos2πnδ) − (−1)n]2 =

π4

2
(1 − 2δ)2

1

12
(1 + 4δ − 12δ2).En faisant tendre δ vers 0, on obtient :

∞∑

0

1

(2k + 1)4
=
π4

96
.℄℄



3.6. EXERCICES 75Exer
i
e 3.6.10Démontrer (
f. 
ours) la proposition suivante :Proposition : Si f est une fon
tion monotone par mor
eaux, il existe une 
onstante C telle que
|cn(f)| < C

|n| ,∀n 6= 0.[[(Rappel) Deuxième formule de la moyenne : étant données deux fon
tion f et g à valeurs réelles,
f monotone sur [a, b] et g intégrable sur [a, b], il existe c ∈ [a, b] tel que

∫ b

a
f(t)g(t) dt = f(a)

∫ c

a
g(t) dt+ f(b)

∫ b

c
g(t) dt.Appli
ation : Soit f 
roissante sur [a, b]. On a, pour tout entier n ≥ 1, et pour un c ∈ [a, b] :

∫ b

a
f(t) cos2πnt dt = f(a)

∫ c

a
cos2πnt dt + f(b)

∫ b

c
cos2πnt dt;d'où

|
∫ b

a
f(t) cos2πnt dt| ≤ |f(a)| + |f(b)|

πn
,et de même pour ∫ b

a
f(t) sin2πnt dt, n 6= 0.Exer
i
e 3.6.11Montrer que, si f est de 
lasse Cp, on a : ∑+∞

n=−∞ |np−1cn(f)| <∞.Exer
i
e 3.6.12 Coe�
ients de Fourier d'une fon
tion höldérienne1) Montrer que les 
oe�
ients de Fourier d'une fon
tion f 1-périodique peuvent être expriméssous la forme :
cn(f) =

∫ 1

0

1

|n|

|n|−1∑

k=0

f(
s

|n| +
k

|n|) e
−2πi sgn(n) s ds, n 6= 0.2) On rappelle qu'une fon
tion est (globalement) höldérienne d'ordre α ∈]0, 1] (on dit aussilips
hitzienne si α = 1), s'il existe une 
onstante C telle que |f(t) − f(s)| ≤ C|t− s|α,∀t, s ∈ R.Montrer que les 
oe�
ients de Fourier d'une fon
tion f höldérienne véri�ant la 
onditionpré
édente satisfont à l'inégalité :

|cn(f)| ≤ C

|n|α , n 6= 0



76 CHAPITRE 3. SÉRIES DE FOURIERExer
i
e 3.6.13Soit α un réel tel que 0 < α ≤ 1. On rappelle qu'une fon
tion f sur R est (lo
alement) höldérienned'ordre α en un point t, s'il existe δ(t) > 0 et une 
onstante �nie C(t) telle que
|f(t+ h) − f(t)| ≤ C(t)|h|α, ∀h ∈ [t− δ(t), t + δ(t)]. (1)a) On note f la fon
tion périodique, de période 1 et paire, dé�nie sur [0, 1

2 [ par : f(t) =
√
t.En mettant les 
oe�
ients de Fourier de f sous la forme n−3/2In, où In est une intégraledépendant de n, montrer une majoration des 
oe�
ients de Fourier de f de la forme

|an(f)| ≤ C
1

n3/2
, n ≥ 1,où C est une 
onstante.b) Etudier la 
onvergen
e vers f de la série de Fourier de f .
) La fon
tion f est-elle (lo
alement) höldérienne en tout point t ∈ R ?Quelle est la (meilleure) valeur de l'ordre α suivant le point t ?d) On 
onsidère la fon
tion g dérivée de f (dé�nie pour t 6∈ Z).Etudier le 
omportement de la série de Fourier de g.Exer
i
e 3.6.14 Une preuve du lemme de Riemann-Lebesguea) Soit (en) un système orthonormée dans un espa
e préhilbertien V. Montrer que pour toutve
teur f dans V, on a limn〈f, en〉 = 0.b) En parti
ulier, montrer que si f ∈ L2(T), lim|n|→∞〈f, en〉 = 0, où i
i en est en(t) = exp(2πint),

n ∈ Z.
) En déduire le lemme de Riemann-Lebesgue :
lim

|n|→∞

∫ 1

0
f(t) e2πint dt = 0,∀f ∈ L1(T).

Exer
i
e 3.6.15 Phénomène de Gibbs, 
al
ul de ∫ ∞
0

sinu
u du(La non-uniformité de la 
onvergen
e de la suite des sommes partielles pour une fon
tiondis
ontinue se traduit �quantitativement� par le phénomène de Gibbs.)On note f la fon
tion 1-périodique dé�nie sur [−1

2 ,
1
2 ] par

f(t) =

{
1, pour 0 ≤ t < 1

2 ,
−1, pour − 1

2 ≤ t < 0.



3.6. EXERCICES 77La notation ∫ ∞
0

sinu
u du désigne la limite lim

T→∞

∫ T

0

sinu

u
du (attention, la limite existe, mais

u→ sinu
u n'est pas intégrable).1 a) En utilisant la relation sin4π(n + 1)t− sin4πnt = 2sin2πt cos2π(2n + 1)t, ou par un 
al
uldire
t, établir la relation

2

n−1∑

k=0

cos2π(2k + 1)t =
sin4πnt

sin2πt
, 2t 6∈ Z.b) Cal
uler la série de Fourier de f sous forme 
omplexe et sous forme réelle.
) Montrer la relation

∞∑

n=0

1

(2n + 1)2
=
π2

8
.2) On note Sn(t) la somme partielle d'ordre 2n− 1 de la série de Fourier de f .Cal
uler limn Sn(t), pour tout point t ∈ R.3) a) Montrer que Sn(t) peut s'exprimer sous la forme :

Sn(t) = 4

∫ t

0

sin4πns

sin2πs
ds.b) En déduire la valeur de

lim
T→∞

∫ T

0

sinu

u
du.[[Considérer, pour une valeur �xée de t, 0 < t < 1

2 , la fon
tion φt 1-périodique dé�nie sur [−1
2 ,

1
2 ]par

φt(s) = 1[0,t](s)(
1

2πs
− 1

sin2πs
),et montrer que ses 
oe�
ients de Fourier tendent vers 0. En déduire :

Sn(t) =
2

π

∫ t

0

sin4πns

s
ds− 4

∫ t

0
φt(s) sin4πns ds

=
2

π

∫ 4πnt

0

sins

s
ds+ ǫn → 2

π

∫ ∞

0

sinu

u
du.Comme Sn(t) → 1, pour t ∈]0, 1

2 [, on en déduit : ∫ ∞
0

sinu
u du = π

2 .℄℄
) Montrer que, pour λ > 0 �xé, on a
lim
n
Sn(

λ

n
) =

2

π

∫ 4πλ

0

sinu

u
du.[[Indi
ations :

Sn(
t

n
) =

2

π

∫ 4πt

0

sins

s
ds+

∫ t
n

0
φ t

n
(s) sin4πns ds,et φ t

n
est bornée.



78 CHAPITRE 3. SÉRIES DE FOURIERL'ensemble des graphes des sommes partielles de la série de Fourier possède don
 dans sonadhéren
e l'intervalle : { 2

π

∫ 4πλ

0

sinu

u
du, λ ∈ R}.℄℄d) En prenant λ = 1

4 , montrer qu'il existe α > 0 tel que
sup

t∈[− 1

2
, 1
2
]

|Sn(t) − f(t)| ≥ α, pour tout n.[[On trouve numériquement : 2

π

∫ π

0

sinu

u
du− 1 > 0.178....]].



Chapitre 4Transformation de FourierL'analyse de Fourier permet de représenter 
ertaines fon
tions d'une variable réelle 
omme�superposition d'harmoniques�, 
'est-à-dire de fon
tions eu de la forme eu : t → e2πiut, u ∈ R,
ette représentation étant obtenue sous la forme d'une intégrale ou, dans le 
as des fon
tionspériodiques, d'une série, la série de Fourier de la fon
tion.L'analyse de Fourier est à la fois un moyen d'analyser les grandeurs physiques variant dans letemps, telles que des signaux a
oustiques, et un moyen de synthétiser 
es grandeurs. Les signauxapparaissent ainsi sous deux formes de représentation suivant qu'on les 
onsidère dans l'espa
etemporel ou dans l'espa
e fréquentiel, la transformation de Fourier permettant de passer de l'uneà l'autre de 
es représentations.4.1 Propriétés de la transformation de FourierNotations : Rappelons que, pour p ∈ [1,∞[, l'espa
e Lp(R) est formé des fon
tions mesurablestelles que |f |p soit intégrable. On le munit de la semi-norme ‖ ‖p dé�nie par ‖f‖p = (
∫ 1
0 |f |pdt)1/p.L'espa
e normé Lp(R) est l'espa
e des 
lasses d'équivalen
e de fon
tions dans Lp(R), pour larelation d'équivalen
e dé�nie par l'égalité presque partout. Dans la suite, nous travaillerons ave
les fon
tions plut�t qu'ave
 leurs 
lasses d'équivalen
e, mais on é
rira �f ∈ Lp(R)�.Dé�nition 4.1.1 Soit f ∈ L1(R). On appelle transformée de Fourier de f la fon
tion notée

f̂ ou en
ore F(f) dé�nie par
u→ f̂(u) =

∫

R

f(t) e−2πiut dt. (4.1)L'appli
ation f → Ff est appelée transformation de Fourier.Il est 
lair que 
ette transformation est linéaire et qu'on a : f̂(0) =
∫

R
f(t) dt.On notera le 
hoix de la 
onstante `−2π' intervenant dans la dé�nition de la transformée deFourier, bien approprié au traitement du signal et évitant la présen
e d'un fa
teur dans laformule d'inversion. Un autre 
hoix de la 
onstante dans la dé�nition de f̂ est la valeur 1.C'est en parti
ulier le 
as dans le 
al
ul des fon
tions 
ara
téristiques utilisées en Cal
ul desProbabilités. La passage d'une 
onstante C1 à une 
onstante C2 revient à 
hanger la variable uen C1

C2
u dans l'expression de la transformée de Fourier f̂ .79



80 CHAPITRE 4. TRANSFORMATION DE FOURIERThéorème 4.1.2 La transformée f̂(u) est bien dé�nie pour toute valeur de u. La fon
tion f̂ estune fon
tion 
ontinue et tendant vers 0 à l'in�ni (f̂ ∈ C0(R)), véri�ant :
‖f̂‖∞ ≤ ‖f‖1.Preuve : La fon
tion t→ e−2πituf(t) est mesurable (elle est le produit d'une fon
tion 
ontinue etd'une fon
tion mesurable). Son module est égal à |f(t)| qui est intégrable. Elle est don
 intégrableet on a la majoration :

‖f̂‖∞ ≤
∫

R

|e2πituf(t)| dt =

∫

R

|f(t)| dt = ‖f‖1.Montrons que f̂ est 
ontinue. On a :
|f̂(u+ h) − f̂(u)| ≤

∫

R

|e−2πiht − 1||f(t)| dt.La fon
tion dans l'intégrale, à droite, est majorée par la fon
tion intégrable 2|f(t)| et tend vers0, pour t �xé, quand h tend vers 0. Le théorème de 
onvergen
e dominée de Lebesgue impliqueque l'intégrale tend vers 0, quand h tend vers 0.La 
onvergen
e lim
|u|→∞

f̂(u) = 0 est montrée dans le lemme 
i-dessous.Lemme 4.1.3 (Riemann-Lebesgue) Pour toute fon
tion f intégrable, on a
lim

|u|→∞
f̂(u) = 0.Preuve : Pour f = 1[a,b], nous avons :

1̂[a,b](u) =

∫ b

a
e−2πitu dt =

e−2πiub − e−2πiua

−2πiu
;d'où :

|1̂[a,b](u)| ≤
1

π|u| → 0, quand |u| tend vers l'in�ni.Cette propriété s'étend par linéarité aux fon
tions en es
alier, i.e. aux 
ombinaisons linéaires defon
tions indi
atri
es d'intervalles. Montrons qu'elle s'étend, par densité à L1(R). Soit f ∈ L1(R).Pour tout ǫ > 0, il existe g en es
alier tel que ‖f − g‖1 < ǫ. Soit A tel que |u| > A implique
|ĝ(u)| < ǫ. Nous avons, pour |u| > A, la majoration :

|f̂(u)| ≤ ‖f̂ − ĝ‖∞ + |ĝ(u)| ≤ ‖f − g‖1 + |ĝ(u)| ≤ ǫ+ |ĝ(u)| ≤ 2ǫ.



4.1. PROPRIÉTÉS DE LA TRANSFORMATION DE FOURIER 81Exemples 4.1.4 (
al
ul de transformées de Fourier)1) Fon
tion 
ara
téristique d'intervalle :
F(1[a,b])(u) =

{
e−2πiu b+a

2
sinπu(b−a)

πu , si u 6= 0,
b− a, si u = 0.En parti
ulier, si l'intervalle est symétrique, on a :

F(1[−a,a])(u) =

{
sin2πau
πu , si u 6= 0,

2a, si u = 0.On note que 1̂[a,a] 6∈ L1(R), 
e qui montre que la transformée de Fourier d'une fon
tion intégrablepeut ne pas être intégrable.2) Fon
tion ψ : t→ e−|t| :Pour λ ∈ C, la fon
tion t→ eλt est intégrable sur [0,+∞[ si ℜe λ < 0. En e�et, on a
|eλt| = |eℜe λ·t · eiℑmλ·t| = eℜe λ·t,d'où ∫ ∞

0
eλt dt = lim

A→∞
[
1

λ
eλt]A0 =

−1

λ
,
ar lim

A
eλA = 0 si, et seulement si, ℜe λ < 0.La fon
tion ψ est don
 intégrable. Sa transformée de Fourier s'é
rit

∫

R

e−|t| e−2πiut dt =

∫ +∞

0
e−(1+2πiu)t dt+

∫ 0

−∞
e(1−2πiu)t dt

=
1

1 + 2πiu
+

1

1 − 2πiu
=

2

1 + 4π2u2
.On a don
 F(ψ)(u) =

2

1 + 4π2u2
.On peut inversement partir de la fon
tion u→ 2

1+4π2u2 et 
al
uler sa transformée de Fourier parune méthode de résidus. On retrouve la fon
tion ψ.
• Cal
ul par la méthode des résidusExemple : f(t) = 1

1+t2
.En intégrant sur un demi-
er
le γ 
entré à l'origine, de rayon R, dans le demi-plan positif, onobtient, pour u > 0,

∫

γ

eiuz

1 + z2
dz =

∫ R

−R

eiut

1 + t2
dt + i

∫ π

0

eiuR(cosθ+isinθ)

1 +R2e2iθ
Reiθ dθ = (1) + (2).Par la formule des résidus, on a, pour R > 1,

∫

γ

eiuz

1 + z2
dz = πe−u.



82 CHAPITRE 4. TRANSFORMATION DE FOURIERQuand R tend vers +∞, la quantité (1) 
onverge, vers l'intégrale 
her
hée et la quantité (2), quiest majorée par ∫ π

0

e−uRsinθ

|1 +R2e2iθ|R dθ, tend vers 0.Pour u < 0, on utilise un demi-
er
le γ 
entré à l'origine, de rayon R, dans le demi-plan négatif.On a ainsi :
∫

R

e−iut

1 + t2
dt = πe−|u|,soit : ∫

R

e−2πiut

1 + t2
dt = πe−2π|u|.

• Transformée de Fourier et paritéSoit f une fon
tion intégrable. Nous avons :
f̂(u) =

∫

R

f(t)e2πiut dt = f̂(−u),

f̂(−u) =

∫

R

f(t)e2πiut dt =

∫

R

f(−t)e−2πiut dt

f̂(u) =

∫

R

f(t)cos(2πut) dt− i

∫

R

f(t)sin(2πut) dt.En parti
ulier pour f à valeurs réelles, nous avons : f̂(−u) = f̂(u).En utilisant l'inje
tivité de F (
f. théorème d'inversion) qui permet de montrer que les 
onditionssont né
essaires, on obtient :- la fon
tion f est paire si, et seulement si, f̂ est paire et on peut alors é
rire :
f̂(u) = 2

∫ ∞

0
f(t)cos(2πut) dt;- la fon
tion f est impaire si, et seulement si, f̂ est impaire et on peut é
rire :

f̂(u) = −2i

∫ ∞

0
f(t)sin(2πut) dt;- la fon
tion f est paire et à valeurs réelles si, et seulement si, f̂ est paire et à valeurs réelles ;- si la fon
tion f est réelle, f̂ est réelle si, et seulement si, f est paire ;- si la fon
tion f est réelle, f̂ est imaginaire pure si, et seulement si, f est impaire.

• Régularité et transformée de FourierMontrons maintenant que la régularité de f̂ est liée à la grandeur à l'in�ni de la fon
tion f .Proposition 4.1.5 Si f est intégrable et si ∫
R
|t||f(t)| dt <∞, alors f̂ ∈ C1 et

d

du
f̂(u) = −2πi

∫

R

te−2πituf(t) dt.



4.1. PROPRIÉTÉS DE LA TRANSFORMATION DE FOURIER 83Preuve : Nous avons, pour h 6= 0,
1

h
[f̂(u+ h) − f̂(u)] =

∫

R

e−2πitu · (e
−2πiht − 1

h
) f(t) dt.L'inégalité |eia−1

a | ≤ 1, véri�ée pour tout a ∈ R, et l'hypothèse d'intégrabilité de t → tf(t)permettent de passer à la limite quand h tend vers 0 dans la relation pré
édente, en appliquantle théorème de Lebesgue.Ainsi d
du f̂ existe et est, au 
oe�
ient −2πi près, la transformée de Fourier de la fon
tion t→ tf(t)qui est intégrable par hypothèse. De plus elle est dans C0(R), puisque transformée de Fourierd'une fon
tion intégrable.Plus généralement, par ré
urren
e, on a, pour p entier ≥ 1 :Proposition 4.1.6 Si f est une fon
tion intégrable et si ∫

R
|tp||f(t)| dt <∞, f̂ est de 
lasse Cpet

dp

dup
f̂(u) = (−2πi)p

∫

R

tpe−2πituf(t) dt,∀u ∈ R.Preuve : Notons que la fon
tion gr dé�nie par gr(t) = trf(t) est intégrable, pour r = 1, 2, ..., p,
ar l'inégalité |t|r ≤ 1 + |t|p, permet de la majorer :
|gr(t)| ≤ |f(t)| + |tpf(t)|,∀t ∈ R.On raisonne alors par ré
urren
e sur r = 1, 2, ..., p, en appliquant le résultat de la propositionpré
édente.Sous les 
onditions de la proposition, on a don
 montré qu'on obtient les dérivées su
essivesde f̂ en �dérivant sous le signe somme�. Permutant maintenant le r�le de la dérivation et de lamultipli
ation par t, nous avons le résultat suivant :Proposition 4.1.7 Si f est une fon
tion intégrable et de 
lasse C1 telle que f ′ soit intégrable,la transformée de Fourier de sa dérivée est donnée par :

f̂ ′(u) = 2πiuf̂(u),∀u ∈ R.Preuve : Par intégration par partie, nous obtenons :
∫

R

f ′(t)e−2πiut dt = lim
A→∞

∫ A

−A
f ′(t)e−2πiut dt

= lim
A→∞

(
[f(t)e−2πiut]A−A + 2πiu

∫ A

−A
f(t)e−2πiut dt

)
.Montrons que lim

A→±∞
f(A) = 0, 
e qui entraînera, en passant à la limite, le résultat. On peuté
rire :

f(A) = f(0) +

∫ A

0
f ′(y) dy;



84 CHAPITRE 4. TRANSFORMATION DE FOURIERd'où :
lim

A→+∞
f(A) = f(0) +

∫ ∞

0
f ′(y) dy.Don
 la limite de f(A), pour A tendant vers +∞, existe. Cette limite est né
essairementnulle : dans le 
as 
ontraire, en la supposant par exemple > 0, on aurait f(t) ≥ ǫ > 0, pour

t ≥ L, pour un L 
onvenable ; 
e qui impliquerait ∫ ∞
L f(t) dt = +∞. On montre de même que

lim
A→+∞

f(−A) = 0.En raisonnant par ré
urren
e sur l'ordre de la dérivation, on obtient la proposition suivante :Proposition 4.1.8 Si f est de 
lasse Cp et si les fon
tions f, f ′, . . . , f (p) sont intégrables, nousavons :
f̂ (p)(u) = (2πiu)pf̂(u),∀u ∈ R.Sous les hypothèses de la proposition (4.1.8), nous avons don
 la majoration :
|f̂(u)| ≤ ‖f (p)‖1|2πu|−p, ∀u 6= 0,et nous pouvons é
rire, puisque lim|u|→+∞ |f̂ (p)(u)| = 0, |f̂(u)| = o(|u|−p), pour |u| tendant vers

+∞.Notations 4.1.9 Pour toute fon
tion f dé�nie sur R, notons Mf la fon
tion t → (Mf)(t) =
tf(t). Si f est dérivable, notons Df sa dérivée. [D est don
 l'opérateur de dérivation, Ml'opérateur de multipli
ation par t et F l'opérateur f → F(f) = f̂ , qui à f fait 
orrespondre satransformée de Fourier.℄Les résultats pré
édents montrent que la transformation de Fourier é
hange la dérivation et lamultipli
ation par t et 
onduisent ainsi aux relations formelles entre les opérateurs F , D et M(
f. exer
i
es) :

DF = −2πiFM,

FD = 2πiMF .Plus généralement, on a formellement :
DkF = (−2πi)kFMk,

FDk = (2πi)kMkF .Pour tout polyn�me Q en une variable, Q(t) =
∑ℓ

k=0 akt
k, notons Q̃ le polyn�me Q̃(t) =∑ℓ

k=0(2πi)
kak t

k.Dé�nissons l'opérateur di�érentiel Q(D) =
∑ℓ

0 akD
k, i.e. pour une fon
tion f de 
lasse Cℓ,

Q(D)f(t) =
l∑

0

ak
dk

dtk
f(t).Nous avons alors, tout au moins formellement, la relation

FQ(D) = Q̃(M)F . (4.2)Pour pouvoir appliquer 
es formules à une fon
tion f , nous devons bien sûr véri�er que leshypothèses des propositions pré
édentes sont satisfaites.
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• E�et de la transformée de Fourier sur la translationNotons Tτ la translation par τ : (Tτf)(t) = f(t+ τ). Nous avons :

(F ◦ Tτ )(f)(u) =

∫

R

f(t+ τ)e−2πitu dt = e2πiuτ
∫

R

f(t) e−2πitu dt. (4.3)La transformation de Fourier é
hange la translation par τ et la multipli
ation par la fon
tion
u→ e2πiuτ .
• E�et sur la 
onvolutionMontrons que la transformée de Fourier é
hange la 
onvolution et la multipli
ation au sensordinaire.Proposition 4.1.10 Si f et g sont intégrables, on a :

F(f ∗ g) = Ff.Fg.Preuve : La fon
tion (t, s) → f(t − s)g(s)e2πiut étant intégrable sur R2, on peut appliquer lethéorème de Fubini. On obtient :
F(f ∗ g)(u) =

∫

R

(

∫

R

f(t− s)g(s) ds) e−2πiut dt

=

∫

R

(

∫

R

f(t− s) e−2πiut dt) g(s) ds

=

∫

R

(

∫

R

f(t− s)e−2πiu(t−s) dt) e−2πiusg(s) ds

= (

∫

R

f(t) e−2πiut dt)(

∫

R

e−2πiusg(s) ds).

• Transformée de Lapla
eDé�nition 4.1.11 Soit f une fon
tion mesurable. On dé�nit formellement sa transformée deLapla
e Lf par
Lf(z) =

∫ ∞

−∞
f(t)e−zt dt.De façon pré
ise, le domaine de dé�nition Df de la transformée de Lapla
e est le sous-ensembledu plan 
omplexe :

Df = {z ∈ C :

∫ ∞

−∞
|f(t)e−zt| dt <∞}.D'après la relation sur les modules : |f(t)e−zt| = |f(t)|e−ℜe(z)t, le domaineDf est formé de droitesverti
ales dans le plan 
omplexe. On montre (
f. exer
i
e) que Df est de la forme Df = I×R, où

I est un intervalle (au sens large) de R. Le domaine de dé�nition est don
 une bande verti
ale,qui peut être un demi-plan ou le plan tout entier. Tous les 
as de �gure se présentent pourle domaine de dé�nition de la transformée de Lapla
e : 
e domaine peut être vide (prendre
f(t) = et

2), 
o�'�n
ider ave
 un demi-plan de la forme ℜe z > a (prendre f(t) = eat1[0,∞[(t)), et
...



86 CHAPITRE 4. TRANSFORMATION DE FOURIERSi le domaine de dé�nition de Lf 
ontient l'axe imaginaire, 
e qui est le 
as si f est intégrable,la restri
tion à l'axe imaginaire de la transformée de Lapla
e 
o�'�n
ide ave
 la transformée deFourier (au 
oe�
ient 2π près).Dans le 
as de fon
tions à support dans la demi-droite R+, la transformée de Lapla
e prend laforme :
Lf(z) =

∫ ∞

0
f(t)e−zt dt.Dans le 
as où f est une fon
tion intégrable à support 
ompa
t, alors sa transformée de Lapla
eest dé�nie dans tout le plan 
omplexe et est analytique (et sa transformée de Fourier estdéveloppable en série entière) (
f. exer
i
e).

• Transformée de Lapla
e de la fon
tion de Lapla
e-GaussCal
ulons la transformée de Lapla
e de
ϕ(t) =

1√
2π
e−t

2/2.La méthode est basée sur les propriétés des fon
tions analytiques. Commençons par 
al
uler,pour α ∈ R, l'intégrale
Iα =

∫

R

e−t
2/2eαt dt.On a :

Iα = eα
2/2

∫

R

e−(t−α)2/2 dt = eα
2/2

∫

R

e−t
2/2 dt =

√
2πeα

2/2,d'après le 
al
ul 
lassique (
f. exer
i
e) de ∫
R
e−t

2/2 dt.D'après la relation |e−t2/2 e−zt| = e−t
2/2 e−ℜe(z)·t, l'intégrale ∫

R
e−t

2/2e−zt dt existe, pour tout
z ∈ C. Avant de 
al
uler sa valeur, montrons qu'elle dé�nit une fon
tion analytique de z.Lemme 4.1.12 La fon
tion z →

∫

R

e−t
2/2 e−zt dt est analytique dans le plan 
omplexe.Preuve : Soit R un réel arbitraire. On a, pour |z| ≤ R, la majoration :

|
N∑

n=0

(−1)nzn
1

n!
e−t

2/2tn| ≤
∞∑

n=0

|z|n 1

n!
e−t

2/2|t|n = e−t
2/2 e|z||t| ≤ e−t

2/2eR|t|.On peut don
 appliquer le théorème de 
onvergen
e dominée de Lebesgue :
lim
N

(

∫

R

N∑

n=0

zn
1

n!
e−t

2/2tn dt) =

∫

R

lim
N

N∑

n=0

zn
1

n!
e−t

2/2tn dt,d'où :
∞∑

n=0

zn
1

n!

∫

R

e−t
2/2 tn dt = lim

N

N∑

n=0

zn
1

n!

∫

R

e−t
2/2 tn dt =

∫

R

e−t
2/2 e−zt dt.
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1√
2π

∫

R

e−t
2/2 e−zt dt = ez

2/2,∀z ∈ C. (4.4)Preuve : Les fon
tions z → ez
2/2 et z → ∫

1√
2π
e−t

2/2e−zt dt sont toutes les deux analytiques sur
C. D'après le 
al
ul pour z réel, elles 
o�'�n
ident sur l'axe réel. Don
 elles sont égales partout.De plus, nous avons le développement :

ez
2/2 =

∞∑

n=0

1√
2π

(

∫

R

e−t
2/2 tn dt)

zn

n!
. (4.5)

On obtient la transformée de Fourier de ϕ à partir de l'expression de sa transformée deLapla
e en faisant z = 2πiu :
φ̂(u) = e−2π2u2

. (4.6)Notons aussi les relations suivantes déduites de (tfou1.15.2) :
1√
2π

∫

R

e−t
2/2 t2n dt =

(2n)!

2nn!
, ∀n ≥ 0.Remarque 4.1.14 Posons, pour σ > 0,

ϕσ(t) =
1

σ
√

2π
e−

t2

2σ2 .De la formule (4.6) on déduit, par 
hangement de variable :
F(ϕσ)(u) = e−2π2σ2u2

,∀u ∈ R,soit
F(ϕσ) =

1

σ
√

2π
ϕ 1

2πσ
.On a don
 F(F(ϕσ)) = ϕσ ; d'où la relation :

ϕσ(t) =

∫

R

F(ϕσ)(u)e
2πiut du. (4.7)Nous allons montrer que 
ette relation est générale (formule d'inversion de la transformée deFourier), en utilisant 
e 
as parti
ulier.



88 CHAPITRE 4. TRANSFORMATION DE FOURIER4.2 Formule d'inversion4.2.1 Soit f une fon
tion intégrable. Nous avons vu que sa transformée de Fourier f̂ est biendé�nie, 
ontinue, bornée et véri�e : ‖f̂‖∞ ≤ ‖f‖1. En général, f̂ n'est pas à son tour intégrable.Par exemple, si l'on prend f = 1[−A,A], on obtient f̂(u) = sin(2πuA)
πu , fon
tion qui n'est pasintégrable sur R.[Noter que l'intégrale généralisée lim

L→∞

∫ L

−L

sin(2πuA)

πu
du existe mais que

lim
L→∞

∫ L

−L
|sin(2πuA)

πu
| du = +∞.La non-intégrabilité de f̂ dans 
et exemple est liée au fait que f n'est pas su�samment régulière(dis
ontinuité en ±A).℄Si l'on fait l'hypothèse additionnelle que f̂ est à son tour intégrable, alors l'intégrale ∫

R

f̂(u)e2πiut duest bien dé�nie pour tout t réel.Théorème 4.2.2 Théorème d'inversion : Si f est intégrable et si sa transformée de Fourier
f̂ est intégrable, on a, pour presque tout réel t (pour tout t, si f est 
ontinue) :

f(t) =

∫

R

f̂(u) e2πitu du. (4.8)Avant de démontrer 
e résultat, faisons quelques remarques.Remarques 4.2.3a) Si l'on dé�nit J par φ ∈ L1(R) → J φ ave

J φ(t) =

∫

R

φ(u) e2πitu du,on obtient une transformation �inverse� de la transformation de Fourier �dire
te�. Nous l'appel-lerons transformée de Fourier inverse. Les transformations F et J sont e�e
tivement inversesl'une de l'autre d'après (4.8), à 
ondition de restreindre leur domaine de dé�nition au sous-espa
eformé des fon
tions f intégrables telles que f̂ soit intégrable.b) Pour un u 6= 0 �xé, la fon
tion eu : t → e2πitu est un signal à valeurs 
omplexe de fréquen
e
|u|, de période T = |u|−1.La fréquen
e est le nombre de répétitions du signal périodique par unité de temps. Cette grandeurphysique est homogène à l'inverse d'un temps. Si le temps est mesuré en se
ondes, la fréquen
eest mesurée en Herz (notation Hz).La formule (4.8) permet d'exprimer, sous les 
onditions de validité du théorème, un signal 
ommeune superposition des signaux élementaires eu (les signaux de fréquen
e �pure� indé
omposables).Nous donnerons dans la suite une extension de 
ette représentation en remplaçant la �densitéspe
trale� f̂(u) par une �mesure spe
trale�.
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) Si f est une fon
tion intégrable dont la transformée de Fourier f̂ est intégrable, elle est égalepour presque tout t à la fon
tion 
ontinue dé�nie par l'intégrale dans (4.8), 
'est-à-dire à latransformée de Fourier inverse de f̂ . On obtient ainsi une version 
ontinue de f .d) La situation 
onsidérée dans le théorème d'inversion est analogue au 
as où, dans les séries deFourier, on suppose que ∑
n |cn(f)| < +∞.On pourrait également 
her
her, par analogie ave
 les séries de Fourier, à re
onstruire f , sousdes hypothèses plus faibles, 
omme une limite de la forme

lim
T→+∞

∫ T

−T
f̂(u) e2πitu du.Lemme 4.2.4 Soit ϕσ(t) = 1

σ
√

2π
e−

t2

2σ2 . Si f est intégrable, on a
(f ∗ ϕσ)(t) =

∫

R

f̂(u) ϕ̂σ(u) e
2πiut du.Preuve : La formule établie dans le lemme est la formule d'inversion pour la fon
tion f ∗ ϕσ .Montrons 
ette formule pour ϕ = ϕ1, les 
al
uls étant analogues pour ϕσ. Partons du fait quel'on peut é
rire

ϕ(t) =

∫

R

ϕ̂(u)e2πiut du,d'après (4.7). On en déduit, en remplaçant ϕ par 
ette expression dans le 
al
ul de f ∗ ϕ :
(f ∗ ϕ)(t) =

∫

R

f(t− s)(

∫

R

ϕ̂(u)e2πius du) ds.Les fon
tions f et ϕ̂ étant intégrables, on peut appliquer le théorème de Fubini et mettre, ene�e
tuant un 
hangement de variable, l'expression de droite su

essivement sous la forme :
∫

R

∫

R

f(t− s) ϕ̂(u)e2πius duds =

∫

R

ϕ̂(u)(

∫

R

f(t− s)e2πius ds)du

=

∫

R

ϕ̂(u)(

∫

R

f(t− s)e−2πiu(t−s) ds) e2πiut du

=

∫

R

ϕ̂(u)f̂(u)e2πiut du.

4.2.5 Preuve du théorème d'inversionEn appliquant le lemme pré
édent ave
 σ = 1
n , on obtient :

(f ∗ ϕ1/n)(x) =

∫

R

f̂(u) e−2π2u2/n2

e2πiut du. (4.9)Remarquons que :
0 ≤ e−2π2u2/n2 ≤ 1 et lim

n
e−2π2u2/n2

= 1.



90 CHAPITRE 4. TRANSFORMATION DE FOURIERA droite, dans (4.9), on a la majoration
|f̂(u)e−2π2u2/n2

e2πiut| ≤ |f̂(u)|,ave
 f̂ intégrable, et
lim
n

(f̂(u)e−2π2u2/n2

e2πiut) = f̂(u)e2πiut.Par le théorème de 
onvergen
e dominée de Lebesgue, on en déduit que la limite est égale à∫
R
f̂(u) e2πiut du.A gau
he, on observe que la suite (ϕ1/n)n∈N forme une identité appro
hée. Si f est 
ontinue,on a don


lim
n

(f ∗ ϕ1/n)(t) = f(t),∀t ∈ R,
e qui implique l'égalité (4.8), pour tout t.Dans le 
as général, on sait qu'il y a 
onvergen
e en norme L1. D'après un théorème d'intégration,il existe une sous-suite pour laquelle la 
onvergen
e a lieu pour presque tout t. En passant à lalimite le long de 
ette sous-suite dans (4.9), on prouve que l'égalité (4.8) est bien réalisée, pourpresque tout t.Corollaire 4.2.6 (Inje
tivité de la transformation de Fourier) Si deux fon
tions intégrables fet g ont la même transformée de Fourier, elles sont égales presque partout.Preuve : Si f et g ont la même transformée de Fourier, on a f̂ − g = 0. La fon
tion f − g véri�eles hypothèses de la formule d'inversion. Il en résulte :
(f − g)(t) =

∫

R

(f̂ − g)(u) e2πitu du = 0

Corollaire 4.2.7 Si f est de 
lasse C2 bornée et intégrable, ave
 f ′ et f ′′ intégrables, on a
f(t) =

∫

R

f̂(u)e2πiut du.Preuve : Véri�ons que f̂ est intégrable. Nous avons (
f. proposition (4.1.8)), pour une 
onstante
K,

|f̂(u)| ≤ K

u2
,∀u 6= 0.La fon
tion f̂ est 
ontinue, don
 intégrable sur tout 
ompa
t. Elle est intégrable à l'in�ni d'aprèsla majoration pré
édente. Elle est don
 intégrable.



4.3. TRANSFORMÉE DE FOURIER ET ESPACE S 914.3 Transformée de Fourier et espa
e SNous re
her
hons un espa
e 
onvenable de fon
tions intégrables sur lequel la transformée deFourier dé�nit une bije
tion. Les propositions (4.1.6) et (4.1.5) suggèrent que, pour satisfaire
ette 
ondition, on doit prendre des fon
tions f simultanément régulières et, en un sens à pré
iser,petites pour t grand.Rappelons qu'en e�et, si f est intégrable et si ∫
R
|t|p|f(t)| dt < ∞, f̂ est p fois 
ontinuementdérivable. D'autre part, si f est une fon
tion de 
lasse Cp et si f, f ′, . . . , f (p) sont intégrables, ona : f̂ (p)(u) = (2πiu)pf̂(u) et don
 |f̂(u)| = o(|u|−p), pour |u| tendant vers +∞.Une bonne 
lasse de fon
tions est 
elle des fon
tions qui sont d'une part très régulières, d'autrepart très petites ainsi que leurs dérivées pour les grandes valeurs de la variable. Cette dernièrenotion est pré
isée dans la dé�nition suivante.Dé�nition 4.3.1 Une fon
tion f dé�nie sur R est dite à dé
roissan
e rapide si elle véri�e :

∀ entier n ≥ 1, ∃ Cn tel que |f(t)| ≤ Cn
1 + |t|n , ∀t ∈ R.Dé�nition 4.3.2 On appelle S la 
lasse des fon
tions f qui sont dérivables à tous les ordreset à dé
roissan
e rapide ainsi que toutes leurs dérivées. On a don
, par dé�nition :

f ∈ S ⇐⇒ ∀p, n,∃ Cn,p : | d
pf

dtp
(t)| ≤ Cn,p

1 + |t|n , ∀t ∈ R.On note que, si une fon
tion f est dans S, elle est intégrable et bornée, ainsi que toutes sesdérivées. Elle est également dans Lp(R), pour tout p ≥ 1, et en parti
ulier de 
arré intégrable.Proposition 4.3.3 L'espa
e S est une algèbre de fon
tions pour la multipli
ation (au sensordinaire) qui est stable par dérivation et multipli
ation par les polyn�mes.Preuve : Exer
i
e.Il résulte également de la dé�nition de S que, si f est dans S, les 
ombinaisons des fon
tionsobtenues à partir de f par multipli
ation par t et dérivation, qui s'é
rivent 
omme 
ombinaisonsde t→ dp

dtp
(tnf(t)), pour n, p ≥ 1, sont bornées et intégrables.Exemples 4.3.4a) Il est 
lair que toute fon
tion f qui est C∞ à support 
ompa
t est dans S.b) La fon
tion ϕ dé�nie par ϕ(t) = e−t

2/2 est dans S. En e�et, on montre fa
ilement parré
urren
e sur k que les dérivées su

essives de ϕ sont de la forme :
dk

dtk
(e−t

2/2) = Pk(t) e
−t2/2,où Pk est un polyn�me de degré k.



92 CHAPITRE 4. TRANSFORMATION DE FOURIERCorollaire 4.3.5 Pour toute fon
tion f ∈ L1(R)
⋂
L2(R) telle que f̂ ∈ L1(R), on a :

‖f‖2 = ‖f̂‖2.Preuve : On note que f̂ , qui est bornée, est dans L2(R) si elle est dans L1(R). Comme f est de
arré intégrable et f̂ est intégrable, on obtient, en utilisant la formule d'inversion et le théorèmede Fubini :∫

R

|f(t)|2 dt =

∫

R

f(t)f(t) dt =

∫

R

f(t) (

∫

R

f̂(u) e−2πiut du) dt

=

∫ ∫
f(t) f̂(u) e−2πiut du dt =

∫

R

f̂(t) (

∫

R

f(t) e−2πiut dt) du

=

∫

R

|f̂(u)|2 du.

Théorème 4.3.6 La transformée de Fourier dé�nit une isométrie bije
tive de S sur lui-même.Pour toute fon
tion f ∈ S, on a :
dp

dup
f̂(u) = (−2πi)p

∫

R

tpf(t) e−2πiut dt,∀p ≥ 0,

f̂ (p)(u) = (2πiu)pf̂(u),∀p ≥ 0.Toute fon
tion f ∈ S véri�e la formule d'inversion de la transformée de Fourier :
f(t) =

∫

R

f̂(u) e2πiut du,∀t ∈ R.L'espa
e S est une sous-algèbre de 
onvolution de L1(R) : f, g ∈ S ⇒ f ∗ g ∈ S.Preuve : Posons gp(t) = tpf(t). On note que f satisfait aux hypothèses des propositions (4.1.6)et (4.1.8) : f (p) et gp sont intégrables, pour tout p ≥ 0. Il en résulte que les formules sur ladérivation à l'ordre p de la transformée de Fourier sont satisfaites.Ces formules montrent la relation
un

dp

dup
f̂(u) = (−2πi)punĝp(u) = (−2πi)p (

1

2πi
)nĝ

(n)
p (u).Pour tout n ≥ 1 et tout p ≥ 1, la fon
tion u→ un

dp

dup
f̂(u) est ainsi la transformée de Fourierd'une fon
tion intégrable, 
e qui implique qu'elle est bornée. Nous en déduisons que f̂ ∈ S.La formule d'inversion peut être appliquée, 
ar f̂ est intégrable. On en déduit que la transfor-mation de Fourier est une bije
tion de S sur S. La propriété d'isométrie :

‖f‖2 = ‖f̂‖2,résulte du lemme pré
édent.En�n, S étant stable par produit ordinaire, nous avons, pour f et g dans S :
f ∗ g = J (F(f ∗ g)) = J (F(f).F(g)) ∈ S.



4.4. TRANSFORMATION DE FOURIER DES FONCTION DANS L2 93Remarque 4.3.7 Il résulte des formules 
i-dessus que la transformée de Fourier F é
hange dans
S les opérateurs di�érentiels et les opérateurs de multipli
ation par un polyn�me. La relationformelle (4.2) s'applique à toute fon
tion dans l'espa
e S.
• Densité de SIl reste à véri�er que l'espa
e S est assez �gros�. En utilisant, par exemple, un pro
édé de
onvolution, on montre fa
ilement le résultat d'approximation suivant :Proposition 4.3.8 Toute fon
tion 
ontinue à support 
ompa
t est limite uniforme d'une suitede fon
tions de S.Preuve : On sait qu'il existe une fon
tion ψ ≥ 0 à support 
ompa
t et C∞ telle que ∫

R

ψ dt = 1.Notons ψn(t) = nψ(nt). La suite (ψn) forme une identité appro
hée, quand n tend vers +∞.Si f est une fon
tion 
ontinue à support 
ompa
t, f ∗ ψn est C∞ à support 
ompa
t et on a, ausens de la 
onvergen
e uniforme : limn(f ∗ ψn) = f .Cette méthode né
essite la 
onstru
tion de ψ, mais fournit une approximation des fon
tions àsupport 
ompa
t par des fon
tions C∞ à support 
ompa
t, don
 a fortiori dans S.Corollaire 4.3.9 L'espa
e S est dense en norme uniforme dans C0(R) et dense en norme ‖ ‖p,dans Lp(R), pour 1 ≤ p <∞.4.4 Transformation de Fourier des fon
tion dans L
2Pour dé�nir la transformée de Fourier des fon
tions de L2(R) qui ne sont pas intégrables, unedi�
ulté se présente : on ne peut pas la dé�nir dire
tement à l'aide d'une intégrale, 
omme pourles fon
tions intégrables. Ainsi des fon
tions très simples 
omme t→ t−11[1,∞[(t) ou t→ t−1sint,qui sont de 
arré intégrable, mais non intégrables sur R, n'ont pas de transformée de Fourierdé�nie dire
tement par la formule (4.1).Pour 
ette raison, on pro
ède en deux étapes. On 
ommen
e par dé�nir la transformée de Fourierquand f est à la fois intégrable et de 
arré intégrable, 
e qui est le 
as par exemple si f est dans

S. On observe alors qu'on a une isométrie et on étend la dé�nition à L2(R) par densité. Mais onperd dans le 
as général l'expression expli
ite sous forme d'intégrale donnée par la formule (4.1).Théorème 4.4.1 Il existe une isométrie surje
tive F de l'espa
e L2(R) sur lui-même,
∫

|f(t)|2 dt =

∫
|Ff(u)|2du,∀f ∈ L2(R), (4.10)qui sur L1(R)

⋂
L2(R) 
o�'�n
ide ave
 la transformée de Fourier dé�nie par (4.1).Preuve : La formule d'isométrie (4.10) a été établie dans le 
as des fon
tions de l'espa
e S. Soit

f ∈ L2(R). Il existe une suite (φn) dans S telle que ‖f − φn‖2 → 0. La suite (Fφn) est de
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hy, don
 
onvergente. Notons Ff sa limite. Par les arguments 
lassiques de prolongement,on montre fa
ilement que 
ette limite ne dépend pas, à un ensemble négligeable près (
'est enfait la 
lasse d'équivalen
e dans L2(R) qui est bien dé�nie), du 
hoix de la suite (φn) 
onvergentvers f et que l'appli
ation F est en
ore linéaire et isométrique (formule (4.10)).La surje
tivité de F dans L2(R) résulte de la surje
tivité dans S : soient g ∈ L2(R) et (ψn) unesuite dans S telle que ‖g−ψn‖2 → 0. Alors la suite de Cau
hy (Jψn) 
onverge vers une fon
tions
h de L2(R) et on a Fh = limnFJψn = limn ψn = g.Soit en�n f ∈ L1(R)

⋂
L2(R). On peut 
onstruire (à l'aide d'une identité appro
hée) une suite

(φn) dans S qui 
onverge vers f en norme ‖ ‖1 et en norme ‖ ‖2. La suite (Fφn) des transforméesde Fourier des fon
tions φn 
onverge alors d'une part uniformément vers la transformée de Fourier
f̂ (au sens de l'intégrale (4.1) de f , d'autre part au sens de la norme ‖ ‖2 vers la transformée
Ff dé�nie plus haut. Ces deux transformées 
o�'�n
ident don
 (presque partout).La formule (4.10) (dite de Plan
herel) exprimant l'isométrie de la transformée de Fourier dans
L2 est parti
ulièrement importante. En terme d'énergie, elle s'interprète 
omme l'égalité entrel'énergie d'un signal 
al
ulée dans l'espa
e temporel et son énergie 
al
ulée dans l'espa
e desfréquen
es.
• Corrélation et transformée de FourierDé�nitions 4.4.2 Soit f une fon
tion de 
arré intégrable. Notons (Tτf)(t) = f(t − τ) satranslatée (dans le temps) par −τ . La fon
tion d'auto-
orrélation Rf de f est dé�nie 
ommele produit s
alaire de f et de Tτf :

Rf (τ) =

∫ ∞

−∞
f(t)f(t− τ) dt = 〈f, Tτf〉.De même, on dé�nit la fon
tion d' inter-
orrélation de deux fon
tions de 
arré intégrable f et

g :
Rf,g(τ) =

∫ ∞

−∞
f(t)g(t− τ) dt = 〈f, Tτg〉.On véri�e fa
ilement les propriétés suivantes :

Rf (−τ) = Rf (τ),

|Rf (τ)| ≤ Rf (0) = ‖f‖2
2.D'après l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz on a :

|Rf,g(τ)| ≤ ‖f‖2 ‖g‖2.On note que la fon
tion Rf est bien dé�nie si f est de 
arré intégrable (dans 
e 
as elle est bornéeet même 
ontinue, tendant vers 0 à l'in�ni), mais n'est pas né
essairement intégrable ou de 
arréintégrable.
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orrélation Rf , si f est intégrable, 
omme un produit de 
onvolution.Soit f̃ dé�nie par f̃(t) = f(−t). Si f est intégrable, alors f̃ l'est aussi, et l'auto-
orrélation de fest le produit de 
onvolution Rf (τ) = (f ∗ f̃)(τ). C'est don
 une fon
tion également intégrable,dé�nie a priori pour presque tout t. Dans le 
as où f est de 
arré intégrable, Rf est dé�nie pourtout τ .En notant que la transformée de Fourier de f̃ est f̂ , et en appliquant les propriétés de la
onvolution, on obtient :Proposition 4.4.3 Soit f une fon
tion intégrable. La transformée de Fourier de sa fon
tiond'auto-
orrélation est égale au 
arré du module de la transformée de Fourier de f .***4.5 Annexe : Cal
ul d'intégrales par la méthode des résidus
• Singularités et p�lesSoient D un domaine du plan 
omplexe et a un point de D.A.1 Dé�nition : Soit f une fon
tion holomorphe sur D−{a}. On dit que a est une singularitéisolée de f , si f ne peut pas être étendue en une fon
tion holomorphe sur D.Si a est une singularité isolée de f , on dit que f possède un p�le d'ordre m en a, s'il existe unefra
tion rationnelle de la forme

R(z) =

m∑

k=1

αk
(z − a)k

, (∗)telle que f −R ait un prolongement holomorphe à D. La fra
tion rationnelle R est alors appeléepartie prin
ipale de f au point a. Le 
oe�
ient α1 du développement (∗) de R est appelérésidu de f au point a. Il est noté Res(f, a).Si a est une singularité isolée de f qui n'est pas un p�le, on dit que a est une singularité essentiellede f .
• Le théorème de Cau
hySoit Γ un 
hemin orienté dans le plan 
omplexe 
ontenu dans un domaine D. Si f est une fon
tiondé�nie et 
ontinue sur D, on peut dé�nir l'intégrale �
urviligne� de la forme di�érentielle f dzsuivant le 
hemin Γ par : ∫

Γ
f(z) dz =

∫ b

a
f(γ(t))γ′(t) dt,

γ étant une paramétrisation t ∈ [a, b] → γ(t) de Γ.La valeur de l'intégrale ne dépend pas de la paramétrisation γ du 
hemin Γ 
hoisie. En e�et, si
γ1 : [a1, b1] → C est une autre paramétrisation de Γ, alors il existe un appli
ation φ biunivoqueet 
ontinûment di�érentiable de [a1, b1] sur [a, b] telle que γ1 = γ ◦ φ. On a alors par dérivationdes fon
tions 
omposées et en posant s = φ(t) :

∫ b1

a1

f(γ1(t)) γ
′
1(t) dt =

∫ b1

a1

f(γ(φ(t))) γ′(φ(t)) φ′(t) dt
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=

∫ b

a
f(γ(s)) γ′(s) ds.Dé�nitions : Deux 
hemins Γ1 et Γ2 ayant mêmes extrémités 
ontenus dans un domaine Ddu plan 
omplexe sont dits homotopes dans D, si on peut passer de l'un à l'autre par unedéformation 
ontinue en restant dans D.Un domaine 
onnexe D est dit simplement 
onnexe si tout 
hemin di�érentiable par mor
eauxfermé est homotope à un point, ou, de façon équivalente, deux 
hemins di�érentiables parmor
eaux quel
onques ayant mêmes extrémités sont homotopes.On note qu'un disque ouvert est un exemple de domaine simplement 
onnexe. Rappelons lethéorème fondamental :A.2 Théorème : Si D est un domaine simplement 
onnexe et si f est dé�nie, 
ontinue sur Det holomorphe sur D privé éventuellement d'un point, alors, pour tout 
hemin fermé Γ dans Dne passant pas par 
e point, on a ∫

Γ
f(z) dz = 0.A.3 Théorème : Si D est un ouvert simplement 
onnexe et si f est dé�nie, 
ontinue etholomorphe sur D, alors, pour tout 
hemin fermé Γ dans D et tout z ∈ D − Γ, on a

f(z).IndΓ(z) =
1

2πi

∫

Γ

f(u)

u− z
du,où IndΓ(z) est un entier égal à l'intégrale 1

2πi

∫
Γ

1
u−zdu.Preuve : La formule s'obtient en appliquant le théorème pré
édent à la fon
tion g dé�nie par

g(u) =

{
f ′(z), si u = z,
f(u)−f(z)

u−z , si u 6= z.Pour véri�er que IndΓ(z) est un entier, 
onsidérons une paramétrisation γ : [a, b] → C du 
heminfermé Γ ave
 γ(a) = γ(b) : nous devons montrer que l'intégrale
1

2πi

∫ b

a

γ′(s)
γ(s) − z

dsest un entier. Pour 
ela soit φ la fon
tion dé�nie par
φ(t) = exp(

∫ t

a

γ′(s)
γ(s) − z

ds).Un 
al
ul de dérivée montre que t → φ(t)
γ(t)−z est une fon
tion 
onstante. On a don
 φ(b) =

φ(a) γ(b)−zγ(a)−z = 1.L'entier IndΓ(z) représente le �nombre de tours� e�e
tués autour de z par un point mobiledé
rivant le 
hemin orienté fermé Γ suivant l'une (quel
onque) des paramétrisations de Γ.Par exemple, si Γ est un 
er
le par
ouru un seule fois dans le sens dire
t, l'intégrale 
urviligne
IndΓ(z) = 1

2πi

∫
Γ

1
u−zdu est égale à 1 si z appartient au disque ouvert de bord Γ, à 0 si zappartient au 
omplémentaire du disque fermé de bord Γ. Elle n'est pas dé�nie si z est un pointdu bord.



4.5. ANNEXE : CALCUL D'INTÉGRALES PAR LA MÉTHODE DES RÉSIDUS 97
• Cal
ul d'intégrales par la méthode des résidusA.4 Théorème : (des résidus) Soient D un domaine simplement 
onnexe, a1, ..., an des pointsde D, f une fon
tion holomorphe dans D−{a1, ..., an}, ayant a1, ..., an 
omme p�les. Pour tout
hemin fermé orienté Γ dans D tel que les p�les ak, k = 1, ..., n, n'appartiennent pas au supportgéométrique du 
hemin, on a :

∫

Γ
f(z) dz = 2πi

n∑

k=1

Res(f, ak)IndΓ(ak).Preuve : Soient Rk les parties prin
ipales de f aux points ak. L'intégrale 
urviligne pré
édente
o�'�n
ide ave
 l'intégrale obtenue en remplaçant f par la fra
tion rationnelle ∑
Rk. On dé
ompose
ette fra
tion rationnelle en élément simples et on est ainsi ramené au 
as où f est de la forme :

f(z) =
α1

(z − a)
+

α2

(z − a)2
+ ...+

αm
(z − a)m

,

a étant l'un des ak.On peut, sans 
hanger l'intégrale 
urviligine, déformer le 
hemin d'intégration en un petit 
er
le
entré au point a. Un 
al
ul dire
t donne alors le résultat.
• Cal
ul du résidu en un p�leA.5 Cas d'un p�le simpleSi a est un p�le simple d'une fon
tion holomorphe sur D− {a}, où D est un disque de 
entre a,on peut é
rire

f(z) =
α1

z − a
+ h(z), ave
 h holomorphe sur D.Le résidu de f au point a est donné par α1 et on a : α1 = limz→a(z − a)f(z).En parti
ulier, si f est une fra
tion rationnelle, f(z) = P (z)

Q(z) , où Q est un polyn�me admettant a
omme zéro simple, Q(z) = (z − a)Q1(z), on a :
α1 = lim

z→a
(z − a)f(z) =

P (a)

Q1(a)
=
P (a)

Q′(a)
.

• Cal
ul d'intégralesLe point essentiel de la méthode utilisée est, ave
 le 
hoix du 
ontour d'intégration, l'usageimpli
ite des résultats suivants (lemmes de Jordan) :A.6 Lemme : Si Cρ désigne un ar
 de 
er
le 
entré en 0, d'angle au 
entre α et si
lim
ρ→∞

ρ sup
z∈Cρ

|f(z)| = 0, alors limρ→∞
∫
Cρ
f(z) dz = 0.Preuve : On applique la majoration :

|
∫

Cρ

f(z) dz| ≤
∫ α

0
|f(z)| ρ dθ ≤ 2πρ sup

z∈Cρ

|f(z)|.
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 de 
er
le 
entré en 0, allant de (ǫ, 0) à (−ǫ, 0) et si f a unp�le simple en 0 de résidu α1, on a limǫ→0

∫
cǫ
f(z) dz = πiα1.Preuve : On expli
ite f sous la forme f(z) = α1z

−1 + h(z), ave
 h holomorphe, don
 bornée auvoisinage de 0.Appli
ation : 
al
ul de l'intégrale ∫ ∞

0

sinx

x
dx.A.8 ExempleSi P et Q sont deux polyn�mes tels que degré(Q) ≥ degré(P ) +2, et si Q est non nul sur l'axeréel, on peut 
al
uler l'intégrale ∫

R

P (x)

Q(x)
dx en appliquant la formule des résidus à P/Q et au
ontour d'intégration formé par un demi-
er
le de 
entre 0.A.9 Exemple 1 :

I =

∫ 2π

0

dθ

a+ cosθ
, pour a > 1.Une première méthode de 
al
ul 
onsiste à faire le 
hangement de variable t = tan θ

2 . Une autreméthode, basée sur le 
al
ul des résidus, 
onsiste à exprimer I 
omme une intégrale 
urviligne :Considérons le 
hemin orienté Γ donné par la paramétrisation ([0, 2π], θ → eiθ) du 
er
le unité.L'intégrale I s'é
rit 
omme l'intégrale 
urviligne le long de Γ :
∫

Γ

1

a+ 1
2 (z + z−1)

(−i) dz
z

= −2i

∫

Γ

dz

z2 + 2az + 1
.Le polyn�me Q(z) = z2 + 2az + 1 a deux zéros dont l'un z1 = −a + (a2 − 1)

1

2 est 
ontenu àl'intérieur du 
ontour d'intégration. Le résidu de la fra
tion rationnelle f = 1/Q en 
e p�le estdonné par
Res(f, z1) =

1

Q′(z1)
=

1

2(a2 − 1)
1

2

.Le théorème des résidus donne don
 pour valeur de l'intégrale
I = 2πi(−2i)

1

2(a2 − 1)
1

2

=
2π

(a2 − 1)
1

2

.A.10 Exemple 2 :Cal
ul de l'intégrale : ∫ ∞

0

dx

1 + xn
, n ≥ 2. Cette intégrale 
onverge pour n ≥ 2.Considérons le 
hemin orienté Γ formé du segment OA de l'axe réel de longueur ρ, de l'ar
 de
er
le de A à B de rayon ρ et d'angle θ0 = 2π

n et du segment BO fermant le 
ontour dans le plan
omplexe. Soit f(z) =
1

1 + zn
=

1

Q(z)
, où Q(z) = 1 + zn.L'intégrale 
urviligne ∫

Γ

1

1 + zn
dz se 
ompose de trois intégrales :
∫

Γ

1

1 + zn
dz =

∫ ρ

0

dx

1 + xn
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+

∫

AB

dz

1 + zn

+

∫

BO

dz

1 + zn
.Posons Iρ =

∫ ρ

0

dx

1 + xn
.La dernière intégrale de la somme se 
al
ule en fon
tion de Iρ :

∫

BO

dz

1 + zn
= −

∫ ρ

0
e2πi/n

dx

1 + xn
= −e2πi/nI.Le 
ontour Γ 
ontient, pour ρ > 1, en son intérieur un p�le et un seul de la fra
tion f . En e�etles zéros de Q sont donnés par zn = −1, soit z = eiπ

2k+1

n , k = 0, 1, ..., n − 1. Le p�le de f àl'intérieur de Γ est z1 = eiπ/n, et le résidu :
Res(f, z1) =

1

Q′(z1)
=

1

nzn−1
1

=
1

n
e−iπ

n−1

n .Montrons que limρ→∞
∫
AB

dz
1+zn = 0. Ce
i résulte de la majoration (on a supposé n ≥ 2) :

|
∫

AB

dz

1 + zn
| = |

∫ θ0

0

iρeiθ

1 + ρneinθ
dθ|

≤ |
∫ θ0

0

ρ

1 + ρneinθ
dθ| ≤ 2

θ0ρ

|ρn − 1| .On trouve don
 en passant à la limite : 2πi

n
e−iπ(n−1)/n = (1 − e2πi/n)I, soit

I =
π

n

1

sin(π/n)
.On véri�e que, pour n = 2, on retrouve I = π/2, et que, quand n tend vers l'in�ni, la limite del'intégrale est 1.4.6 Exer
i
esExer
i
e 4.6.1Soit T un réel > 0. On 
onsidère les fon
tions suivantes :

f(t) = 1[−T
2
,T
2

](t),

g(t) = (T − |t|) 1[−T,T ](t).a) Cal
uler leur transformée de Fourier.b) Montrer que y = x ∗ x.
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f̂(u) =

1

πu
sinπuT,

ĝ(u) = (
sinπuT

πu
)2 = |f̂(u)|2.La transformée de Fourier de x est de 
arré intégrable, mais n'est pas intégrable. Par 
ontre latransformée de Fourier de y est intégrable. Ces exemples simples illustrent le lien existant entrela régularité d'une fon
tion et la �lo
alisation� de sa transformée de Fourier.℄℄Exer
i
e 4.6.2 Cal
ul de t. de F.1) Pour λ > 0, 
al
uler la transformée de Fourier de la fon
tion

xλ(t) = exp(−λt)1[0,∞[,puis, pour n entier ≥ 1, de
xλ,n(t) = exp(−λt) tn−1

(n− 1)!
1[0,∞[.Représenter graphiquement le module et l'argument de 
es transformées.[[résultats : 1

λ+2πiu , 1
(λ+2πiu)n ℄℄2) Cal
uler le produit de 
onvolution xλ ∗ xβ par un 
al
ul dire
t de 
onvolution et en utilisantla transformée de Fourier.3) On dé�nit par ré
urren
e les fon
tions yn, n = 1, 2, ..., en posant : y1 = xλ et

yn+1 = yn ∗ xλ, pour n entier ≥ 1.a) Expli
iter yn.[[Remarquer que x0 = 1[0,∞[ n'est pas intégrable, mais peut être 
onvolée ave
 elle-même (
as desfon
tions à support dans [0,∞[.℄℄b) Cal
uler la transformée de Fourier de yn, pour n ≥ 1, par un 
al
ul dire
t et en utilisant lespropriétés de la transformation de Fourier.Exer
i
e 4.6.3 Cal
ul de t. de F.a) Montrer que ∫

R

e−|t|eitu dt =
2

1 + u2
.b) En déduire, par la formule d'inversion,

∫

R

e−itu

1 + t2
du = πe−|t|.
) Retrouver 
e résultat par une méthode de 
al
ul de résidus.
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i
e 4.6.4 Fon
tion ΓOn rappelle que la fon
tion Γ est dé�nie, pour ℜe z > 0 par
Γ(z) =

∫ ∞

0
tz−1e−t dt.Pour α paramètre réel > 0, on note γα la fon
tion (densité de la loi gamma de paramètre α)dé�nie par :

γα(t) = (Γ(α))−1tα−1e−t 1[0,∞[(t).Par une méthode d'intégrale 
urviligne sur un 
ontour fermé du plan 
omplexe, montrer que latransformée de Fourier de γα est donnée par :
∫

R

γα(t) e−2πiut dt =
1

(1 + 2πiu)α
.

Exer
i
e 4.6.5Cal
uler ∫ ∞
0 e−t

2/2 dt.[[Méthode : 
onsidérer l'intégrale double
(

∫ ∞

0
e−t

2/2 dt).(

∫ ∞

0
e−s

2/2 ds) =

∫ ∞

0

∫ ∞

0
e−(t2+s2)/2 dt ds

= lim
R

∫ R

0

∫ R

0
e−(t2+s2)/2 dt ds.et utiliser le passage en 
oordonnées polaires pour obtenir :

∫ ∞

0
e−t

2/2 dt =

√
π

2
. ]]

Exer
i
e 4.6.6 Cal
ul de la transformée de Fourier de la fon
tion de Lapla
e-GaussCal
uler la transformée de Fourier de la fon
tion ϕ(t) = 1√
2π
e−t

2/2.Première méthode [Rappel, 
f. Corollaire 4.1.13℄1) Cal
uler l'intégrale ∫
R
e−t

2/2 eαt dt, pour α réel.2) Montrer que F (z) =
∫

R
e−t

2/2 ezt dt existe, pour tout z ∈ C, et que F est développable ensérie entière.3) En déduire que la transformée de Fourier ϕ̂ de ϕ est :
ϕ̂(u) = e−2π2u2

.



102 CHAPITRE 4. TRANSFORMATION DE FOURIERDeuxième méthode1) En intégrant par parties, montrer que ϕ̂ véri�e l'équation di�érentielle
d

du
ϕ̂(u) = −4π2uϕ̂.2) En déduire l'expression de ϕ̂.Exer
i
e 4.6.7 Domaine de dé�nition de la transformée de Lapla
eSoit f une fon
tion mesurable sur R. On 
onsidère le domaine de dé�nition Df de sa transforméede Lapla
e

Lf(z) =

∫

R

f(t) e−tz dt,
'est-à-dire le sous-ensemble du plan 
omplexe dé�ni par :
Df = {z ∈ C :

∫ ∞

−∞
|f(t) e−zt| dt <∞}.a) Montrer que Df est formé de droites verti
ales dans le plan 
omplexe.b) Montrer que Df est de la forme Df = I × R, où I est un intervalle (au sens large) de R.
) En utilisant l'inégalité de H�'older, montrer la 
onvexité de la fon
tion

y ∈ R → ln

(∫

R

|f(t)| eyt dt
)[[Indi
ations : Pour y0 ≤ y ≤ y1, on pourra majorer e−yt par e−y0t, pour t ≥ 0, et par e−y1t, pour

t < 0.Autre méthode : utiliser le résultat de 
onvexité de la question 
).℄℄d) D'après 
e qui pré
ède, Df est une bande verti
ale. On suppose Df d'intérieur non vide.Montrer que Lf est développable en série entière au voisinage de tout point de l'intérieur de Df .[[Indi
ations : Soit z0 un point de l'intérieur de Df . On peut 
hoisir deux réels x0 et x1 tels que :
x0 < ℜe z0 < x1 et

∫ ∞

0
|f(t)| e−x0t dt <∞,

∫ 0

−∞
|f(t)| e−x1t dt <∞.En appliquant le théorème de 
onvergen
e dominée de Lebesgue, on montre que Lf estdéveloppable en série entière sur le disque D(z0, r) de 
entre z0 et de rayon r, où r =

inf(ℜe z0 − x0, x1 −ℜe z0). ℄℄



4.6. EXERCICES 103Exer
i
e 4.6.8Montrer que, si f est intégrable et à support 
ompa
t, alors sa transformée de Lapla
e est dé�niedans le plan 
omplexe et analytique.[Indi
ations : Soit [−L,L] un intervalle 
ompa
t 
ontenant le support de f . On a :
Lf(z) =

∫ L

−L
f(t) e−tz dt =

∞∑

0

anz
n,ave


an =
(−1)n

n!

∫ L

−L
f(t) tn dt.[On pourra utiliser la majoration suivante :

|
N∑

0

(−1)n

n!
tnf(t)zn| ≤

∞∑

n=0

|t|n
n!

|f(t)|Rn = e|t|R|f(t)|, pour |z| ≤ R.qui permet d'appliquer le théorème de 
onvergen
e dominée de Lebesgue. ℄Exer
i
e 4.6.9 Une démonstration du théorème d'inversion de FourierLa démonstration du théorème d'inversion donnée en (4.2.5) utilise la famille (ϕr)r>0 dé�nie par
ϕr(t) =

1

r
ϕ(
t

r
)), où ϕ(t) =

1√
2π

exp(−t2/2) .Donner une variante de la démonstration en utilisant la famille de fon
tions (θr)r>0 dé�nie par
θr(t) =

1

r
θ(
t

r
), où θ(t) =

1

π

1

1 + t2
.Exer
i
e 4.6.10 Une preuve du lemme de Riemann-LebesgueI. Soit f une fon
tion intégrable.1) Montrer, par un 
hangement de variable, la relation :

∫

R

f(t) e−2πiut dt = −
∫

R

f(t− 1

2u
) e−2πiut dt, pour tout réel u 6= 0.2) En utilisant les propriétés de 
ontinuité du groupe des translations, montrer (lemme deRiemann-Lebesgue) :

lim
|u|→∞

f̂(u) = 0 .[Indi
ations : On a : ∫
f(t) eiut dt = −

∫
f(t+ π/u)eiut dt.
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2|

∫
f(t)eiut dt| = |

∫
[f(t) − f(t+ π/u)]eiut dt|

≤ ‖f − fπ/u‖1 → 0, pour |u| → +∞.]II. On fait maintenant une hypothèse de régularité sur f . Etant donné α un réel tel que 0 < α ≤ 1,on suppose que f est h�'oldérienne d'ordre α et que l'on peut é
rire la majoration dans la 
onditionde H�'older sous la forme :
|f(t+ h) − f(t)| ≤ C(t)|h|α, ∀h, t ∈ R, (∗)ave
 une fon
tion C(t) intégrable.1) Montrer que, si la fon
tion f véri�e (∗), il existe une 
onstante M telle que :

|f̂(u)| ≤ M

|u|α , ∀u.2) Montrer que toute fon
tion g intégrable et de 
lasse C2, telle que g′ et g′′ soient intégrables,satisfait aux 
onditions de la formule d'inversion de Fourier.3) Montrer que, si l'on suppose seulement que g est dérivable, telle que sa dérivée g′ soitintégrable et véri�e (∗) pour un α ∈]0, 1], la fon
tion g satisfait en
ore aux 
onditions de laformule d'inversion de Fourier.Exer
i
e 4.6.11On note ϕ la fon
tion t→ e−t
2/2.1) Montrer que si f est intégrable, alors f ∗ ϕ est C∞.2) A-t-on f ∗ ϕ ∈ S ?[Remarquer que, si f est dans L1, f̂ ∗ ϕ = f̂ .ϕ̂ a la régularité de f̂ .℄Exer
i
e 4.6.12 Cal
ul de lim

T→∞

∫ T

0

sint

t
dt1) En intégrant par partie (et en prenant 1 − cost 
omme primitive de sint), montrer la relation

lim
T→∞

∫ T

0

sint

t
dt =

∫ ∞

0
(
sint

t
)2 dt.2) En représentant la fon
tion t → sint

t 
omme une transformée de Fourier, en déduire la valeurde
lim
T→∞

∫ T

0

sint

t
dt.
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i
e 4.6.13 �Prin
ipe d'in
ertitude�Le prin
ipe d'in
ertitude (exprimé par l'inégalité établie dans l'exer
i
e) signi�e i
i que, pour unsignal 
onvenablement normalisé, on ne peut simultanément avoir une �lo
alisation� arbitraire-ment bonne du signal et de sa transformée de Fourier.On 
onsidère un signal x (à valeurs réelles) dérivable, d'énergie �nie (∫ x(t)2dt < ∞) et tel que∫
x′(t)2dt <∞.On suppose que x satisfait de plus les 
onditions suivantes :

∫
t2x(t)2dt <∞,

∫
tx(t)2dt = 0, lim

t→±∞
tx(t)2 = 0,On dé�nit sa �durée moyenne quadratique� par

∆T =(

∫
t2|x(t)|2dt∫
|x(t)|2dt )1/2et sa �bande moyenne quadratique� par

∆B = (

∫
u2|x̂(u)|2du∫
|x̂(u)|2du )1/2.(Rappelons qu'un intervalle dans le domaine des fréquen
es s'appelle aussi une �bande defréquen
e�, d'où la terminologie).a) Montrer que l'on a toujours l'inégalité :

∆B∆T ≥ 1

4π
.b) Déterminer pour quels types de signaux il y a égalité dans l'inégalité pré
édente.[Indi
ations : 
al
uler l'intégrale ∫

tx(t)x′(t)dt et utiliser l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz.Le 
as d'égalité, dans l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz, 
onduit à l'équation di�érentielle
tx(t) = λx′(t),où λ est une 
onstante.On en déduit que x est de la forme
x(t) = Cet

2/2λ.Pour que x soit de 
arré intégrable, il faut que λ soit < 0. En posant σ2 = −λ, on obtient don
,
omme solutions, les fon
tions de Lapla
e-Gauss : Ce− t2

2σ2 .℄Exer
i
e 4.6.14 Formule de sommation de Poisson1) On 
onsidère une fon
tion f 
ontinue et intégrable sur R, telle que la série ∑
n∈Z

f(t + n)
onverge uniformément sur tout 
ompa
t et telle que la série ∑
n∈Z

|f̂(n)| soit absolument
onvergente.



106 CHAPITRE 4. TRANSFORMATION DE FOURIERMontrer la relation (formule de Poisson)
∑

n∈Z

f(t+ n) =
∑

n∈Z

f̂(n)e2πint,∀t ∈ R.En parti
ulier, on a : ∑

n∈Z

f(n) =
∑

n∈Z

f̂(n).2) Appli
ation :a) En prenant f(t) = e−r|t|, r > 0, en déduire la formule :
1 + e−r

1 − e−r
=

2

r
+

∞∑

n=1

4r

r2 + 4π2n2
.b) On prend maintenant, pour σ > 0, fσ(t) = exp(− t2

2σ2
).Quelle relation obtient-on en utilisant la méthode pré
édente ?[[Indi
ations :1) Soit f̃(t) =

∑
k f(t+ k). D'après les hypothèses, f̃ est bien dé�nie et 
ontinue 
omme sommed'une série de fon
tions 
ontinues 
onvergeant uniformément sur tout 
ompa
t. Nous avons :
f̂(n) =

∫
f(t)e−2πint dt =

∑

k∈Z

∫ 1

0
f(t+ k) e−2πint dt

=

∫ 1

0

∑

k∈Z

f(t+ k) e−2πint dt.Les relations pré
édentes expriment les f̂(n) 
omme 
oe�
ients de Fourier de f̃ . La 
ondition∑
n |f̂(n)| <∞ assure que f̃ est en tout point la somme de sa série de Fourier.2) a) Pour f(t) = e−r|t|, on a f̂(s) =

2r

r2 + 4π2s2
.b) Soit θ(λ) =

∑∞
n=−∞ e−πn

2λ, λ > 0.La formule de Poisson appliquée à fσ donne alors la relation fon
tionnelle :
θ(λ) =

1√
λ
θ(

1

λ
), pour tout λ > 0.℄℄3) On suppose maintenant simplement que f est une fon
tion intégrable sur R.a) Montrer que la série ∑

n f(t+ n) 
onverge absolument pour presque tout t.(On étudiera la série de fon
tions ∑
n fn, où fn(t) = f(t+ n)1[0,1[(t)).b) On note f̃ la fon
tion (périodisée de f) dé�nie par f̃(t) =

∑
n f(t+ n).Montrer que f̃ est dans L1(T1) et que l'appli
ation f → f̃ est une appli
ation linéaire de norme1 de l'espa
e L1(R) sur l'espa
e L1(T).
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oe�
ients de Fourier de f̃ à l'aide de la transformée de Fourier f̂ de f .
) On suppose qu'il existe des 
onstantes C et δ > 0 telles que
|f̂(u)| ≤ C|u|−(1+δ).Montrer qu'on a, pour presque tout t, l'égalité :

∑

n

f(t+ n) =
∑

n

f̂(n)exp(2iπnt).

Exer
i
e 4.6.15 Re
her
he de fon
tions égales à leur transformée de FourierL'objet du problème est de re
her
her des exemples de fon
tions égales (à une 
onstantemultipli
ative près) à leur transformée de Fourier.Notations : on note f̂ la transformée de Fourier d'une fon
tion f intégrable. On dit qu'unefon
tion f est de 
lasse Cp, pour un entier p ≥ 1, si elle est dérivable jusqu'à l'ordre p et si f (p)est 
ontinue.I. (Question de 
ours)a) Montrer que la transformée de Fourier d'une fon
tion f intégrable est une fon
tion 
ontinue.b) Montrer que, si ∫
R
|t||f(t)| dt <∞, alors f̂ est de 
lasse C1.
) On 
onsidère une fon
tion f telle que, pour un entier p ≥ 1, la fon
tion t → tpf(t) soitintégrable.Montrer que les fon
tions

t→ f(t), t→ tf(t), . . . , t→ tp−1f(t)sont aussi intégrables, puis que f̂ est de 
lasse Cp.d) On 
onsidère une fon
tion f , véri�ant la 
ondition suivante : pour un entier p ≥ 1, f est de
lasse Cp et les fon
tions f, f ′, . . . , f (p) sont intégrables.Exprimer à l'aide de f̂ la transformée de Fourier de f (k), 1 ≤ k ≤ p. (On justi�era les 
al
uls ene�e
tuant une intégration par partie.)II.On 
onsidère l'équation di�érentielle
y′′(t) − 4π2t2y(t) = λy(t) (1)où λ est une 
onstante. On note φ la fon
tion dé�nie par φ(t) = e−πt

2 .a) Montrer que, pour tout polyn�me H, la fon
tion φH dé�nie par φH(t) = H(t)φ(t), véri�e,pour tout entier p, les 
onditions des questions I.
) et I.d) pré
édentes.b) Montrer que, si f est une fon
tion véri�ant la 
ondition de la question I.d), pour p = 2, etl'équation (1), alors sa transformée de Fourier véri�e également (1).
) Montrer que φ est (à une 
onstante multipli
ative près) l'unique solution de (1) pour λ = −2π,qui soit intégrable.
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al
ul de la transformée de Fourier de φ.d) On 
her
he des solutions de (1) de la forme φH(t) = H(t)φ(t), où H est un polyn�me de degré
n.Montrer qu'il existe une solution φH de (1), ave
 H de degré n (et de terme de degré n non nul)si, et seulement si, λ = −2π(2n + 1).e) En déduire une famille de fon
tions égales (à une 
onstante multipli
ative près) à leurtransformée de Fourier.Exer
i
e 4.6.16 Etude d'une équation fon
tionnelleI. On se propose de déterminer les fon
tions Φ intégrables qui véri�ent l'équation fon
tionnelle :

Φ(2x) + Φ(2x− 1) = Φ(x), pour tout x ∈ R. (1)1) Exprimer les transformées de Fourier des fon
tions
Φ1 : x→ Φ(2x) et Φ2 : x→ Φ(2x− 1)à l'aide de la transformée de Fourier Φ̂ de Φ.2) En déduire une relation fon
tionnelle, notée (2), véri�ée par Φ̂.3) Montrer que la fon
tion
φ : u→

{
e−πiu sinπu

πu , si u 6= 0,
1, si u = 0.est solution de (2) et qu'elle est la seule solution de (2) qui soit 
ontinue et égale à 1 pour u = 0.4) Quelles sont les fon
tions Φ intégrables solutions de (1) ?II. (Autre méthode)1) Etant donnée une solution intégrable de (1), établir, pour toute fon
tion f 
ontinue à support
ompa
t, la relation :

∫
Φ(x) f(x) dx =

∫
Φ(x)

f(x2 ) + f(x+1
2 )

2
dx. (3)2) On dé�nit une appli
ation linéaire P de Cc(R) dans lui-même en posant

(Pf)(x) =
f(x2 ) + f(x+1

2 )

2
.a) Etudier le 
omportement des itérés Pnφ, pour n tendant vers +∞, quand φ est dans Cc(R).b) Retrouver le résultat du I) en utilisant (3).



4.6. EXERCICES 109III. (Généralisation)1) Par un pro
édé analogue à 
elui du I., déterminer les solutions intégrables de l'équationfon
tionnelle :
2Φ(2x) + Φ(2x− 1) + Φ(2x+ 1) = 2Φ(x), pour tout x ∈ R. (4)2) On 
onsidère, plus généralement, l'équation fon
tionnelle

N∑

k=−N
akΦ(2x− k) = Φ(x), pour tout x ∈ R, (5)où N est un entier ≥ 2 et les ak, k = −N, . . . ,N, sont des 
onstantes réelles.Donner une 
ondition né
essaire sur les 
oe�
ients ak pour que l'équation (5) possède unesolution f intégrable d'intégrale égale à 1.Exer
i
e 4.6.17 Equations di�érentielles et t. de F.I. On 
onsidère l'équation di�érentielle

y(t) + y′(t) =
1√
2π
e−t

2/2. (1)1) Soit y une fon
tion intégrable solution de (1). Déterminer la transformée de Fourier de y.2) En déduire que l'équation (1) a une solution de 
lasse C1 bornée intégrable et une seule.Exprimer 
ette solution en utilisant la fon
tion d'erreur notée erf dé�nie par
erf(t) =

1√
2π

∫ t

0
e−s

2/2 ds.3) Retrouver 
e résultat en résolvant dire
tement (1).II. On 
onsidère maintenant l'équation di�érentielle
y(t) − y′′(t) = g(t), (2)où g est une fon
tion intégrable dont la transformée de Fourier est intégrable. On re
her
he lessolutions y de 
lasse C2 de (2) qui sont intégrables et tendent vers 0 à l'in�ni.1) Déterminer la transformée de Fourier d'une telle solution y, si elle existe.En déduire que y est égale à g ∗ h, où h est dé�nie par h(t) = 1

2e
−|t|.2) Montrer que la fon
tion t→ t2ĝ ∗ h(t) est intégrable.En déduire que g ∗ h est de 
lasse C2 et est solution de (2).3) Déduire de 
e qui pré
ède que (2) a une solution et une seule de 
lasse C2, intégrable ettendant vers 0 à l'in�ni.4) Cal
uler 
ette solution lorsque g = h. Retrouver dire
tement 
e résultat.
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i
e 4.6.18On 
onsidère une fon
tion f intégrable, à support 
ompa
t, telle que f̂ soit intégrable.a) Montrer que la série ∑
k∈Z

f̂(u+ k) est absolument 
onvergente pour presque tout u.On note γ(u) la somme de 
ette série.b) Montrer que γ est une fon
tion 1-périodique, intégrable sur [0, 1]. (On pourra appliquer lethéorème sur les séries de fon
tions dans L1(R).)
) Cal
uler les 
oe�
ients de Fourier de la fon
tion γ et montrer que γ 
o�'�n
ide (presque partout)ave
 un polyn�me trigonométrique.d) On pose f̃(t) = f(−t). En utilisant la 
onvolée f ∗ f̃ , montrer que la série ∑
k∈Z

|f̂(u + k)|2
o�'�n
ide (presque partout) ave
 un polyn�me trigonométrique.e) Montrer que, si l'on suppose f à support 
ompa
t et de 
arré intégrable, le résultat de d)subsiste, sans autre hypothèse sur f̂ .



Chapitre 5Mesures de RadonL'exemple élémentaire de base de la théorie de l'intégration, l'intégrale �ordinaire�, ou deRiemann, peut être vu 
omme un 
as parti
ulier de forme linéaire sur un espa
e de fon
tions. Uneétude plus générale des formes linéaires sur les espa
es de fon
tions 
ontinues va nous 
onduire àintroduire une 
lasse d'objets mathématiques englobant des exemples d'apparen
e trés di�érente
omme les mesures ave
 densité ou les mesures de Dira
.L'introdu
tion de la notion de mesure de Radon, et plus généralement de distribution, estné
essitée par les besoins de l'analyse et des probabilités (intégration d'une fon
tion par rapportà une mesure ou appli
ation d'une distribution à une fon
tion). Mais 
es objets peuvent être vuségalement 
omme généralisant la notion même de fon
tion.En théorie du signal, on doit travailler ave
 des signaux qui ne sont pas né
essairement intégrables,ou qui sont irréguliers ou singuliers tels qu'une masse pon
tuelle. On est ainsi 
onduit à utiliserune théorie fon
tionnelle permettant d'englober les signaux dans 
ette 
lasse plus généraled'objets mathématiques (mesures, distributions) sur lesquels on pourra e�e
tuer des opérationsave
 beau
oup plus de liberté que sur des �signaux-fon
tions�.Pour 
es raisons, nous allons 
onstruire d'abord l'espa
e des mesures de Radon, puis au 
hapitresuivant l'espa
e des distributions. Nous nous bornerons à donner les dé�nitions de base et àesquisser la théorie. Pour un développement plus approfondi on pourra 
onsulter dans un 
oursd'analyse fon
tionnelle.La méthode de 
onstru
tion des mesures de Radon, puis des distributions, 
onsiste à introduireun espa
e V de fon
tions �tests� muni d'une topologie adéquate et à former l'espa
e des formeslinéaires 
ontinues sur 
et espa
e. Le 
as des mesures de Radon 
orrespond à V = Cc(Rd), 
eluides distributions à V = C∞
c (Rd).5.1 Mesure de Radon sur R ou RdDans la suite nous désignerons par Cc(Rd) l'espa
e des fon
tions à valeurs réelles ou 
omplexes
ontinues à support 
ompa
t sur Rd.

• Formes linéaires positivesL'intégrale de Riemann permet d'asso
ier à toute fon
tion f appartenant à Cc(Rd) un nombreréel λ(f) =
∫

Rd f(x) dx, son intégrale. La 
orrespondan
e f → λ(f) est linéaire et on a λ(f) ≥ 0,111



112 CHAPITRE 5. MESURES DE RADONpour f ≥ 0. Cet exemple 
onduit à la dé�nition générale suivante :Dé�nition 5.1.1 On appelle forme linéaire positive sur l'espa
e Cc(Rd) toute appli
ationlinéaire de Cc(Rd) dans R (ou C), qui est positive sur les fon
tions positives.Soit E un espa
e ve
toriel de fon
tions à valeurs réelles tel que f ∈ E ⇒ |f | ∈ E (on dit que Eest �réti
ulé�). Si µ est une forme linéaire positive sur E , on a :
|µ(f)| ≤ µ(|f |),∀f ∈ E .En e�et |f | − f est une fon
tion positive dans E , et on a don
 0 ≤ µ(|f | − f) = µ(|f |) − µ(f).De même, |f | + f étant positive, 0 ≤ µ(|f | + f) = µ(|f |) + µ(f).L'intégrale (au sens ordinaire) apparaît don
 
omme un exemple de forme linéaire positive sur

Cc(Rd). Si l'on abandonne la positivité, il 
onvient d'imposer une 
ondition de 
ontinuité auxformes linéaires 
onsidérées, 
ondition qui est automatiquement véri�ée par les formes linéairespositives ; d'où la dé�nition qui suit.Dé�nition 5.1.2 On appelle mesure de Radon sur Rd toute appli
ation linéaire µ de Cc(Rd)dans R ou C (forme linéaire) qui est 
ontinue au sens de la 
ondition suivante :pour tout 
ompa
t K dans Rd, il existe une 
onstante MK , véri�ant :
|µ(f)| ≤MK‖f‖∞, pour toute fon
tion f 
ontinue à support dans K.On note M(Rd) l'espa
e des mesures de Radon sur Rd. Les formes linéaires positives sur Cc(Rd)sont bien des mesures de Radon. En e�et, elles véri�ent la 
ondition de 
ontinuité de la dé�nitionpré
édente :Proposition 5.1.3 Soit µ une forme linéaire positive sur Cc(Rd). Pour tout 
ompa
t K dans

Rd, il existe une 
onstante MK telle que |µ(f)| ≤MK‖f‖∞,∀f 
ontinue à support dans K.Preuve : Considérons une fon
tion φ 
ontinue à support 
ompa
t, positive et égale à 1 sur K(utiliser une fon
tion trapèze). Si f est à support dans K, on a |f | ≤ ‖f‖∞φ, d'où, en appliquantla positivité de µ :
|µ(f)| ≤ µ(|f |) ≤ ‖f‖∞µ(φ) = ‖f‖∞MK ,ave
 MK = µ(φ).

• L'espa
e M(Rd) 
omme espa
e dual de Cc(Rd)Soit K = [a, b] un intervalle 
ompa
t. Munissons l'espa
e C(K) des fon
tions 
ontinues à supportdans K de la norme uniforme. Toute mesure de Radon µ dé�nit une forme linéaire sur 
etespa
e qui est 
ontinue dans le sens suivant : si (fn)n∈N est une suite dans C(K) 
onvergeantuniformément vers une fon
tion f (qui est né
essairement 
ontinue à support dans K), alors
limn µ(fn) = µ(f). Cette propriété est une 
onséquen
e immédiate de la 
ondition de la dé�nition(5.1.2).



5.1. MESURE DE RADON SUR R OU RD 113Inversement, il est fa
ile de véri�er que, pour toute forme linéaire µ sur C(K) véri�ant la 
onditionde 
ontinuité pré
édente, il existe une 
onstante MK telle que
|µ(f)| ≤MK‖f‖∞,∀f ∈ C(K).Rappelons que le dual d'un espa
e ve
toriel normé (V, ‖ ‖) est l'espa
e des formes linéaires
ontinues sur (V, ‖ ‖). Nous avons i
i un exemple d'espa
e dual : l'espa
e ve
toriel normé estl'espa
e C(K) muni de la norme uniforme ; la restri
tion à C(K) de toute mesure de Radon sur

Rd dé�nit un élément du dual de (C(K), ‖ ‖∞).Si l'on 
onsidère maintenant l'espa
e Cc(Rd), il n'est plus possible de dé�nir la 
ontinuité d'uneforme linéaire sur 
et espa
e à l'aide d'une seule norme. Il faut en e�et tenir 
ompte des supports.Dé�nition 5.1.4 On dit qu'une forme linéaire µ sur Cc(Rd) est 
ontinue si elle véri�e la
ondition (C) suivante :pour toute suite (fn)n∈N de fon
tions de Cc(Rd) qui 
onverge uniformément vers une fon
tion fen restant à support dans un même 
ompa
t, on a : limn µ(fn) = µ(f).Ce
i revient à supposer que, pour tout 
ompa
t K de Rd, la restri
tion de µ à l'espa
e C(K) desfon
tions 
ontinues à support dans K muni de la norme uniforme est 
ontinue. Cette 
onditionest don
 bien équivalente à la 
ondition de la dé�nition (5.1.2).Notation 5.1.5 Soit µ une mesure de Radon sur Rd. On utilise en
ore la notation intégralepour désigner la valeur µ(f) de la forme linéaire µ sur une fon
tion f . On note µ(f) =

∫

Rd

f dµou ∫

Rd

f(t) dµ(t) ou en
ore simplement ∫
f dµ.Remarque 5.1.6 On peut se demander si les mesures de Radon peuvent être dé�nies 
ommeles éléments d'un dual. En d'autres termes, existe-t-il sur l'espa
e ve
toriel C(Rd) une topologie(d'espa
e ve
toriel topologique) telle que M(Rd) soit le dual de 
et espa
e. La réponse est oui.Mais pour dé�nir 
ette topologie il faut 
onsidérer toutes les semi-normes N sur Cc(Rd) véri�ant la
ondition (C) ren
ontrée plus haut (i.e. : les semi-normes N telles que, pour tout 
ompa
t K dans

Rd, il existe une 
onstante MK , véri�ant : |N(f)| ≤MK‖f‖∞,∀f 
ontinue à support dans K.)Il est plus simple d'exprimer la propriété de 
ontinuité des mesures de Radon par le fait qu'ellesvéri�ent la 
ondition (C). Par 
ontre, l'espa
e des mesures de Radon bornées, étudié plus loin,apparaît 
omme le dual d'un espa
e normé : l'espa
e (CB(Rd), ‖ ‖∞).Cas général des espa
es lo
alement 
ompa
tsLa notion de mesure de Radon peut être dé�nie dans le 
as général des espa
es topologiqueslo
alement 
ompa
ts, dont les espa
es eu
lidiens sont des exemples. Tous les résultats qui ne fontpas appel à la stru
ture parti
ulière de R ou Rd s'étendent sans di�
ulté à 
e 
as général.
• Espa
e des mesures de RadonUne mesure de Radon µ est dite réelle si µ(f) ∈ R, pour toute fon
tion f dans Cc(Rd) à valeursréelles. Nous allons montrer 
omment l'étude du 
as général peut être ramenée à 
elle des mesuresréelles et même réelles positives.



114 CHAPITRE 5. MESURES DE RADONProposition 5.1.7 L'ensemble M(Rd) des mesures de Radon sur Rd forme un espa
e ve
toriel.Toute mesure de Radon 
omplexe est la di�éren
e de deux mesures de Radon réelles. Toute mesurede Radon réelle est la di�éren
e de deux mesures de Radon positives.Preuve : Il est 
lair que M(Rd) forme un espa
e ve
toriel sur C.Pour toute mesure µ dans M(Rd), on peut poser, pour f à valeurs réelles, µr(f) = ℜe(µ(f)) et
µi(f) = ℑm(µ(f)).On a : µ(f) = µr(f) + iµi(f), pour f à valeurs réelles.On obtient ainsi deux mesures de Radon (en restri
tion aux fon
tions à valeurs réelles) que l'onprolonge aux fon
tions à valeurs 
omplexes en posant, pour f quel
onque dans Cc(Rd),

µr(f) = µr(ℜe f) + iµr(ℑmf),

µi(f) = µi(ℜe f) + iµi(ℑmf).On a alors µ = µr + iµi, ave
 µr et µi à valeurs réelles sur les fon
tions à valeurs réelles.Nous allons maintenant e�e
tuer la dé
omposition d'une mesure de Radon réelle 
ommedi�éren
e de deux mesures de Radon positives (i.e. prenant des valeurs ≥ 0 sur les fon
tionsà valeurs réelles positives).Soient µ1 et µ2 dans M(Rd) et α et β deux s
alaires. Notons αµ1 + βµ2 la forme linéaire dé�niesur Cc(Rd) par f → (αµ1 + βµ2)(f) = αµ1(f) + βµ2(f).On véri�e aisément que αµ1 + βµ2 est une mesure de Radon. On a dé�ni ainsi une stru
tured'espa
e ve
toriel sur M(Rd). On note que les formes linéaires positives sur Cc(Rd) forment un
�ne.Soit µ ∈ M(Rd). Montrons qu'on peut é
rire µ = µ+ − µ−, µ+ et µ− étant des formes linéairespositives sur Cc(Rd). Pour f ≥ 0 dans Cc(Rd), posons
µ+(f) = sup {µ(g), 0 ≤ g ≤ f, g ∈ Cc(R

d)},La 
ondition de majoration véri�ée par µ assure que 
ette borne supérieure est �nie. Il est 
lairque 0 ≤ µ(f) ≤ µ+(f) et que l'on a :
∀f1, f2 ≥ 0, dans Cc(Rd), µ+(f1 + f2) ≥ µ+(f1) + µ+(f2).Pour montrer l'additivité, il su�t d'observer que, si g dans C+

c (Rd) est telle que 0 ≤ g ≤ f1 + f2,alors il existe g1 et g2 dans C+
c (Rd) telles que g = g1 + g2 et 0 ≤ g1 ≤ f1, 0 ≤ g2 ≤ f2 (prendre

g1 = inf(g, f1), g2 = g − g1), 
e qui implique
µ+(f1 + f2) ≤ µ+(f1) + µ+(f2).On a ainsi dé�ni µ+, additive sur le 
�ne C+

c (Rd). On étend µ+ en une forme linéaire sur Cc(Rd),en posant µ+(f) = µ+(f+) − µ+(f−). Si l'on dé�nit µ− par µ−(f) = µ+(f) − µ(f), l'inégalité
µ(f) ≤ µ+(f), pour f ≥ 0, montre que µ− est une forme linéaire positive.



5.2. EXEMPLES : MESURES AVEC DENSITÉ, DISCRÈTES, SINGULIÈRES 1155.2 Exemples : mesures ave
 densité, dis
rètes, singulièresExemple 5.2.1 Exemple de mesures ayant une densité1) Nous avons vu plus haut que la 
orrespondan
e f →
∫

Rd f dx, qui à f dans Cc(Rd) asso
ieson intégrale (au sens de Riemann), dé�nit une mesure de Radon (positive).2) Plus généralement, 
onsidérons une fon
tion φ lo
alement intégrable, 
'est-à-dire telles que,pour tout 
ompa
t K la fon
tion 1K φ soit intégrable. La 
lasse des fon
tions lo
alement inté-grables 
ontient 
elle des fon
tions intégrables, des fon
tions 
ontinues, des fon
tions mesurablesbornées sur tout 
ompa
t.On dé�nit une mesure de Radon λφ sur Rd en posant λφ(f) =
∫

Rd fφ dx, pour f ∈ Cc(Rd). Onvéri�e que la 
ondition de 
ontinuité est bien véri�ée :
|λφ(f)| ≤

∫
|f ||φ| dx ≤ ‖f‖∞

∫

K
|φ| dx, pour f à support dans K.Rappelons qu'une fon
tion est dite lo
alement intégrable, si elle est intégrable sur tout 
ompa
t.Dé�nition 5.2.2 On dit qu'une mesure µ sur Rd a une densité s'il existe une fon
tion φlo
alement intégrable (par exemple 
ontinue) telle que µ = λφ, 
'est-à-dire telle que

µ(f) =

∫

Rd

fφ dx, pour toute f ∈ Cc(R
d).A l'opposé des mesures ayant une densité, se trouvent les mesures dis
rètes. L'exemple le plussimple est 
elui de la mesure de Dira
 en un point a, notée δa et dé�nie par f → δa(f) = f(a).Plus généralement, si a1, ..., an sont des points de Rd et α1, ..., αn des réels (vus 
omme des masses,du moins dans le 
as positif, pla
ées aux points ai), la 
orrespondan
e f → µ(f) =

∑n
1 αif(ai)dé�nit une mesure µ.Dé�nition 5.2.3 On dit qu'une mesure µ sur Rd est dis
rète s'il existe une famille �nie oudénombrable (ai)i∈I de points de Rd et une famille (αi)i∈I de réels, tels que

f → µ(f) =
∑

i∈I
αif(ai), pour toute f ∈ Cc(R

d). (5.1)On montrera en exer
i
e que la formule (5.1) dé�nit bien une mesure de Radon, si les familles
(ai)i∈I et (αi)i∈I véri�ent la 
ondition :

∑

i:|ai|≤L
|αi| <∞,∀L. (5.2)Cette 
ondition est évidemment satisfaite si la famille d'indi
es I est �nie, ou plus généralement sila famille des points (ai)i∈I est dis
rète (sans point d'a

umulation). Il n'y a alors qu'un nombre�ni de points ai dans 
haque 
ompa
t de Rd). La 
ondition (5.2) est également satisfaite si l'ona : ∑

i∈I |ai| <∞.



116 CHAPITRE 5. MESURES DE RADONLes mesures dis
rètes forment un sous-espa
e ve
toriel de l'espa
e des mesures. Toute mesuredis
rète µ peut être représentée 
omme une 
ombinaison de mesures de Dira
 :
µ =

∑

i∈I
αiδai

.Remarque 5.2.4 Nous avons ainsi dé�ni deux 
lasses de mesures : les mesures dis
rètes et lesmesures ayant une densité. Plus généralement, on peut 
onsidérer la 
lasse des mesures qui sontle somme d'une mesure dis
rète et d'une mesure ayant une densité.Mais il existe des mesures qui ne sont pas dans 
ette 
lasse. On peut 
onstruire des mesuresdi�uses (i.e. sans masse pon
tuelle) et singulières par rapport à la mesure de Lebesgue.Plongement des espa
es de fon
tions dans l'espa
e des mesuresNous avons asso
ié à toute fon
tion φ lo
alement intégrable sur Rd (au sens de l'intégrale deLebesgue) une mesure de densité φ, la mesure λφ : f →
∫

Rd fφ dt.Cette 
onstru
tion permet de �plonger� l'espa
e des fon
tions lo
alement intégrables dans l'espa
e
M(Rd) des mesures sur Rd. On doit 
ependant véri�er que la 
orrespondan
e est bien inje
tive(elle est loin d'être surje
tive, puisque nous avons vu qu'il existe des mesures qui n'ont pas dedensité).La preuve est élémentaire dans le 
as de fon
tions 
ontinues. En faisant la di�éren
e des mesures
µφ1

et µφ2
, en supposant φ1 et φ2 
ontinues, on est ramené à montrer que, si φ est une fon
tion
ontinue telle que ∫

Rd φfdt = 0,∀f ∈ Cc(Rd), alors φ est identiquement nulle.Choisissons f 
ontinue à support 
ompa
t de la forme φχ, où χ est une �fon
tion trapèze�. Ona ∫
|φ|2χdt = 0. Ce
i implique que φ (qui est supposeé 
ontinue) est identiquement nulle sur lesupport de χ, don
 identiquement nulle.Ce résultat s'étend à des densités lo
alement intégrables quel
onques :Proposition 5.2.5 Si φ1 et φ2 sont deux fon
tions lo
alement intégrables (pour la mesure deLebesgue λ) telles que

λ(fφ1) ≥ λ(fφ2), ∀f ∈ C+
c (Rd), , (5.3)alors φ1 ≥ φ2, λ-presque partout.En parti
ulier, si µφ1

= µφ2
, on a φ1(t) = φ2(t) pour presque tout t et, si les fon
tions φ1 et φ2sont 
ontinues, elles sont égales en tout point.Preuve : L'inégalité (5.3) s'étend aux fon
tions f mesurables bornées positives à support 
ompa
t.Pour une telle fon
tion, on peut en e�et 
onstruire une suite (fn) de fon
tions 
ontinues positivesà support 
ompa
t, bornées uniformément, qui 
onverge vers f presque partout. On peut alorspasser à limite grâ
e au théorème de Lebesgue dans l'inégalité ∫

fnφ1 dλ ≥
∫
fnφ2 dλ.Soit A = {φ2 > φ1}. En prenant f = 1A∩B , ave
 B 
ompa
t, on obtient, λ((φ1 − φ2) 1A∩B) ≥ 0,d'où λ(A∩B) = 0. En appliquant 
e résultat à B = [−n, n], on obtient que A = ∪n(A∩ [−n, n])est négligeable.En parti
ulier, l'égalité λ(fφ1) = λ(fφ2), ∀f ∈ Cc(Rd), implique l'égalité φ1 = φ2, λ-p.p..



5.3. MESURES BORÉLIENNES ET MESURES DE RADON SUR RD 117Un exemple en dimension > 1Voi
i un exemple (en dimension d > 1) qui ne se réduit pas aux exemples pré
édents :Soit Γ une 
ourbe dans Rd, dé�nie par une appli
ation 
ontinue t ∈ [0, 1] → (x1(t), ..., xd(t)) ∈ Rd.Pour toute fon
tion f dans Cc(Rd), la fon
tion t → f(x1(t), ..., xd(t)) est 
ontinue et peut êtreintégrée entre 0 et 1. L'appli
ation f →
∫ 1
0 f(x1(t), ..., xd(t)) dt dé�nit une forme linéaire positivesur Cc(Rd), qui n'a pas de densité et qui n'est pas dis
rète.

• Majoration par une mesure positiveLa proposition (5.1.7) permet de dé�nir, pour toute mesure de Radon réelle µ, la mesure positive
|µ| par

|µ| = µ+ + µ−,où µ = µ+ − µ− est la dé
omposition de µ 
omme di�éren
e de deux mesures positives.On a, pour toute fon
tion f ∈ Cc(Rd), la majoration
|
∫
f(x) dµ(x)| ≤

∫
|f(x)| d|µ|(x).Cette majoration permet souvent, dans des problèmes d'intégrabilité ou de 
onvergen
e, de seramener à des mesures positives.Exer
i
e 5.2.6a) Montrer que la 
onstru
tion de |µ|, dans le 
as où la mesure µ a une densité φ, revient à la
onstru
tion de la mesure de densité positive |φ|.b) Dans le 
as où µ est une mesure dis
rète, déterminer |µ|.Dé�nition 5.2.7 Soit µ une mesure de Radon. On appelle support de µ le fermé 
omplémen-taire de la réunion des ouverts U tels que µ(f) = 0, pour toute fon
tion f 
ontinue à supportdans U .Une mesure est à support 
ompa
t s'il existe un 
ompa
t K tel que µ(f) = 0 pour toute fon
tion

f 
ontinue à support disjoint de K.5.3 Mesures boréliennes et mesures de Radon sur RdDé�nition 5.3.1 Nous dirons qu'une mesure µ positive sur la tribu borélienne de Rd estlo
alement �nie si µ(K) <∞, pour tout 
ompa
t K de Rd.Les fon
tions 
ontinues à support 
ompa
t sont don
 µ-intégrables, pour toute mesure µlo
alement �nie. Il est 
lair que, pour une telle mesure, la forme linéaire Iµ : f ∈ Cc(Rd) → µ(f)dé�nit une mesure de Radon sur Rd. Le théorème de Radon-Riesz établit la ré
iproque :



118 CHAPITRE 5. MESURES DE RADONThéorème 5.3.2 La 
orrespondan
e µ → Iµ est une bije
tion entre l'espa
e des mesuresboréliennes positives lo
alement �nies sur Rd et l'espa
e des mesures de Radon positives sur
Rd.Prin
ipe de la Preuve : A partir de la forme linéaire dé�nie par µ sur l'espa
e Rc(R

d), on pro
èdepar prolongement (par exemple par la méthode de Daniell) pour 
onstruire l'espa
e des fon
tionsboréliennes µ-intégrables.
• Les théorèmes de la théorie de l'intégrationLa théorie de l'intégrale de Lebesgue développée à partir de l'intégrale des fon
tions 
ontinuesou en es
alier 
onduit à l'espa
e des fon
tions f intégrables sur R par rapport à la mesurede Lebesgue : ∫

R
|f(t)| dt < ∞. De la même façon, on peut partir d'une mesure de Radon

µ et 
onstruire l'espa
e des fon
tions qui sont µ-intégrables. Les théorèmes de 
onvergen
e
lassiques de l'intégrale de Lebesgue restent valides sans 
hangement pour l'espa
e des fon
tions
µ-intégrables.Enonçons par exemple le théorème de 
onvergen
e dominée de Lebesgue (dans le 
as où µ est lamesure uniforme sur R, on retrouve l'énon
é du théorème de Lebesgue pour L1(R)).Théorème 5.3.3 Théorème de 
onvergen
e dominée de Lebesgue : Soit µ une mesurepositive sur Rd. Soit (fn)n∈N une suite de fon
tions µ-intégrables telle que limn fn(t) = f(t), pour(µ-presque) tout t (
onvergen
e simple). S'il existe une fon
tion µ-intégrable g telle que |fn| ≤ g,pour tout n, alors la fon
tion f est µ-intégrable et on a :

lim
n

∫
fn(t) dµ(t) =

∫
lim
n
fn(t) dµ(t) =

∫
f(t) dµ(t).

• Dualité sur un espa
e de fon
tions tests, prin
ipeLes mesures de Radon ont été dé�nies 
omme des formes linéaires 
ontinues sur l'espa
e
V = Cc(Rd) des fon
tions 
ontinues à support 
ompa
t muni d'une topologie 
onvenable.Cet espa
e sert i
i d'espa
e de fon
tions tests. Par exemple, pour véri�er l'égalité entre deuxmesures de Radon µ1 et µ2, on doit (par dé�nition même des mesures de Radon) véri�er quel'appli
ation de 
es deux mesures aux fon
tions tests donne le même résultat, 
'est-à-dire quel'on a l'égalité µ1(f) = µ2(f),∀f ∈ Cc(Rd).Dans la dé�nition des mesures de Radon, on a 
hoisi Cc(Rd) 
omme espa
e de fon
tions tests, enpré
isant le mode de 
onvergen
e (rappelons �qu'une suite (fn) 
onverge vers f ∈ Cc(Rd)�, pardé�nition de la topologie mise sur l'espa
e Cc(Rd), si les fon
tions fn restent à support dans un
ompa
t �xe et si la suite (fn) 
onverge uniformément vers f).Choisissons maintenant 
omme espa
e de fon
tions tests un espa
e plus gros : l'espa
e CB(Rd) desfon
tions 
ontinues bornées sur Rd, muni de la topologie de la 
onvergen
e uniforme. Cet espa
e
ontient l'espa
e Cc(Rd) et toute suite (fn) qui 
onverge au sens de la topologie sur Cc(Rd)
onverge au sens de la 
onvergen
e uniforme. Les formes linéaires 
ontinues sur CB(Rd) sontdon
 des 
as parti
uliers de mesures de Radon : 
e sont les mesures de Radon µ pour lesquellesl'intégrale ∫

Rd f(t) dµ(t) peut être prolongée de Cc(Rd) à CB(Rd). Ce sont les mesures bornéesdont nous allons pré
iser la dé�nition.On note que la 
onstru
tion pré
édente illustre le prin
ipe général suivant : si l'on agrandit l'es-pa
e des fon
tions tests (ave
 
ompatibilité des topologies), on diminue l'espa
e des fon
tionnelles
ontinues sur l'espa
e des fon
tions tets.



5.4. MESURES BORNÉES 1195.4 Mesures bornéesReprenons la dé�nition des mesures de Radon. Soit µ une mesure de Radon sur Rd. Noussavons que, pour tout 
ompa
t K dans Rd, il existe une 
onstante MK véri�ant : |µ(f)| ≤
MK‖f‖∞,∀f 
ontinue à support dans K. Nous dirons que µ est bornée si la 
onstante MK nedépend pas du 
ompa
t K. On a don
 la dé�nition suivante :Dé�nition 5.4.1 On dit qu'une mesure de Radon µ est bornée, s'il existe une 
onstante �nie
M telle que

∀f ∈ Cc(Rd), |µ(f)| ≤M‖f‖∞. (5.4)On note MB(R) l'espa
e ve
toriel des mesures de Radon bornées.Si µ est une mesure bornée, alors µ peut être prolongée à l'espa
e CB(Rd) des fon
tions 
ontinuesbornées.Supposons µ positive (on peut se ramener à 
ette situation, 
ar si µ est une mesure réellebornée, µ+ et µ− le sont aussi). Le prolongement de µ bornée à CB(Rd) peut être obtenu de lafaçon suivante : Soit f une fon
tion 
ontinue bornée positive. Si (χn) est une suite 
roissante defon
tions �trapèzes� à support 
ompa
t, 
onvergeant vers 1 en 
roissant, la suite (µ(fχn)) est
roissante et majorée. Sa limite dé�nit l'intégrale µ(f). On montre qu'elle ne dépend pas de 
ette
onstru
tion parti
ulière.En d'autres termes, les fon
tions 
ontinues bornées sont µ-intégrables, pour toute mesure µbornée.On peut dé�nir une norme sur l'espa
e des mesures bornées, en posant :
‖µ‖ = sup

{f∈Cc(Rd),‖f‖∞≤1}
|µ(f)|.La mesure mesure µ est bornée, si et seulement si 
ette quantité est �nie.Le 
as le plus important est 
elui où µ est à la fois bornée et positive. Dans 
e 
as, on montreaisément (exer
i
e) que la quantité ‖µ‖ est égale à la 
onstante µ(1), qui est appelée masse de

µ.Il est 
lair que les mesures de Radon à support 
ompa
t sont bornées.Dé�nition 5.4.2 Si µ est positive, bornée et telle que µ(1) = 1, on dit que µ est une mesure deprobabilité.Exemple 5.4.3 Soit λφ une mesure ayant une densité lo
alement intégrable (par exemple
ontinue) φ. Alors la mesure λφ est bornée si φ est intégrable et on a, dans 
e 
as,
‖µ‖ =

∫
|φ| dx = ‖φ‖1. (5.5)On peut établir la ré
iproque et montrer (exer
i
e) le résultat suivant :



120 CHAPITRE 5. MESURES DE RADONProposition 5.4.4 Une mesure λφ ayant une densité φ est bornée si et seulement si φ estintégrable (au sens de la mesure de Lebesgue sur Rd : ∫
|φ(t)| dt <∞.On prendra garde au fait que λφ bornée ne signi�e pas que φ est bornée.Remarque 5.4.5 De la 
ondition (5.4) on déduit la propriété importante suivante véri�ée parles mesures bornées.Soit µ une mesure bornée (que nous pouvons supposer positive). Alors, pour tout ǫ > 0, il existe

L tel que, pour toute fon
tion f à support dans [−L,L]c, on ait : |µ(f)| ≤ ǫ‖f‖∞.[Dans le 
as 
ontraire, on pourrait 
onstruire, pour un ǫ > 0, une suite (fn) de fon
tions 
ontinuesà supports disjoints, telles que ‖fn‖ ≤ 1 et µ(fn) > ǫ. D'où ‖∑N
1 fn‖∞ ≤ 1 et µ(

∑N
1 fn) ≥ Nǫ,pour tout N .℄5.5 Produit et 
onvolution de mesures de RadonConsidérons deux mesures de Radon µ et ν sur R. Soit f une fon
tion 
ontinue à support 
ompa
tsur R2. Nous 
her
hons à dé�nir l'intégrale de la fon
tion f par rapport à une mesure de Radonproduit, notée µ× ν. Le pro
édé est analogue à 
elui de la dé�nition de l'intégrale de Riemanndes fon
tions 
ontinues à support 
ompa
t sur R2.Pour y ∈ R �xé, la fon
tion fy : x → fy(x) = f(x, y) est 
ontinue à support 
ompa
t sur

R. On peut don
 l'intégrer par rapport à la mesure µ. On obtient ainsi une nouvelle fon
tion
y → µ(fy) =

∫
R
f(x, y) dµ(x) qui est en
ore 
ontinue à support 
ompa
t et que l'on peut intégrerpar rapport à ν. La mesure produit µ× ν peut être ainsi dé�nie par

(µ× ν)(f) =

∫

R

(

∫

R

f(x, y)dµ(x))dν(y). (5.6)La 
onstru
tion pré
édente n'est pas a priori symétrique : on peut également intégrer d'aborden y, puis en x. On montre (exer
i
e) que le résultat est le même. En d'autres termes, on a laforme élémentaire suivante du théorème de Fubini :Lemme 5.5.1 Pour toute fon
tion f dans Cc(R2), on a :
∫

R

(

∫

R

f(x, y)dµ(x))dν(y) =

∫

R

(

∫

R

f(x, y)dν(y))dµ(x).On montrera en exer
i
e que l'appli
ation f → (µ× ν)(f) dé�nit bien une mesure de Radon sur
R2.Il est 
lair que la 
onstru
tion se généralise au 
as de deux mesures de Radon µ et ν dé�niesrespe
tivement sur Rp et Rq et permet de dé�nir la mesure produit µ× ν sur Rp+q.Plus généralement, étant donnés deux espa
es lo
alement 
ompa
ts X et Y et deux mesures deRadon µ et ν, respe
tivement sur X et Y , on peut 
onstruire leur produit µ × ν, qui est unemesure de Radon dé�nie sur l'espa
e produit X × Y .On véri�era en exer
i
e le résultat suivant :



5.5. PRODUIT ET CONVOLUTION DE MESURES DE RADON 121Lemme 5.5.2 Si µ et ν sont deux mesures bornées, alors la mesure produit µ× ν est égalementbornée.
• Convolution de mesures bornées sur RdConsidérons deux mesures de Radon sur R bornées µ et ν. Si f est une fon
tion 
ontinue àsupport 
ompa
t sur R, la fon
tion de deux variables (x, y) → f(x + y) est 
ontinue et bornéesur R2 (mais n'est plus à support 
ompa
t si f n'est pas identiquement nulle). On peut don
l'intégrer par rapport à la mesure produit µ × ν 
onstruite au paragraphe pré
édent, puisque
ette mesure est bornée si µ et ν le sont.Dé�nition 5.5.3 On appelle 
onvolée de deux mesures de Radon bornées µ et ν la mesure deRadon dé�nie par

f → (µ ∗ ν)(f) =

∫

R

f(x+ y) dµ(x) dν(y).D'après la remarque pré
édant la dé�nition, l'intégrale 
i-dessus a un sens, et on véri�e fa
ilementque la 
orrespondan
e f → (µ ∗ ν)(f) dé�nit bien une mesure de Radon sur R.On voit que 
e
i revient à dé�nir la mesure µ ∗ ν 
omme la mesure image de la mesure produit
µ× ν sur R2 par l'appli
ation (t, s) → t+ s.Si µ et ν sont des mesures bornées ayant des densités, 
es densités sont des fon
tions intégrables.Nous allons montrer que le produit de 
onvolution de µ et ν a également une densité donnée parle produit de 
onvolution de leur densité. La 
onvolution des mesures de Radon, quand elle estpossible, est don
 l'extension de la notion de 
onvolution dé�nie sur les espa
es de fon
tions.Proposition 5.5.4 Si les mesures de Radon bornées µ et ν ont une densité, µ = φ dx, ν = ψ dx,alors µ ∗ ν a une densité donnée par φ ∗ ψ.Preuve : Soit f une fon
tion arbitraire dans Cc(R). En posant x = z − y, et en appliquant lethéorème de Fubini, on obtient :

∫

R

f(z) d(µ ∗ ν)(z) =

∫

R

∫

R

f(x+ y) φ(x) ψ(y) dxdy (5.7)
=

∫

R

f(z)(

∫

R

φ(z − y) ψ(y) dy) dz (5.8)
=

∫

R

f(z) (φ ∗ ψ)(z) dz. (5.9)
La dé�nition et les résultats pré
édents s'étendent immédiatement aux mesures de Radon sur
Rd.On montre que l'espa
e ve
toriel des mesures de Radon bornées, muni de la 
onvolution, formeune algèbre 
ommutative.Dans le 
as général de deux mesures de Radon (de même que pour deux fon
tions lo
alementintégrables), il n'est pas toujours possible de les 
onvoler. Néanmoins, on véri�era que 
ela estpossible dans les 
as parti
uliers suivants :



122 CHAPITRE 5. MESURES DE RADON- si µ est à support 
ompa
t et ν quel
onque.- si µ et ν sont toutes les deux à support dans la demi-droite [0,∞[.Véri�ons la deuxième assertion. Considérons pour 
ela deux mesures µ et ν à support dans R+.La mesure µ ∗ ν peut être dé�nie par :
f ∈ Cc(R) →

∫

R

∫

R

f(t+ s) dµ(t) dν(s).En e�et, si f est à support dans [−L,L], alors la fon
tion (t, s) → f(t+ s) est à support dans labande parallèle à la deuxième bisse
tri
e {(t, s), |t+s| ≤ L}. Elle n'est pas à support 
ompa
t et,sans hypothèse sur µ et ν, on ne peut pas l'intégrer, en général, par rapport à la mesure produit
µ× ν.Mais i
i, les supports de µ et de ν étant dans R+, le domaine d'intégration peut être restreintau quadrant positif {(t, s), t ≥ 0, s ≥ 0, }. L'intégrale pré
édente s'é
rit :

∫ L

0
(

∫ L−s

0
f(t+ s) dµ(t)) dν(s).On intègre don
 en fait sur le triangle 
ompa
t de sommets (0, 0), (L, 0), (0, L) (Faire un dessin).Pour t < 0, l'intégrale est nulle. La mesure µ ∗ ν est bien dé�nie et à support à son tour dans

R+.On a ainsi montré que les mesures de Radon à support dans R+ forment une algèbre de
onvolution. Ce résultat s'applique évidemment aux mesures ayant une densité nulle pour t < 0.Ainsi, 
onsidérons la fon
tion é
helon Y = 1[0,∞[. Bien qu'elle ne soit pas intégrable, on peut la
onvoler par elle-même (voir exer
i
e). On obtient, en faisant n-fois le produit de 
onvolution de
Y par elle-même :

Y ∗ ... ∗ Y (t) =
tn−1

(n− 1)!
Y (t).

• Dérivation de µ ∗ φProposition 5.5.5 Soit φ une fon
tion dérivable telle que φ′ soit 
ontinue et bornée. Pour toutemesure bornée µ, la 
onvolée µ ∗ φ est une fon
tion dérivable, et on a :
(µ ∗ φ)′ = µ ∗ φ′.Preuve : E
rivons µ ∗ φ sous la forme (µ ∗ φ)(t) = µ(Ttφ̃), où φ̃(s) = φ(−s) et Ttφ(s) = φ(s− t).Quand h tend vers 0, h−1[Tt+hφ̃ − Ttφ̃] 
onverge vers Ttφ̃′, et le rapport des a

roissements estmajoré par ‖φ′‖∞. Comme µ est une mesure bornée, on a :

lim
h→0

∫
h−1[Tt+hφ̃− Ttφ̃] dµ(t) =

∫
φ′(t− s) dµ(s) = (µ ∗ φ′)(t).



5.6. TRANSFORMÉE DE FOURIER D'UNE MESURE BORNÉE 1235.6 Transformée de Fourier d'une mesure bornéeEtant donnée une mesure de Radon bornée µ sur R, pour tout réel u, on peut intégrer la fon
tion
ontinue et bornée eu : t→ e2πiut par rapport à µ.Dé�nition 5.6.1 On appelle transformée de Fourier de µ la fon
tion µ̂ (notée aussi Fµ)dé�nie sur R par
u→ µ̂(u) = µ(eu) =

∫

R

e−2πitu dµ(t).On véri�e immédiatement que si λφ est une mesure bornée ayant une densité f , alors λ̂φ
oïn
ide ave
 la transformée de Fourier de la densité. La notion de transformée de Fourier d'unemesure bornée est don
 bien 
ompatible ave
 la notion de transformée de Fourier d'une fon
tionintégrable. Comme pour la transformée de Fourier des fon
tions intégrables, on a le résultatsuivant :Proposition 5.6.2 La transformée de Fourier d'une mesure bornée est une fon
tion uniformé-ment 
ontinue bornée, véri�ant ‖µ̂‖∞ ≤ ‖µ‖.Preuve : L'inégalité ‖µ̂‖∞ ≤ ‖µ‖ résulte du fait que les fon
tions e2πitu sont de module 1.On peut supposer µ positive. La 
ontinuité de µ̂ résulte du théorème de 
onvergen
e dominée deLebesgue (exer
i
e).Donnons une autre méthode de démonstration.Soit µ une mesure bornée positive. Soit ǫ > 0. D'après la remarque (5.4.5), il existe un intervalle
[−L,L] tel que, pour toute fon
tion f 
ontinue bornée nulle sur [−L,L], on ait |µ(f)| ≤ ǫ‖f‖∞.Soit ψL une fon
tion 
ontinue à support 
ompa
t telle que 0 ≤ ψ ≤ 1, ave
 ψL(t) = 1, pour tdans [−L,L]. E
rivons eu = ψLeu + (1 − ψL)eu. On a :

µ̂(u) =

∫

R

eu(t) dµ(t) =

∫

R

ψL(t)eu(t) dµ(t) +

∫

R

(1 − ψL(t))eu(t) dµ(t).D'où :
|µ̂(u+ h) − µ̂(u)| ≤

∫

R

ψL(t)|eu+h(t) − eu(t)| dµ(t) + 2ǫ (5.10)
≤

∫

R

ψL(t)|e−2πiht − 1| dµ(t) + 2ǫ (5.11)
≤ 2π|h|

∫

R

|t| ψL(t) dµ(t) + 2ǫ. (5.12)Ce
i montre la 
ontinuité uniforme de µ̂.On notera que la transformée de Fourier d'une mesure bornée peut ne pas tendre vers 0 à l'in�ni(exemple : δ̂0 = 1), 
ontrairement à la transformée de Fourier d'une fon
tion intégrable (lemmede Riemann-Lebesgue).Comme dans le 
as des fon
tions, on peut également dé�nir une transformée de Lapla
e pour lesmesures. La transformée obtenue n'est dé�nie a priori que sur une partie du plan 
omplexe.



124 CHAPITRE 5. MESURES DE RADONDé�nition 5.6.3 On appelle transformée de Lapla
e d'une mesure µ la fon
tion de lavariable 
omplexe z dé�nie par
z → µ̃(z) =

∫

R

e−zt dµ(t),sur le domaine D = {z :
∫

R
|e−zt| d|µ|(t) =

∫
R
e−tℜe(z) d|µ|(t) <∞}.Exemples 5.6.4On note que le domaine de dé�nition de µ̃ peut être vide (
'est le 
as si on prend pour µ lamesure dt sur R). Si la mesure µ est bornée, alors le domaine D 
ontient l'axe imaginaire et on a,pour u réel, µ̃(2πiu) = µ̂(u) : on retrouve, en restri
tion à l'axe réel, la transformée de Fourier.Si µ est une mesure dis
rète, µ =

∑

k

αkδak
, la transformée de Lapla
e s'é
rit 
omme une série :

µ̃(z) =
∑

k

αke
−zak .Si la mesure est portée par les entiers naturels, 
'est-à-dire si µ est de la forme µ =

∑

k∈N

αkδk, latransformée de Lapla
e s'é
rit 
omme une série entière :
µ̃(z) =

∞∑

0

αke
−zk =

∞∑

0

αku
k,ave
 u = e−z.Si µ est une mesure à support 
ompa
t, la transformée de Lapla
e de µ est une fon
tion analytiquedans le plan 
omplexe (exer
i
e).Si µ est une mesure à support 
ontenu dans R+ et bornée, la transformée de Lapla
e est dé�niedans le demi-plan ℜe(z) ≤ 0 et est une fon
tion analytique dans le demi-plan ouvert ℜe(z) < 0(exer
i
e).

• Inje
tivité de la transformée de FourierMontrons que la donnée de la transformée de Fourier d'une mesure µ bornée détermine µ. Cerésultat généralise la propriété d'inje
tivité de la transformation de Fourier pour l'espa
e L1(R).Proposition 5.6.5 Pour toute mesure bornée µ et toute fon
tion intégrable f , on a :
µ(f̂) =

∫

R

f(t) µ̂(t) dt. (5.13)Si f et f̂ sont intégrables, on a :
µ(f) =

∫

R

f̂(t) µ̂(−t) dt. (5.14)



5.7. MESURE SPECTRALE D'UN SIGNAL 125Preuve : On obtient (5.13) en appliquant le théorème de Fubini :
µ(f̂) =

∫

R

(

∫

R

f(t) e−2πiutdt) dµ(u) dt (5.15)
=

∫

R

f(t)(

∫

R

e−2πiut dµ(u)) dt. (5.16)La formule (5.14) résulte de (5.13) appliquée à f̂ et de la formule d'inversion qui permet, si f̂ estintégrable, d'é
rire f 
omme la transformée de Fourier inverse de f̂ .Théorème 5.6.6 L'appli
ation µ→ µ̂ est de MB(R) dans CB(R) inje
tive : si µ et ν sont deuxmesures bornées telles que µ̂ = ν̂, alors µ = ν.Preuve : D'après (5.14), on a µ(f) = ν(f), pour toute f telle que f et f̂ soit intégrable, don
en parti
ulier pour f dans l'espa
e S. Cette égalité subsiste pour toute f dans Cc(R), 
ar toutefon
tion 
ontinue à support 
ompa
t est limite uniforme de fon
tions de S (et même de fon
tions
C∞ à support 
ompa
t).
• Convolution et transformées de Fourier et de Lapla
eOn montrera en exer
i
e que la transformée de Fourier du produit de 
onvolution de deux mesuresbornées est le produit de leur transformée de Fourier.De même, on montrera en exer
i
e que la transformée de Lapla
e du produit de 
onvolution dedeux mesures à support 
ompa
t est le produit de leur transformée de Lapla
e.5.7 Mesure spe
trale d'un signalGrâ
e à la notion de mesure de Radon, on peut englober dans un même formalisme l'analyse deFourier des fon
tions intégrables sur R et 
elle des mesures bornées dis
rètes. Dans les deux 
as,il s'agit de la transformée de Fourier de mesures bornées.La terminologie introduite dans 
e paragraphe (mesure spe
trale, largeur de bande,...) est 
ellede la théorie du signal.Considérons la 
lasse des fon
tions (des signaux) qui peuvent être représentés 
omme transforméede Fourier d'une mesure bornée sur l'espa
e des fréquen
es : 
e sont les signaux f qui peuvents'é
rire sous la forme

f(t) =

∫

R

e2πitudµ(u), t ∈ R, (5.17)où µ est une mesure bornée.Cette formule (5.17) est la représentation d'un signal 
omme une somme (au sens �intégrale de�)de phénomènes périodiques. Elle s'applique à une 
lasse assez générale de signaux (
ontenant parexemple les fon
tions intégrables dont la transformée de Fourier est une fon
tion intégrable, maisaussi les fon
tions périodiques dont la série de Fourier véri�e ∑
n |cn(f)| < +∞). On rappro
hera
ette représentation de 
elle que l'on ren
ontre en physique ave
 la répartition de masse d'unobjet 
omportant des parties homogènes et des parties granulaires (analogues aux masses deDira
).



126 CHAPITRE 5. MESURES DE RADONRemarque 5.7.1 Cette représentation n'est pas toujours possible. En e�et si µ est bornée, satransformée de Fourier est né
essairement 
ontinue. Dans le même ordre de résultat, on montreque si µ possède un moment d'ordre 1, i.e. ∫
R
|t|dµ(t) <∞, alors µ̂ est dérivable. (voir exer
i
es)Dé�nition 5.7.2 On dit qu'un signal f : t → f(t), t ∈ R possède une mesure spe
trale µ, si

f peut être représenté sous la forme (5.17), où µ est une mesure de Radon bornée sur l'espa
edes fréquen
es.Nous avons vu que la donnée de la transformée de Fourier µ̂ d'une mesure µ bornée détermine µ.La mesure spe
trale d'un signal f est don
 dé�nie de façon unique par la formule (5.17), puisque
f donnée par (5.17) est la transformée de Fourier (inverse) de sa mesure spe
trale.
• Signaux à spe
tre dis
retLes signaux périodiques sont asso
iés à une mesure dis
rète. Si le signal (la fon
tion) f est depériode τ > 0, sa mesure spe
trale est portée par le réseau {nτ−1, n ∈ Z}.Supposons f intégrable sur [−1

2τ,
1
2τ ]. On peut asso
ier à f sa série de Fourier (τ -périodique) :

∑

n∈Z

cn(f)e2πin
t
τ , (5.18)ave


cn(f) =
1

τ

∫ 1

2
τ

− 1

2
τ
f(t)e−2πin t

τ dt.Cette série représente f , en un sens plus ou moins fort, suivant les hypothèses faites sur f(
onvergen
e pon
tuelle, 
onvergen
e en moyenne, 
onvergen
e en norme ‖ ‖2...).La mesure spe
trale de f est la mesure dis
rète µ de masse cn aux points nτ−1, n ∈ Z,
µ =

∑
n cnδnτ−1 . I
i la représentation du signal dans la formule (5.17) est asso
iée à une mesuredis
rète.Les fon
tions t → e2πin

t
τ sont des signaux périodiques �élémentaires� de fréquen
e τ−1 et depériode τ , en lesquels on peut dans 
e 
as dé
omposer f .Remarques 5.7.31) Si ∑

n |cn(f)| < ∞, alors f est 
ontinue et peut être représentée par la série (5.18) ave

onvergen
e en tout point et même en norme uniforme.2) Si f est de 
arré intégrable sur un intervalle de période, alors on a ∑
n |cn|2 < ∞. Lareprésentation de f donnée par (5.18) est le développement de f dans la base orthonorméede L2[−1

2τ,
1
2τ ] formée des fon
tions {en, n ∈ Z}, ave
 en(t) = τ−

1

2 e2πin
t
τ . On a l'égalité deParseval :

∑

n

|cn|2 =
1

τ

∫ 1

2
τ

− 1

2
τ
|f(t)|2 dt.3) Si les 
oe�
ients cn(f) véri�ent des 
onditions de moments �nis, alors le signal f est régulier :par exemple, la 
ondition ∑

n |n||cn| <∞ implique que f est de 
lasse C1.4) Un signal peut avoir une mesure spe
trale dis
rète sans être périodique : par exemple
f(t) = cos(2πt) + cos(2π

√
2 t) est non périodique (le montrer en exer
i
e) et a pour mesurespe
trale la mesure dis
rète 1
2 (δ−1 + δ1) + 1

2(δ−
√

2 + δ√2).
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• Mesure spe
trale des signaux à valeurs réellesSoit f un signal à valeurs réelles, de mesure spe
trale (bornée) µf :

f(t) =

∫

R

e2πitudµf (u).E
rivons µf sous la forme
µf = µ1

f + iµ2
f ,ave
 µ1

f et µ2
f mesures réelles.Dans le 
as d'un signal intégrable à valeurs réelles, on voit fa
ilement que la partie réelle desa transformée de Fourier est paire et la partie imaginaire est impaire. En utilisant le fait quela transformée de Fourier détermine la mesure, on obtient de façon générale la 
ara
térisationsuivante des signaux à valeurs réelles en terme de mesure spe
trale :Proposition 5.7.4 La partie réelle de la mesure spe
trale d'un signal à valeurs réelles est paireet sa partie imaginaire est impaire :

dµ1
f (−u) = dµ1

f (u), dµ2
f (−u) = −dµ2

f (u).On peut don
 é
rire un signal réel sous la forme
f(t) = 2

∫ ∞

0
cos(2πut) dµ1

f (u) + 2

∫ ∞

0
sin(2πut) dµ2

f (u).Dé�nition 5.7.5 Un signal f de mesure spe
trale µ est dit à spe
tre limité ou à largeur debande �nie, si sa transformée de Fourier est à support 
ompa
t.Ces signaux sont importants 
ar on peut les é
hantillonner sans perte d'information. Nous verronségalement qu'on peut les prolonger en une fon
tion analytique dans tout le plan 
omplexe.Nous reviendrons sur 
e point au 
hapitre traitant de la dis
rétisation (théorème de Shannon).Notons que 
ertains �ltres naturels (par exemple l'oreille !), en éliminant les fréquen
es élevées,fournissent des signaux à largeur de bande �nie.5.8 Compléments : Fon
tion de répartition, Intégrale de Stieltjes
• Fon
tion de répartition d'une mesure de Radon positive(C.1) La 
lasse des fon
tions que l'on peut intégrer à l'aide d'une mesure de Radon µ est a priori
elle des fon
tions 
ontinues à support 
ompa
t. Il est souhaitable de pouvoir également intégrerdes fon
tions très simples, mais non 
ontinues telles que les fon
tions en es
alier, en parti
ulierles fon
tions indi
atri
es d'intervalle.Dans la suite, nous travaillerons ave
 une mesure de Radon µ positive.Considérons un intervalle [a, b] et sa fon
tion indi
atri
e 1[a,b]. Il existe une suite (φn)n∈N defon
tions 
ontinues qui 
onverge (pon
tuellement) en dé
roissant vers 1[a,b] (prendre des fon
tionsen trapèze). La suite (µ(fn))n∈N

est dé
roissante et positive. Elle est don
 
onvergente. On montreque sa limite est indépendante du 
hoix de la suite (fn). On peut alors poser µ(1[a,b]) = limn µ(fn).



128 CHAPITRE 5. MESURES DE RADONOn peut également noter ∫ b
a dµ(f) = µ(1[a,b]). Il est fa
ile de véri�er que b′ ≥ b implique∫ b′

a dµ ≥
∫ b
a dµ.Fixons la borne inférieure a et faisons varier la borne supérieure b.Dé�nition 5.8.1 On appelle fon
tion de répartition de µ (pour un 
hoix de la borneinférieure a) la fon
tion Fa dé�nie par Fa(x) = µ(1]a,x]) =

∫ x
a dµ(y), si x ≥ a, et = −

∫ a
x dµ(y),si x < a.

• Propriétés de la fon
tion de répartitionProposition 5.8.2 La fon
tion de répartition Fa est 
roissante et 
ontinue à droite. Deuxfon
tions de répartition di�érent par une 
onstante : Fa − Fb =
∫ b
a dµ, si a ≤ b.Preuve : Exer
i
e.5.8.3 Si µ est bornée positive, on montre que la masse de µ est donnée par

µ(1) = lim
a→−∞,b→+∞

∫ b

a
dµ(x).Il est alors 
ommode de prendre pour point a le point −∞, 
'est-à-dire de 
hoisir la fon
tion derépartition F dé�nie par F (x) = lima→−∞ Fa(x) =

∫ x
−∞ dµ(y).Ayant dé�ni l'intégrale µ(1[a,b]), on peut étendre par linéarité 
ette intégrale aux fon
tions enes
alier, puis par passage à la limite aux fon
tions réglées à support 
ompa
t. Par restri
tion àl'espa
e des fon
tions 
ontinues à support 
ompa
t, on retrouve ainsi la forme linéaire de départ µsur l'espa
e Cc(R). Nous allons faire 
ette 
onstru
tion plus en détail, dans le 
adre de l'intégralede Riemann-Stieltjes asso
iée à une fon
tion 
roissante sur R. Cette 
onstru
tion fera apparaîtreen parti
ulier qu'une mesure de Radon positive sur R est entièrement déterminée par sa fon
tionde répartition et qu'inversement, à toute fon
tion 
roissante φ 
ontinue à droite, est asso
iée unemesure de Radon dont φ est une fon
tion de répartition.Exemples 5.8.41) Si µ a une densité 
ontinue φ, alors Fa est une primitive de φ. Autrement dit Fa est dérivable,de dérivée φ.2) Si µ est une mesure dis
rète, de la forme µ =

∑
i ciδai

, alors Fa peut être expli
itée, pour
x > a, sous la forme Fa(x) =

∑
i:a≤ai≤x ci.

• Intégrale de Riemann-Stieltjes par rapport à une fon
tion 
roissanteSoit φ une fon
tion 
roissante sur R et 
ontinue à droite. Nous savons 
onstruire l'intégralede Riemann ∫
R
f(t) dt pour les fon
tions f 
ontinues ou plus généralement réglées à support
ompa
t. Nous allons de façon analogue 
onstruire l'intégrale asso
iée à la fon
tion φ. Il s'agitde dé�nir l'intégrale ∫

R
f(t) dφ(t), pour toute fon
tion f 
ontinue (ou plus généralement réglée)
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ompa
t. Cette 
onstru
tion 
oïn
ide ave
 
elle de l'intégrale de Riemann quand φ estla fon
tion t→ t et pro
ède du même prin
ipe.Considérons un intervalle 
ompa
t [a, b]. Soit d'abord f =
∑

i αi1]ai,bi] une fon
tion de l'espa
e
Esc([a, b]) des fon
tions en es
alier sur [a, b]. Posons

∫ b

a
f(t) dφ(t) =

∑

i

αi[φ(bi) − φ(ai)].On montre que la valeur de l'intégrale dé�nie par la relation pré
édente ne dépend pas de lareprésentation parti
ulière de f et, 
omme dans le 
as de l'intégrale de Riemann, on véri�e quela 
orrespondan
e f →
∫ b
a f(t) dφ(t) dé�nit une forme linéaire positive sur Esc([a, b]).Véri�ons, par exemple, la positivité. Soit f une fon
tion en es
alier positive ou nulle. On peuté
rire f sous la forme f =

∑
i αi1]ai,bi], ave
 des 
oe�
ients αi ≥ 0. Comme φ est 
roissante, laquantité ∑

i αi[φ(bi) − φ(ai)] est positive ou nulle.On a également une majoration, 
omme pour l'intégrale de Riemann habituelle
|
∫ b

a
f(t) dφ(t)| ≤

∫ b

a
|f(t)| dφ(t) ≤ ‖f‖∞(φ(b) − φ(a)).On peut alors étendre 
ette intégrale à l'espa
e des fon
tions réglées sur [a, b], qui est la fermetureuniforme de l'espa
e des fon
tions en es
alier sur [a, b]. En e�et, si (fn)n∈N est une suite defon
tions dans Esc([a, b]) 
onvergeant uniformément vers une fon
tion f réglée sur [a, b], la suitedes intégrales est une suite de Cau
hy, don
 
onvergente, d'après la majoration :

|
∫ b

a
(fn − fm) dφ| ≤

∫ b

a
|fn − fm| dφ ≤ ‖fn − fm‖∞(φ(b) − φ(a)).On peut ainsi dé�nir ∫ b

a f(t) dφ(t) 
omme la limite : limn

∫ b
a fn(t) dφ(t).Si (gn) est une autre suite de fon
tions en es
alier 
onvergeant uniformément vers f , on a alors

∫ b

a
|fn − gn| dφ ≤ ‖fn − gn‖∞(φ(b) − φ(a)),et les suites des intégrales ∫ b
a fn(t) dφ(t) et ∫ b

a gn(t) dφ(t) ont la même limite. Ce
i justi�e ladé�nition donnée plus haut de l'intégrale ∫ b
a f(t) dφ(t).Il en résulte fa
ilement que la 
orrespondan
e f →

∫ b
a f(t) dφ(t) reste linéaire positive sur l'espa
edes fon
tions réglées sur [a, b], 
omme elle l'est sur l'espa
e des fon
tions en es
alier sur [a, b].Considérons maintenant une fon
tion f réglée sur R. On peut, par le pro
édé pré
édent, dé�nirl'intégrale ∫ b

a f(t) dφ(t), pour tout intervalle 
ompa
t [a, b]. En parti
ulier si f est une fon
tion
ontinue à support 
ompa
t 
ontenu dans un intervalle 
ompa
t [a, b], l'intégrale ∫
R
f(t) dφ(t)est dé�nie 
omme ∫ b

a f(t) dφ(t).Les propriétés de l'intégrale restreinte à l'espa
e Cc(R) sont résumées dans l'énon
é suivant :Proposition 5.8.5 Pour toute fon
tion φ 
roissante sur R, l'appli
ation f →
∫

R
f(t) dφ(t)dé�nit sur Cc(R) une forme linéaire positive sur 
et espa
e (mesure de Radon positive), dont φest la fon
tion de répartition.



130 CHAPITRE 5. MESURES DE RADONExemples 5.8.61) L'exemple le plus simple est 
elui où φ(t) = t. On retrouve alors l'intégrale de Riemann∫
R
f(t) dt habituelle.2) Plus généralement, soit φ une primitive d'une fon
tion 
ontinue positive ψ : φ(t) − φ(a) =∫ t

a ψ(s)ds.On a dans 
e 
as : ∫
R
f(t) dφ(t) =

∫
R
f(t)ψ(t) dt.En e�et 
ette relation est véri�ée quand f est la fon
tion indi
atri
e d'un intervalle (dans 
e 
as,
'est la propriété de primitive). Elle reste vraie, par 
ombinaisons linéaires, pour les fon
tions enes
alier, puis, par passage à la limite, pour les fon
tions réglées.On peut noter, symboliquement : ψ dt = dφ.3) Considérons maintenant le 
as où φ est une fon
tion en es
alier, ayant des sauts de hauteur

ci aux points ai en nombre �ni : φ =
∑

i αi1]ai,ai+1], ave
 ci = αi − αi−1.En raisonnant 
omme dans l'exemple pré
édent d'abord sur les fon
tions en es
alier, puis parpassage à la limite sur les fon
tions réglées, on montre que ∫
R
f dφ =

∑
i cif(ai) =

∑
ciδai

(f).Autrement dit, dans le 
as où φ est en es
alier, la valeur de l'intégrale ∫
R
f dφ est donnée parl'appli
ation à f de la mesure de Radon dis
rète µ =

∑
ciδai

.Nous avons donné deux exemples de mesures de Radon sur R qui s'é
rivent 
omme des intégralesde Stieltjes. Nous allons montrer que 
ette situation est générale.Théorème 5.8.7 Pour toute mesure de Radon positive µ sur R, il existe une fon
tion 
roissante
φ sur R telle que µ(f) =

∫
f dφ,∀f ∈ Cc(R).Preuve : Montrons que la fon
tion φ égale à la fon
tion de répartition Fa de µ (
al
ulée à partird'une borne inférieure a) satisfait à la 
ondition du théorème.Cette fon
tion est une fon
tion 
roissante sur R. Nous pouvons 
onstruire l'intégrale de Riemann-Stieltjes par rapport à Fa. Nous obtenons ainsi une mesure de Radon µ̃ dé�nie par µ̃(f) =

∫
fdFa.Les mesures µ et µ̃ peuvent être prolongées à l'espa
e des fon
tions réglées à support 
ompa
t.Toute fon
tion réglée à support 
ompa
t étant limite uniforme d'une suite de fon
tions en es
alier,pour montrer que µ et µ̃ 
oïn
ident, il su�t d'observer qu'elles 
oïn
ident sur le sous-espa
e desfon
tions en es
alier : µ̃(1]a,b]) = F (b) − F (a) = µ(1]a,b]).Remarques 5.8.8a) Les mesures positives bornées sont les mesures dont la fon
tion de répartition est bornée.b) Les résultats développés dans le 
adre des fon
tions 
roissantes (
orrespondant à une mesurepositive) s'étendent aux fon
tions qui s'é
rivent 
omme di�éren
e de deux fon
tions 
roissantes(on sait que toute mesure de Radon est la di�éren
e de deux mesures de Radon positives). Cesfon
tions sont les fon
tions à variation bornée.

• Fon
tions à variation bornée



5.9. EXERCICES 131Dé�nition 5.8.9 Soit f une fon
tion à valeurs réelles dé�nie sur un intervalle [a, b]. Pour toutesubdivision σ = (t0 = a ≤ t1 ≤ t2 ≤ ... ≤ tn = b) de l'intervalle [a, b], on dé�nit la variation
Vf (σ) de f asso
iée à σ par

Vf (σ) =
n−1∑

i=0

|f(ti+1) − f(ti)|.On dé�nit la variation de f sur [a, b] par Vf (a, b) = supσ Vf (σ), où σ dé
rit les subdivisions de
[a, b]. On dit que f est à variation bornée sur [a, b] si Vf (a, b) <∞.Cara
térisation des fon
tions à variation bornée (Exer
i
e)1) Soit f à variation bornée sur [a, b].Montrer que, pour tout x ∈]a, b[, f est à variation bornée sur [a, x] et sur [x, b].Montrer la relation

Vf (a, x) + Vf (x, b) = Vf (a, b).2) (Cara
térisation des fon
tions à variation bornée)Montrer que les fon
tions x→ Vf (a, x) et x→ Vf (a, x) − f(x) sont 
roissantes (au sens large).En déduire qu'une fon
tion est à variation bornée sur un intervalle si, et seulement si, elle est ladi�éren
e, sur 
et intervalle, de deux fon
tions 
roissantes.3) On 
onsidère la fon
tion φ dé�nie sur [0, 1] par
φ(0) = 0, et φ(x) = xsin(1/x), pour x 6= 0.a) Cette fon
tion est-elle à variation bornée sur [0, 1] ?b) Montrer que φ2 = φ2 est à variation bornée sur [0, 1], et exprimer φ2, à l'aide d'intégrales(dont on montrera la 
onvergen
e), 
omme di�éren
e de deux fon
tions 
roissantes.d) Soient f une fon
tion à variation bornée et φ une fon
tion intégrable.Etablir l'inégalité : Vφ∗f ≤ (

∫
|φ| dx)Vf .

5.9 Exer
i
esExer
i
e 5.9.1a) Soit µ une forme linéaire sur Cc(R). On note (fn)
Cc(R)→ f la 
ondition, pour une suite (fn)de fon
tions 
ontinues à support 
ompa
t, de 
onverger uniformément vers une fon
tion f , enrestant à support dans un 
ompa
t �xe. Montrer l'équivalen
e entre les propriétés de 
ontinuitésuivantes :

((fn)
Cc(R)→ f) ⇒ (lim

n
µ(fn) = µ(f)) (1)

∀K 
ompa
t, ∃MK tq |µ(f)| ≤MK‖f‖∞,∀f à support dans K. (2)



132 CHAPITRE 5. MESURES DE RADONb) Si µ est une forme linéaire positive sur Cc(Rd), montrer qu'elle véri�e les propriétés de
ontinuité du a).Exer
i
e 5.9.2Extension de la formule de dérivation de la transformée de Fourier d'une fon
tion intégrable auxmesures bornées µ ayant un �moment d'ordre 1�.(On supposera µ positive. Sinon, on s'y ramène en 
onsidérant la dé
omposition µ = µ+ − µ−de µ en deux mesures positives. La mesure f →
∫
t f(t) dµ(t) est noté Mµ.)Soit µ positive, bornée et telle que ∫

|t|dµ(t) < ∞, montrer que sa transformée de Fourier Fµvéri�e :
d

du
Fµ(u) = −2πiF(Mµ)(u). (∗)Exer
i
e 5.9.3 Mesures de Radon dis
rètesSoit (αn)n∈N et (yn)n∈N deux suites de réels. Pour f ∈ Cc(R), on pose µ(f) =

∑
n αnf(yn).1) Donner une 
ondition portant sur les suites (αn)n∈N et (yn)n∈N qui assure la 
onvergen
e,pour tout f dans Cc(R), de la série pré
édente.2) Montrer que, sous 
ette 
ondition, µ est une mesure de Radon.3) Dans quel 
as 
ette mesure est-elle bornée ?Exer
i
e 5.9.4On note Md l'ensemble des mesures de Radon bornées dis
rètes sur R, i.e. des mesures de laforme µ =

∑
αiδai

(où la somme porte sur un ensemble au plus dénombrable d'indi
es et où l'onsuppose que ai 6= aj , pour i 6= j). On désigne par M(µ) la quantité ∑
i |αi| <∞.Soient µ =

∑
αiδai

une mesure dis
rète.1) Montrer que, si µ possède une autre représentation : ν =
∑
βjδbj , alors les ensembles

{ai, pour αi 6= 0} et {bi, pour βi 6= 0} 
oïn
ident et les masses 
orrespondantes sont égales.2) Montrer que l'addition donne à Md une stru
ture d'espa
e ve
toriel.3) Montrer que la mesure µ =
∑
αiδai

, est positive si, et seulement si, les masses αi sont positives.Exer
i
e 5.9.5Soit λφ une mesure de Radon ayant une densité φ. On suppose φ 
ontinue.1) Montrer que la 
orrespondan
e φ → λφ est linéaire et inje
tive de C(R) dans l'espa
e desmesures de Radon.2) Cara
tériser les fon
tions φ dans C(R) telles que λφ soit bornée.



5.9. EXERCICES 133Exer
i
e 5.9.6 Support d'une mesureOn rappelle qu'une mesure de Radon a son support 
ontenu dans un fermé F si, pour toutefon
tion f 
ontinue à support 
ompa
t disjoint de F , on a µ(f) = 0.a) Montrer qu'une mesure λφ (ayant une densité φ supposée 
ontinue) a son support 
ontenudans [−A,A] si, et seulement si, φ(x) = 0 pour |x| > A.b) Enon
er et prouver un résultat analogue pour une mesure dis
rète.Exer
i
e 5.9.7 Convolution de mesures dis
rètesOn note Md l'ensemble des mesures de Radon bornées dis
rètes sur R. On reprend les notationsde l'exer
i
e 4.Soient µ =
∑
αiδai

et ν =
∑
βjδbj deux mesures dans Md.1) On dé�nit la 
onvolée, notée µ ∗ ν, de µ et de ν par :

(µ ∗ ν)(f) =
∑

i,j

αiβjf(ai + bj), f ∈ Cc(R).a) Montrer que µ ∗ ν ainsi dé�nie est bien une mesure de Radon.b) Montrer que la 
onvolution dé�nit sur l'espa
e Md une stru
ture d'algèbre 
ommutative.
) Montrer la relation M(µ ∗ ν) ≤M(µ)M(ν), ave
 égalité si µ et ν sont positives.d) Montrer que l'on dé�nit une norme sur Md en posant ‖µ‖ = M(µ) et que Md devient ainsiune algèbre normée.2) On note B(p, n) la mesure de Radon asso
iée à la loi binomiale de paramètres (p, n), 0 ≤ p ≤ 1,
n ∈ N, i.e. la mesure de Radon dé�nie par

B(p, n) =
n∑

k=0

Cknp
k(1 − p)n−kδk.Montrer que B(p, n) ∗B(p, l) = B(p, n+ l). (On pourra utiliser la relation :

(1 + z)(1 + z)ℓ = (1 + z)n+ℓ =
n+ℓ∑

r=0

(
∑

k+j=r

CknC
j
ℓ )z

r.3) On note Pλ la mesure asso
iée à la loi de Poisson de paramètre λ > 0, i.e. la mesure dé�niepar
Pλ =

∞∑

k=0

e−λ
λk

k!
δk.Montrer que Pλ ∗ Pλ′ = Pλ+λ′ .



134 CHAPITRE 5. MESURES DE RADONExer
i
e 5.9.8 Convolution de mesures de Radona) Soient λφ et λψ deux mesures de Radon sur R ayant une densité, de densité respe
tivement φet ψ. On suppose φ et ψ intégrables sur R.Montrer que λφ ∗ λψ est une mesure de Radon de densité φ ∗ ψ.b) On 
onvole une mesure de Radon ave
 densité λφ ave
 une autre mesure de Radon µ. Lamesure λφ ∗ µ a-t-elle une densité ?Exer
i
e 5.9.9 Résolution d'une équation par 
onvolutionSoit f une fon
tion 
ontinue et bornée sur R. On 
her
he à 
onstruire une fon
tion F (x, y)véri�ant les 
onditions suivantes :(1) F est dé�nie est 
ontinue sur le demi-plan fermé D = {(x, y) : y ≥ 0},(2) la restri
tion de F à l'axe réel 
oïn
ide ave
 f : F (x, 0) = f(x),∀x ∈ R,(3) F est dérivable en y sur le demi-plan ouvert D = {(x, y) : y > 0},(4) F ′
y(x, y) = F (x+ 1, y) − F (x, y),∀(x, y) ∈ D.1) On note Py la mesure de Poisson sur R de paramètre y > 0 (voir exer
i
e 7) :

Py =

∞∑

k=0

e−y
yk

k!
δkoù δk est la mesure de Dira
 au point k.Expli
iter la valeur de (Py ∗ δx)(f), pour x ∈ R.2) Montrer que F dé�nie par F (x, y) = (Py ∗ δx)(f) véri�e les 
onditions (1) à (4).Exer
i
e 5.9.10 Suites dé�nies positivesSoit c = (cn)n∈Z une suite 
omplexe telle que

〈c ∗ y, y〉 =
∑

k,ℓ

ck−ℓykyℓ ≥ 0,pour toute suite y à support �ni.Une telle suite sera dite dé�nie positive. Nous allons montrer que 
ette propriété est équivalenteà l'existen
e d'une mesure positive µ sur le 
er
le telle que :
cn =

∫ 1

0
e2πint dµ(t), ∀n ∈ Z. (1)1) Montrer que si µ est une mesure positive sur le 
er
le, la suite c = (cn)n∈Z dé�nie par (1) estdé�nie positive.2) Soit c = (cn)n∈Z une suite 
omplexe dé�nie positive.



5.9. EXERCICES 135a) Montrer les relations
ck = c−k, |ck| ≤ c0, ∀k ∈ Z.b) Montrer l'existen
e de µ véri�ant (1), sous l'hypothèse ∑

n |cn| < ∞ (dans 
e 
as µ possèdeune densité).3) a) On pose, pour 0 ≤ r < 1, Pr(θ) =
∑

k

r|k|e2πikθ. Montrer que
Pr(θ) =

1 − r2

|1 − re2πiθ| > 0.b) Montrer que si c = (ck) est une suite dé�nie positive, la fon
tion fr(θ) =
∑

k ckr
|k|e2πikθ estréelle ≥ 0.
) Montrer l'existen
e d'une mesure µ véri�ant (1) par extra
tion d'une sous-suite 
onvergente(au sens de la topologie faible) de la famille de mesures positives (fr(θ) dθ)0<r<1, pour r tendantvers 1 par valeurs inférieures.Exer
i
e 5.9.11 valeur moyenneUne fon
tion f sur R est dite de valeur moyenne �nie, si les limites

lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T
f+(t) dt, lim

T→∞
1

2T

∫ T

−T
f−(t) dt,existent et sont �nies, f+ et f− désignant respe
tivement les parties positives et négatives de lafon
tion f . La valeur moyenne de la fon
tion est alors dé�nie par

m(f) = lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T
f(t) dt.1) Cal
uler la valeur moyenne d'une fon
tion de la forme

t→
∑

k

akcos
2(αkt),où les ak et αk sont des 
onstantes.2) Montrer que la valeur moyenne d'une fon
tion f de période τ est donnée par

m(f) =
1

τ

∫ τ

0
f(t) dt.3) Cal
uler la valeur moyenne d'une fon
tion somme de fon
tions périodiques.4) On opère sur l'espa
e des fon
tions par les transformations (translations-dilatations) de laforme suivante. Etant donnés τ et a réels, a > 0, on pose :

Ta,τ : f → Ta,τf, ave
 (Ta,τf)(t) = f(
t− τ

a
), t ∈ R.Montrer que la 
lasse des fon
tions de valeur moyenne �nie est invariante sous l'a
tion destranslations-dilatations et que la moyenne est invariante sous 
es transformations.



136 CHAPITRE 5. MESURES DE RADONExer
i
e 5.9.12 Valeur moyenneSoit f une fon
tion, transformée de Fourier d'une mesure bornée µ.Montrer l'existen
e de la valeur moyenne M(f) de f dé�nie 
omme dans l'exer
i
e pré
édent etétablir une relation entre µ et la valeur moyenne de f .[[Indi
ations : On a
1

2T

∫ T

−T
f(t)dt =

1

2T

∫ T

−T
(

∫

R

e2πitudµ(u))dt (5.19)
=

∫

R

sin2πTu

2πTu
dµ(u). (5.20)Les fon
tions u→ sin2πTu

2πTu
sont majorées en valeur absolue par 1 et tendent vers 1{u=0}, quand

T tend vers ∞. En appliquant le théorème de Lebesgue, on obtient :
lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T
f(t)dt = µ({0}).Exemple : si f est asso
iée à une mesure spe
trale dis
rète et bornée, par exemple si f estpériodique, ave
 une série de 
oe�
ients de Fourier absolument 
onvergente, les 
oe�
ients cnsont donnés par des valeurs moyennes. Le 
oe�
ient c0 est la valeur moyenne de f . Le 
oe�
ient

cn 
orrespondant à la période un est donné par la valeur moyenne de t→ f(t) e−2πiunt. Si
f(t) =

∑
n cne

2πiunt, ave
 ∑
n |cn| <∞ et un 6= um, pour n 6= m, alors
cn = lim

T→∞
1

2T

∫ T

−T
f(t)e−2πiuntdt.]]

Exer
i
e 5.9.13 Cal
ul de transformées de Lapla
eOn note Y la fon
tion indi
atri
e de [0,+∞[ (fon
tion-é
helon). Cal
uler (en pré
isant sondomaine de dé�nition) la transformée de Lapla
e des fon
tions suivantes :
f : t→ tn,
f : t→ Y (t)tn,
f : t→ eαt,
f : t→ Y (t)eαt,
f : t→

∞∑

1

1

n2
cos2πnu0t.



Chapitre 6Distributions
6.1 Notion de distribution, distribution tempéréeNous avons dé�ni l'espa
e M(R) des mesures de Radon sur R 
omme espa
e dual de l'espa
e desfon
tions 
ontinues à support 
ompa
t. Pour dé�nir des objets plus généraux que les mesures,nous devons 
hoisir un espa
e de fon
tions-tests plus régulières.Nous 
onsidérons maintenant, 
omme espa
e de fon
tions-tests, l'espa
e C∞

c (R) des fon
tionsindé�niment dérivables à support 
ompa
t sur R. On note D(R) ou simplement D 
et espa
e.On dit qu'une suite (fn) de D(R) 
onverge vers une fon
tion f au sens de la topologie de D(R),si les fon
tions fn restent à support dans un 
ompa
t �xe et si f (k) est limite uniforme de lasuite (f
(k)
n )n≥1, pour tout entier k ≥ 0.Ce mode de 
onvergen
e implique don
 la 
onvergen
e uniforme de la suite (fn)n≥1 ainsi que dessuites formées par les dérivées de fn, mais il s'y ajoute une 
ondition de support.Dé�nition 6.1.1 On appelle distribution toute forme linéaire sur D(R) qui est 
ontinue pourla topologie de D(R). On note D′(R) l'espa
e des distributions. Une distribution µ est don
 uneforme linéaire sur D(R) telle que

(fn
D(R)→ f) ⇒ (µ(fn) → µ(f)).Exemples 6.1.21) Les mesures de Radon dé�nissent des distributions :Soit µ une mesure de Radon sur R. Si (fn) est une suite dans D qui 
onverge vers une fon
tion

f au sens de la topologie de D, alors la suite (fn) 
onverge vers f uniformément en restant àsupport dans un 
ompa
t �xe. On a don
 d'après la 
ontinuité de µ en tant que forme linéairesur l'espa
e Cc(R), la 
onvergen
e de la suite (µ(fn))n≥1 vers µ(f).La restri
tion de µ à D(R) dé�nit par 
onséquent une distribution. Ainsi les mesures de Radon,en parti
ulier les mesures de Radon ave
 densité ou dis
rètes, sont des distributions parti
ulières.Nous avions plongé l'espa
e des fon
tions lo
alement intégrables dans l'espa
e des mesures deRadon, en identi�ant une fon
tion φ lo
alement intégrable à la mesure de Radon λφ dont φ est la137



138 CHAPITRE 6. DISTRIBUTIONSdensité. En 
onsidérant les mesures de Radon 
omme des distributions, on obtient un plongementde l'espa
e M(R) des mesures de Radon dans l'espa
e D′(R) des distributions.On peut don
 
onsidérer l'espa
e D'(R) des distributions 
omme un �gros espa
e� 
ontenant lesmesures de Radon et en parti
ulier les fon
tions lo
alement intégrables.L'inje
tivité du plongement de l'espa
e M(R) dans l'espa
e D′(R) est justi�ée par la propriétésuivante : si µ est une mesure de Radon telle que µ(f) = 0 pour toute fon
tion f dans D(R),alors µ(f) = 0 pour toute fon
tion f 
ontinue à support 
ompa
t et don
 µ est la mesure nulle.On véri�e 
ette proposition, en utilisant le fait que toute fon
tion 
ontinue à support 
ompa
test limite uniforme d'une suite de fon
tions C∞ à support 
ompa
t (ave
 support 
ontenu dansun 
ompa
t �xe). (Montrer 
e résultat en exer
i
e par une méthode d'identité appro
hée.)L'exemple simple suivant montre que D′(R) 
ontient d'autres éléments que les mesures de Radon.2) La forme linéaire f → µ(f) = f ′(0) est une distribution.Plus généralement, si l'on se donne un nombre �ni de points (a1, ..., aN ), et de masses (α1, ..., αN ),on obtient une distribution en posant µ(f) =
∑

k αkf
(k)(ak).3) La distribution vp(1

t )Si f est à support 
ompa
t et de 
lasse C1, on peut dé�nir l'intégrale ∫
f(t)

t
dt au sens de lavaleur prin
ipale. Cette �valeur prin
ipale� est dé�nie 
omme la limite

lim
ǫ→0,A→+∞

∫

ǫ≤|t|≤A

f(t)

t
dt.On véri�era (voir exer
i
es) que 
ette limite existe (i
i, 
omme f est à support 
ompa
t, le seulproblème est en 0). La 
orrespondan
e

f → lim
ǫ→0,A→+∞

∫

ǫ≤|t|≤A

f(t)

t
dtdé�nit une distribution notée vp(1

t ).
• Dérivation d'une distributionSi µ est une distribution, on véri�e que la forme linéaire µ′ dé�nie sur D(R) par f → µ′(f) =
−µ(f ′) est une distribution (utiliser le fait que pour la topologie mise sur D nous avons :

(fn
D(R)→ f) ⇒ (f ′n

D(R)→ f ′).Dé�nition 6.1.3 On appelle dérivée d'une distribution µ la distribution µ' dé�nie surl'espa
e D(R) des fon
tions-tests par
f → µ′(f) = −µ(f ′).Si λφ est une mesure de Radon dé�nie par une densité φ dérivable (ave
 dérivée 
ontinue), alorsla formule d'intégration par partie

−
∫
f ′φ dt = −fφ]+∞

−∞ +

∫
fφ′ dt =

∫
fφ′ dt



6.1. NOTION DE DISTRIBUTION, DISTRIBUTION TEMPÉRÉE 139montre que la dérivée de λφ en tant que distribution s'identi�e à la mesure de Radon de densité
φ'. La dérivation au sens des distributions est don
 
ompatible ave
 
elle des fon
tions de 
lasse
C1.Faisons maintenant un 
al
ul de la dérivée au sens des distributions d'une fon
tion non 
ontinue.Le 
as le plus simple est le suivant :Exemple 6.1.4 : dérivée de Y au sens des distributionsConsidérons la fon
tion é
helon Y = 1[0,∞[. Soit λY la mesure de Radon de densité Y . Pour
al
uler la dérivée de λY au sens des distributions, 
onsidérons une fon
tion-test f quel
onque.On a :

λ′Y (f) = −λ(f ′) = −
∫ ∞

0
f ′(t) dt = f(0) = δ0(f).D'où λ′Y = δ0.La dérivée de Y au sens des distributions est la mesure de Dira
 à l'origine. On remarque quela fon
tion Y possède, en tant que fon
tion, une dérivée en tout point autre que l'origine et que
ette dérivée est nulle. Ainsi la fon
tion Y est dérivable en presque tout point (en fait en toutpoint 6= 0), ave
 une dérivée nulle, mais 
ette dérivée ne se 
onfond pas ave
 la dérivée de Y entant que distribution.De façon générale l'existen
e de dis
ontinuités (de première espè
e) pour une fon
tion φ entraînela présen
e de masses de Dira
 dans l'expression de la dérivée de φ 
onsidérée 
omme unedistribution.On montrera en exer
i
e que la dérivée au sens des distributions d'une fon
tion en es
alier∑

j cj1[aj ,bj ] (somme �nie) est donnée par ∑
j cj(δaj

− δbj ).Dé�nition 6.1.5 (Support d'une distribution) On dit qu'une distribution µ est à support dansun fermé F , si µ(f) = 0 pour toute fon
tion f de D(R) à support disjoint de F . Le supportde µ est l'interse
tion des fermés F tels que µ soit à support dans F .En parti
ulier une distribution µ est à support 
ompa
t s'il existe un intervalle 
ompa
t [A,B]tel que µ(f) = 0, pour toute fon
tion f de D(R) à support disjoint de [A,B].Par exemple la masse de Dira
 à l'origine et ses dérivées ont pour support le fermé {0}.
• Un exemple élémentaire de 
al
ul de distributionRe
her
he des distributions µ telle que µ′ = 0.On doit déterminer les distributions µ telles que l'on ait

µ′(φ) = −µ(φ′) = 0,∀φ ∈ D′(R). (6.1)On remarque que si φ est une fon
tion 
ontinue à support 
ompa
t, alors sa primitive F dé�niepar F (t) =
∫ t
−∞ φ(s) ds est à support 
ompa
t si, et seulement si, ∫

φ ds = 0 (faire un dessin) :toute fon
tion ψ ∈ D(R) d'intégrale nulle est la dérivée d'une fon
tion φ dans D(R). La propriété(6.1), pour µ, est don
 équivalente à µ(ψ) = 0, pour toute fon
tion ψ ∈ D(R) d'intégrale nulle.



140 CHAPITRE 6. DISTRIBUTIONSFixons une fon
tion φ0 dans D(R) telle que ∫
φ0 ds = 1. On peut é
rire φ = ψ + (

∫
φ ds)φ0,ave
 ψ d'intégrale nulle, d'où

µ(φ) = µ(ψ) + µ(φ0) (

∫
φ ds) = µ(φ0) (

∫
φ ds).Don
 µ est la distribution C ds, de densité 
onstante C égale à µ(φ0).Remarque 6.1.6 On peut démontrer (
f. le résultat analogue pour les mesures) l'inje
tivité des�plongements�

Lloc(R) ⊂ M(R) ⊂ D′(R).Ainsi, si l'on regarde une fon
tion lo
alement intégrable 
omme une distribution, la donnée de
ette distribution détermine 
omplètement la fon
tion.
• Convolution par une distributionDé�nition 6.1.7 Si µ est une distribution et φ une fon
tion dans C∞

c (R), on dé�nit la 
onvolée
µ ∗ φ par (µ ∗ φ)(t) = µ ∗ Ttφ̃, où φ̃(s) = φ(−s) et Ttφ(s) = φ(s− t).Quand h tend vers 0, h−1[Tt+hφ̃ − Ttφ̃] 
onverge vers −Ttφ̃′, la 
onvergen
e ayant lieu au sensde la topologie de l'espa
e D. On en déduit la relation :

(µ ∗ φ)′ = µ′ ∗ φ = µ ∗ φ′.

• Distributions tempéréesOn 
hoisit maintenant 
omme espa
e de fon
tions-tests l'espa
e S(R) formé des fon
tionsindé�niment dérivables qui sont à dé
roissan
e rapide ainsi que leurs dérivées.Rappelons qu'une fon
tion f est dans S(R) si f est C∞ et si, pour tout indi
e de dérivation αet tout entier p, il existe une 
onstante Cα,p telle que
|f (α)(t)| ≤ Cα,p

(1 + |t|p) .Autrement dit, les semi-normes ‖P.f (α)‖∞ sont �nies, pour tout indi
e de dérivation α et toutpolyn�me P .On met sur S(R) la topologie �naturelle� dé�nie par : (fn) 
onverge au sens de S(R) vers unefon
tion f de S(R) si toutes les semi-normes ‖P.(f (α)
n − f (α))‖∞ tendent vers 0, quand n tendvers l'in�ni.Dé�nition 6.1.8 On appelle distribution tempérée toute forme linéaire sur l'espa
e S(R),qui est 
ontinue pour la topologie de S(R).Si µ est une distribution tempérée, la restri
tion de µ à D(R) dé�nit une forme linéaire sur D(R),et l'examen des topologies montre que 
ette forme linéaire est 
ontinue pour la topologie de D(R).C'est don
 une distribution : les distributions tempérées sont des distributions parti
ulières.On peut montrer que le plongement de l'espa
e des distributions tempérées dans l'espa
e desdistributions est inje
tif.



6.2. EXTENSION DE L'ANALYSE DE FOURIER AUX DISTRIBUTIONS 141Exemples 6.1.91) Nous avons vu que toute fon
tion lo
alement intégrable f peut être 
onsidérée 
omme ladensité d'une mesure de Radon λf et don
 
omme une distribution. Si f est à 
roissan
e au pluspolynomiale, 
'est-à-dire s'il existe une 
onstante C et un entier m tels que |f(t)| ≤ C|t|m,∀t,alors la distribution asso
iée est tempérée.En e�et, si φ est dans S, alors φf est intégrable, et on montre fa
ilement que la 
onvergen
e dela suite (φn) dans S entraîne la 
onvergen
e de la suite des intégrales (
∫
φnf dt) vers (

∫
φf dt).2) Toute mesure bornée dé�nit une distribution tempérée. En e�et, si une suite (φn) dans S(R)
onverge au sens de la topologie de S(R) vers φ, alors elle 
onverge vers φ au sens de la 
onvergen
euniforme et on a bien, si µ est une mesure bornée, limn µ(φn) = µ(φ).De même, pour toute mesure µ bornée, pour tout entier p ≥ 0, la mesure f →

∫
f(t) tp dµ(t),qui a une densité tp par rapport à µ, dé�nit une distribution tempérée.Plus généralement, on peut multiplier une distribution tempérée par un polyn�me : le résultatest en
ore une distribution tempérée.6.2 Extension de l'analyse de Fourier aux distributionsNous avons vu que, suivant la nature des signaux 
onsidérés, la dé�nition de la transformée deFourier à l'aide d'une intégrale est possible ou non. Elle l'est dans le 
as d'un signal intégrableet peut être étendue, par prolongement, aux signaux non intégrables mais de 
arré intégrable,grâ
e à la formule d'isométrie.Pour 
ertaines fon
tions périodiques, il est en
ore possible, en e�e
tuant une dé
omposition ensérie de Fourier, de dé�nir une transformée de Fourier qui est une mesure dis
rète, mais pourdes fon
tions telles que la fon
tion é
helon, la question se pose de réaliser une analyse de Fouriersur 
e type de signaux. Nous allons montrer que 
ela est possible, en traitant 
es signaux 
ommedes distributions tempérées et en dé�nissant leur transformée de Fourier, au sens faible.

• Transformée de Fourier d'une distribution tempéréeExemple 6.2.1Considérons le signal é
helon Y , dé�ni par Y (t) = 1, si t ≥ 0, = 0, sinon. On peut 
her
her àasso
ier à 
ette fon
tion très simple une mesure spe
trale. Comme Y a une dis
ontinuité, unetelle mesure, si elle existait, ne pourrait être bornée. Nous allons voir qu'en fait il faut asso
ierà Y une distribution.Rappelons que Y a pour dérivée (au sens des distributions) la mesure δ0, la mesure de Dira
 àl'origine, qui a pour transformée de Fourier la fon
tion 
onstante égale à 1. Un 
al
ul basé surla relation formelle (Ff ′)(u) = 2πiuFf(u) suggère que la transformée de Fourier de Y est reliéeà la fon
tion u → 1
u . Comme 
ette fon
tion n'est pas lo
alement intégrable (problème en 0),la transformée de Fourier de Y ne peut pas être dé�nie 
omme étant la fon
tion u → 1

u , mais
omme étant la distribution vp(1
t ) (voir exer
i
e).Nous 
onsidérons maintenant les distributions tempérées. La dé�nition dire
te de la transforméede Fourier d'une distribution tempérée n'est pas possible, 
ontrairement au 
as des mesures



142 CHAPITRE 6. DISTRIBUTIONSbornées. Pour dé�nir la transformée de Fourier d'une distribution tempérée, nous utilisons ladualité et le fait que l'espa
e S(R) est stable par la transformation de Fourier : la transformation
F en restri
tion à S(R) dé�nit une isométrie (en norme ‖ ‖2) surje
tive de 
et espa
e sur lui-même.Dé�nition 6.2.2 Soit µ une distribution tempérée. La transformée de Fourier Fµ de µ estdé�nie par :

(Fµ)(φ) = µ(Fφ), ∀φ ∈ S. (6.2)Cette formule dé�nie bien la valeur de Fµ sur l'espa
e des fon
tions-tests : en e�et, on véri�eraen exer
i
e, en utilisant les résultats obtenus au 
hapitre Transformation de Fourier sur l'espa
e
S, que la formule pré
édente dé�nit e�e
tivement une distribution tempérée, 
e qui montre quela dé�nition est bien fondée.Nous avons vu que toute mesure bornée dé�nit une distribution tempérée. On doit don
 montrerla 
ompatibilité de la dé�nition (6.2.2) ave
 
elle de la transformée de Fourier dé�nie dire
tementà l'aide d'une intégrale.Théorème 6.2.3 Si µ est une mesure bornée, sa transformée de Fourier en tant que distributiontempérée et sa transformée de Fourier en tant que mesure bornée 
oïn
ident.Preuve : En appliquant le théorème de Fubini, on obtient :

Fµ(φ) = µ(Fφ) =

∫
(

∫
φ(u)e−2πiutdu) dµ(t)

=

∫
(

∫
e−2πiutdµ(t)) φ(u) du =

∫
φ(u) µ̂(u) du.La transformée de Fourier au sens faible de µ est don
 la distribution (qui est i
i une mesureave
 densité) de densité µ̂(u), la transformée de Fourier au sens fort.Quand la transformée de Fourier d'une fon
tion ou d'une mesure peut être dé�nie dire
tement,
e qui est le 
as pour une fon
tion intégrable, ou plus généralement pour une mesure bornée, ondira que la transformée ainsi dé�nie est la transformée de Fourier au sens fort. Si la transforméede Fourier est dé�nie en 
onsidérant la fon
tion ou la mesure 
omme une distribution tempérée,on dira que la transformée est dé�nie au sens faible. Nous venons de voir que la transforméeau sens fort, quand elle existe, 
oïn
ide ave
 la transformée au sens faible. Les fon
tions quisont trop grandes pour être intégrables, mais dont la 
roissan
e est �raisonnable� fournissent desexemples pour lesquels la transformée de Fourier ne peut pas être dé�nie au sens fort, mais l'estau sens faible.Exemples 6.2.4(
ertains de 
es exemples sont développés en exer
i
e) :1) Considérons d'abord la fon
tion 
onstante : t → 1. En revenant à la dé�nition, on obtientimmédiatement que sa transformée de Fourier est la masse de Dira
 à l'origine. En e�et, soit λ1la distribution asso
iée à la fon
tion 
onstante égale à 1. Pour φ ∈ S, on a :

Fλ1(φ) =

∫
φ̂(u) du = φ(0).



6.2. EXTENSION DE L'ANALYSE DE FOURIER AUX DISTRIBUTIONS 143La dernière égalité provient de l'appli
ation de la formule d'inversion.On pourra é
rire, en utilisant une notation simpli�ée :
F1 = δ0.Notons que la mesure δ0 possède une transformée de Fourier au sens fort, puisqu'elle est bornée,et que 
ette transformée (ou sa transformée inverse qui lui est égale) redonne bien la fon
tion
onstante égale à 1.2) Considérons maintenant la fon
tion M : t→ t. Cette fon
tion n'est pas intégrable. Elle dé�nitune mesure de Radon (qui n'est pas bornée), mais aussi une distribution tempérée λM . On nepeut pas dé�nir dire
tement la transformée de Fourier FM de M , mais on peut la dé�nir ausens faible, en tant que distribution tempérée : si φ ∈ S est une fon
tion-test, on doit avoir :

FλM (φ) =

∫
F(φ)(t)M(t) dt =

∫
tF(φ)(t) dt

=
1

2πi

∫
F(φ′)(t) dt =

1

2πi
φ′(0) =

−1

2πi
δ′0(φ).Le 
al
ul utilise le fait que les fon
tions de S ainsi que leurs dérivées sont intégrables et ont unetransformée de Fourier intégrable. On a don
 :

FM =
−1

2πi
δ′0.3) Soit f donnée par une série de la forme

f(t) =
∑

k

αke
2πiakt,ave
 ∑

k |ak| < ∞. Pour 
al
uler sa transformée de Fourier au sens faible, 
al
ulons, pour unefon
tion-test φ, la quantité Ff(φ). On a :
Ff(φ) =

∫
fφ̂ dt =

∫
φ̂(u)

∑

k

αke
2πiaku du

=
∑

k

αk

∫
φ̂(u)e2πiaku du

=
∑

k

αkφ(ak) =
∑

k

αkδak
(φ).D'où F(f) =

∑
k αkδak

.4) La transformée de Fourier de la fon
tion é
helon, Y = 1[0,∞[ est donnée par (
f. exer
i
e) :
F(Y )(u) =

1

2
δ0(u) +

1

2iπ
vp(

1

u
).5) Le �peigne de Dira
� : il est dé�ni par ∑

n∈Z
δn. C'est une mesure non bornée, mais tempérée.On montrera en exer
i
e, à l'aide de formule de Poisson, qu'il est sa propre transformée deFourier.



144 CHAPITRE 6. DISTRIBUTIONS6.3 Transformée de Hilbert et signal analytique
• Signaux analytiquesSoit x un signal de mesure spe
trale bornée µx. Si x est à valeurs réelles, on a dµx(−u) = dµx(u).Notons que, dans le 
as où la mesure spe
trale µx a une densité φ, 
e
i revient à φ(−u) = φ(u).Dans le 
as général, la formule pré
édente s'interprète en appliquant les mesures à des fon
tionstests.Dé�nition 6.3.1 On appelle signal analytique asso
ié à un signal à valeurs réelles x de mesurespe
trale µx, le signal zx dont la mesure spe
trale est la restri
tion à R+ de 2µx. On a don
 :

zx(t) = 2

∫ ∞

0
e2πitudµx(u),pour un signal réel x donné par

x(t) =

∫ ∞

−∞
e2πitudµx(u).Par 
onstru
tion, le spe
tre du signal analytique est 
ontenu dans R+, autrement dit, satransformée de Fourier est nulle pour les valeurs de u < 0.Comme x est réel, d'après le résultat sur les signaux à valeurs réelles, la mesure spe
trale µxest entièrement déterminée par sa restri
tion à R+, et don
 x et zx sont en 
orrespondan
ebiunivoque.On note que le signal analytique est né
essairement 
omplexe, puisque le spe
tre d'un signal réel
ontient des fréquen
es positives et des fréquen
es négatives. Dé
omposons le signal analytique

zx en sa partie réelle x et sa partie imaginaire yx :
zx = x+ iyx.Nous allons pré
iser la relation existant entre x et yx.Proposition 6.3.2 La mesure spe
trale de la partie imaginaire yx du signal analytique zx asso
iéà x est donnée par dµy(u) = −i sgn(u)dµx(u), µx étant la mesure spe
trale de x.Preuve : Notons dν(u) = −i sgn(u)dµx(u). Soit y de mesure spe
trale ν. Nous avons : µx + iν =

2Y µx. Les signaux zx et x+ iyx, qui ont même la mesure spe
trale, sont don
 égaux.Il reste à voir que yx ainsi dé�ni est réel. Comme x est réel, on a dµx(−u) = dµx(u), et on véri�eque 
ette propriété également satisfaite par ν. Don
 yx est réel et est bien la partie imaginairede zx.La 
onstru
tion de yx à partir de x est impli
ite, puisqu'elle passe par l'utilisation des mesuresspe
trales. Nous donnerons plus loin une 
onstru
tion dire
te de yx à partir de x (
onvolutionpar la distribution vp(1
t )).
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• Analyti
ité du signal analytiqueNous avons vu qu'un signal z ayant une mesure spe
trale à support 
ompa
t est prolongeableen une fon
tion analytique dans tout le plan 
omplexe. Si la mesure spe
trale de z est à supportdans [0,∞[ et bornée, alors le signal z est prolongeable en une fon
tion analytique dans tout ledemi-plan 
omplexe supérieur.En e�et, soit z un signal analytique de mesure spe
trale µ à support dans [0,∞[. On peut l'é
rireformellement

z(t) =

∫ ∞

0
e2πiut dµ(u).Si l'on suppose la mesure µ bornée, on dé�nit le prolongement de z au demi-plan fermé

{t + is, s ≥ 0}, fon
tion dont la restri
tion au demi-plan ouvert {t + is, s > 0} est analytique,par :
z(t+ is) =

∫ ∞

0
e2πiu(t+is) dµ(u).Cette intégrale existe pour s ≥ 0, 
ar |e2πiu(t+is)| = e−2πus ≤ 1, pour s ≥ 0. On véri�e quela fon
tion ainsi obtenue est bien un prolongement analytique de z au demi-plan supérieur

{t+ is, s > 0} :Posons v = t+ is. La dérivée de z(v) existe et est donnée par
z′(v) = 2πi

∫ ∞

0
ue2πiuv dµ(u).La dérivation sous le signe ∫ et l'existen
e de l'intégrale pré
édente sont justi�ées par lesmajorations

|uexp(2πiuv)| ≤ |u|exp(−2πus) ≤ |u|exp(−2πus0), pour s ≥ s0,ave
 u→ |u|exp(−2πus0) µ-intégrable, si µ est bornée et s0 > 0.Dé�nition 6.3.3 La transformée de Hilbert d'une fon
tion f est la fon
tion Hf dé�nieformellement 
omme 
onvolée de f par la distribution vp( 1
πs) :

Hf(t) = (f ∗ vp( 1

πs
))(t) =

1

π
lim

ǫ→0,A→+∞

∫

ǫ≤|t|≤A
f(s)

1

t− s
ds.L'intégrale pré
édente est à prendre au sens de la valeur prin
ipale. Elle est bien dé�nie pourune 
lasse assez vaste de fon
tions sur R, par exemple pour toute fon
tion f de 
lasse C1 et àsupport 
ompa
t.On véri�e (exer
i
e) que l'appli
ation f → Hf dé�nit un opérateur isométrique pour la norme

‖‖2, qui don
, à partir d'un sous-espa
e dense, se prolonge à L2(R) tout entier. La transformationde Fourier é
hange 
et opérateur de 
onvolution par la distribution vp( 1
πs) et l'opérateur demultipli
ation par la fon
tion −i sgn(u) (noter que 
ette fon
tion étant de module 1, l'opérateurde multipli
ation par −i sgn(u) est bien une isométrie de L2).



146 CHAPITRE 6. DISTRIBUTIONSRemarque 6.3.4On peut démontrer que, si f(t) est une fon
tion intégrable, sa transformée de Hilbert Hf peutêtre dé�nie pour presque tout t. Si f̂ est intégrable, f est la restri
tion au bord du demi-plan(
'est-à-dire l'axe réel) d'une fon
tion analytique dans le demi-plan, 
ontinue dans le demi-planfermé. Dans 
e 
as Hf est dé�nie pour toute valeur de t.Mentionnons au passage, la dé�nition des espa
es Hp(R), pour p > 1 : 
e sont les sous-espa
esde fon
tions dans Lp(R) dont la transformée de Fourier est à support dans [0,∞[.Proposition 6.3.5 La partie imaginaire d'un signal analytique z (de mesure sep
trale à supportdans [0,+∞[) est la transformée de Hilbert de sa partie réelle.Preuve : Soit z un signal analytique, de partie réelle x et de partie imaginaire y. Soit µ la mesurespe
trale de z, qui est à support dans [0,∞[ et dµx, dµy respe
tivement les mesures spe
tralesde x et de y. On peut é
rire :
x(t) =

1

2
[

∫ ∞

0
e2πiutdµ(u) +

∫ ∞

0
e−2πiutdµ(u)]

=

∫

R

e2πiut
1

2
[dµ(u) + dµ(−u)]

y(t) =
1

2i
[

∫ ∞

0
e2πiutdµ(u) −

∫ ∞

0
e−2πiutdµ(u)]

=

∫

R

e2πiut
1

2i
[dµ(u) − dµ(−u)].D'où

dµx(u) =
1

2
[dµ(u)1[0,∞[(u) + dµ(−u)1]−∞,0](u)],et

dµy(u) =
1

2i
[dµ(u)1[0,∞[(u) − dµ(−u)1]−∞,0](u)],soit

dµy(u) = −i sgn(u)dµx(u).La mesure spe
trale de y se déduit de 
elle de x par multipli
ation par −i sgn(u). Le signal yest don
 la transformée de Hilbert de x.On dit que x et y sont 
onjugués : 
e sont les restri
tions à l'axe réel de la partie réelle et de lapartie imaginaire d'une fon
tion holomorphe dans le demi-plan supérieur.
6.4 Exer
i
es



6.4. EXERCICES 147Exer
i
e 6.4.1Déterminer les distributions µ telles que µ′ = δ0.Solution : Y + Cte, où Y est la fon
tion-é
helon.Exer
i
e 6.4.2Soit f(t) = T 2

4 − t2, pour |t| < T
2 , = 0 sinon.a) Cal
uler la transformée de Fourier de f par un 
al
ul dire
t.b) Dériver deux fois f au sens des distributions et véri�er sur 
et exemple la relation entredérivation et transformation de Fourier.Exer
i
e 6.4.3Cal
uler la transformée de Fourier, au sens faible, d'un polyn�me.Exer
i
e 6.4.4Cal
uler les transformées de Fourier (au sens des distributions) des signaux f suivants :

f : t→ tn,
f : t→ Y (t)tn,
f : t→ eαt,
f : t→ Y (t)eαt,
f : t→

∞∑

1

1

n2
cos2πnu0t.Exer
i
e 6.4.5 Le �peigne de Dira
�Dans la suite, on désigne par δa la masse de Dira
 en un point a.1) On 
onsidère la mesure dé�nie par µ =

∑
n∈Z

δn.a) Montrer que µ est une mesure non bornée, mais tempérée.b) Montrer la formule de Poisson, pour f ∈ S :
∑

k

f(t+ k) =
∑

n

f̂(n)e2πint.
) A l'aide de formule de Poissson, 
al
uler la transformée de Fourier de µ.2) Soit T > 0.



148 CHAPITRE 6. DISTRIBUTIONSa) Montrer la formule de Poisson générale
∑

k

f(kT ) =
1

T

∑

n

f̂(
n

T
).b) On dé�nit la mesure µT par µ =

∑
n∈Z

δnT .Montrer que la transformée de Fourier de µT est donnée par
1

T

∑

n∈Z

δn/T .

Exer
i
e 6.4.6Soit φ une fon
tion C1 par mor
eaux, ave
 limite à gau
he et à droite aux points de dis
ontinuié.Cal
uler la dérivée de la distribution de densité φ.En parti
ulier, quelle est la dérivée au sens des distributions d'une fon
tion en es
alier ?Exer
i
e 6.4.7 La distribution vp1
ta) Montrer que la distribution vp1

t est bien dé�nie et est une distribution tempérée.b) Dé�nir la 
onvolution par la distribution vp1
t .[[⇒ Indi
ations : Montrons que la �valeur prin
ipale�

vp(
1

t
)(φ) = lim

ǫ→0,A→∞

∫

ǫ≤|t|≤A

φ(t)

t
dt,est bien dé�nie si φ est dans C1

c .Comme φ est à support 
ompa
t, il n'y a pas de problème à l'in�ni (pour la borne A). Pourexaminer le 
omportement de l'intégrale en 0, on peut é
rire sur le support [−L,L] de φ,
φ(t) = φ(0) + tψ(t), ave
 ψ 
ontinue.On a alors

lim
ǫ→0,A→∞

∫

ǫ≤|t|≤A

φ(t)

t
dt = lim

ǫ→0

∫

ǫ≤|t|≤L

φ(t)

t
dt =

∫ L

−L
ψ(t) dt.La 
onvolution par vp1

t est donnée (sur les fon
tions C1 à support 
ompa
t) par
vp(

1

πs
) ∗ φ(t) = lim

ǫ→0,A→∞

∫

ǫ≤|s|≤A
φ(t− s)

1

s
ds.]]
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i
e 6.4.8 Transformée de Fourier de la fon
tion é
helonCal
uler la transformée de Fourier (au sens faible) de la fon
tion é
helon[[⇒ Indi
ations : On pourra admettre que
lim

T→+∞

∫ T

0

sinu

u
du =

π

2
.On note Y = 1[0,∞[ la fon
tion é
helon. Pour 
al
uler sa transformée de Fourier, on doit 
al
uler
ette transformée de Fourier appliquée à une fon
tion-test.Soit φ une fon
tion-test, à support dans l'intervalle 
ompa
t [−L,L]. On a :

FY (φ) =

∫
Y φ̂du =

∫ ∞

0
φ̂(u) du.Pour 
al
uler 
ette intégrale, on intègre entre 0 et A et on fait tendre A vers +∞. La fon
tion-testétant de 
lasse C1, on peut l'é
rire sur son support [−L,L] sous la forme φ(t) = φ(0) + tψ(t), lafon
tion ψ étant 
ontinue.On a don
, en permutant l'ordre d'intégration :

∫ ∞

0
φ̂(u)du = lim

A→+∞

∫ A

0
(

∫ L

−L
φ(t) e−2πitu dt) du

= lim
A

∫ L

−L

1 − e−2πitA

2πit
(φ(0) + tψ(t)) dt = (1) + (2) + (3),où l'on a posé :

(1) = lim
ǫ→0,A→∞

φ(0)

∫

ǫ≤|t|≤L

1 − e−2πiAt

2πit
dt,

(2) =
1

2πi

∫ L

−L
ψ(t) dt,

(3) =
−1

2πi

∫ L

−L
e−2πitAψ(t) dt =

−1

2πi
F(1[−L,L]ψ)(A).La limite pour A tendant vers +∞ dans (3) est nulle, d'après le théorème de Riemann-Lebesgueappliqué à la fon
tion 1[−L,L]ψ.L'expression (2) ne dépend pas de A et est égale à

1

2πi
vp(

1

t
)(φ).Il reste à 
al
uler (1). Par parité, (1) s'é
rit

(1) = lim
A

lim
ǫ
φ(0)

∫

ǫ≤|t|≤L

1 − cos(2πAt)

2πit
dt+ φ(0)

∫

ǫ≤|t|≤L

sin(2πAt)

2πt
dt

= 0 + lim
A

1

π
φ(0)

∫ L

0

sin(2πAt)

t
dt

= lim
A

1

π
φ(0)

∫ 2πAL

0

sins

s
ds → 1

2
φ(0).



150 CHAPITRE 6. DISTRIBUTIONSAu total, on a don
 :
F(Y )(φ) =

1

2
φ(0) +

1

2πi
vp(

1

t
)(φ),soit

F(Y ) =
1

2
δ0 +

1

2πi
vp(

1

t
).Notons que (au sens des distributions) Y ′ = δ0 et que la relation générale F(µ′) = 2πiuFµ, pourune distribution tempérée, s'é
rit i
i :

F(Y ′) = 2πiuFY.Ce
i se véri�e dire
tement, puisque l'on a d'une part :
2πi[

1

2
δ0 +

1

2πi
vp(

1

u
)][uφ] = vp(

1

u
)(uφ) =

∫
φ(u) du,et d'autre part :

F(Y ′)(φ) = F(δ0)(φ) = φ̂(0) =

∫
φ(u) du.]]

Exer
i
e 6.4.9 Transformée de Fourier de vp(1
t ) et de sgn(u)1) a) Cal
uler la transformée de Fourier au sens faible de la fon
tion sgn(u).b) Comparer ave
 la transformée de Fourier de la fon
tion é
helon.2) Cal
uler la transformée de Fourier de vp(1

t ).[[⇒ Indi
ations : On véri�e qu'il su�t de 
onsidérer des fon
tions-tests à support 
ompa
t. Soit
φ une fon
tion C∞ à support dans [−L,L]. On doit 
al
uler

∫
sgn(u)φ̂(u)du = lim

A→∞

∫ A

A
sgn(u)(

∫ L

−L
φ(t) e−2πiut dt)du

=
1

2iπ
lim
A

∫ L

−L

1 − cos2πtA

t
φ(t) dt.On peut alors faire un 
al
ul analogue à 
elui de l'exer
i
e pré
édent.On peut également utiliser la relation sgn(t) = 2Y (t)−1 et le 
al
ul de la transformée de Fourierau sens des distributions de la fon
tion é
helon. On obtient :

F(sgn) = 2F(Y ) − δ0 =
1

πi
vp(

1

t
).La transformée de Fourier de vp(1

t ) est −iπ sgnu, résultat qui peut s'obtenir par transformée deFourier inverse à partir de la formule pré
édente (noter que vp(1
t ) et sgn(t) sont impaires), oupar la méthode dire
te suivante :
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tion-test à support dans [−L,L]. On a
F(vp(

1

t
)(φ) = vp(

1

t
)(φ̂)

= lim
ǫ→0,A→∞

∫

ǫ≤|t|≤A
φ̂(t)

1

t
dt

=

∫ L

−L
φ(u) [ lim

ǫ→0,A→∞

∫

ǫ≤|t|≤A

e−2πiut

t
dt] du.Par un 
hangement de variable, on obtient

lim
ǫ→0,A→∞

∫

ǫ≤|t|≤A

e−2πiut

t
dt = Csgn(u),où C est la 
onstante

C = −2i

∫ ∞

0

sins

s
ds = −iπ.]]



152 CHAPITRE 6. DISTRIBUTIONS



Chapitre 7E
hantillonnageDans 
e 
hapitre nous examinons sous quelles 
onditions un signal é
hantillonné (
'est-à-direobservé aux temps nτ , n ∈ Z, multiples d'un pas d'é
hantillonnage ∆ > 0) peut être re
onstruit.Le théorème d'é
hantillonnage de Shannon relie le 
hoix du pas ∆ à la taille du support [−F,F ]de la mesure spe
trale du signal supposé à �spe
tre limité�.7.1 Signaux à spe
tre limitéDé�nition 7.1.1 Un signal f de mesure spe
trale µ est dit à spe
tre limité ou à largeur debande �nie, si sa transformée de Fourier est à support 
ompa
t.Théorème 7.1.2 Si la mesure spe
trale µ d'un signal f est 
ontenue dans un intervalle 
ompa
t
[−F,F ], (on dit aussi dans la bande de fréquen
es [−F,F ]), alors le signal (la fon
tion)

f(t) =

∫

R

e2πiut dµ(u) =

∫ F

−F
e2πiut dµ(u)peut être prolongée en une fon
tion analytique dans tout le plan 
omplexe.Preuve : On dé�nit le prolongement par :

f(t+ is) =

∫ F

−F
e2πiu(t+is) dµ(u) =

∞∑

0

(2πi)n

n!
(t+ is)n

∫ F

−F
un dµ(u).Pour véri�er la 
onvergen
e de la série à l'aide du théorème de Lebesgue, on utilise la majoration,véri�ée pour tout N ≥ 0 et pour |t+ is| ≤ ρ,

|
N∑

n=0

(2πi)n

n!
(t+ is)nun| ≤

∞∑

0

(2π)n

n!
|t+ is|n|u|n = e2π|u||t+is| ≤ e2πρ|u|et le fait que la fon
tion u→ e2πρ|u| est µ-intégrable, si µ est à support 
ompa
t.Nous venons de voir qu'un signal à spe
tre limité est analytique et don
 en parti
ulier C∞. Nousallons montrer que l'on peut majorer ses dérivées su

essives en fon
tion de la taille du supportde sa mesure spe
trale. 153



154 CHAPITRE 7. ECHANTILLONNAGEThéorème 7.1.3 (Bernstein) Soit f un signal à spe
tre limité 
ontenu dans l'intervalle 
ompa
t
[−F,F ]. Aors f est indé�niment dérivable et on a, pour tout entier k ≥ 0 :

sup
t

|f (k)(t)| ≤ (2πF )k‖f‖∞. (7.1)Preuve : Nous avons vu que f a des dérivées à tous les ordres. Montrons la majoration sur lesdérivées. Il su�t d'établir la formule (7.1) pour k = 1, le 
as général s'obtenant par ré
urren
e(en e�et, si µf est la mesure spe
trale (supposée bornée) de f , les dérivées f (k) ont pour mesurespe
trale (2πiu)kµf , qui est en
ore à support dans [−F,F ]).Considérons la fon
tion φ obtenue en périodisant la fon
tion égale à u exp(
−2πiu

4F
) sur [−F,F [en une fon
tion 2F -périodique.Les 
oe�
ients de Fourier de φ sont donnés par :

ck =
1

2F

∫ F

−F
exp(−2πik

u

2F
) φ(u) du

=
1

2F

∫ F

−F
u exp(−2πi

u

2F
(k +

1

2
)) du

=
F

π2

(−1)k+1i

(k + 1
2 )2

.Les 
oe�
ients de sa série de Fourier dé
roissent en k−2 (noter que 
e n'est pas le 
as de lafon
tion de période 2F égale à 2iπu sur [−F,F [ ; 
'est la raison pour laquelle on e�e
tue unetranslation sur la phase, de façon à obtenir une fon
tion périodique 
ontinue).En é
rivant φ 
omme la somme de sa série de Fourier (φ est 
ontinue et sa série de Fourier estuniformément 
onvergente), on obtient en restri
tion à l'intervalle [−F,F ] :
2πiu exp(−2πi

u

4F
) = 2πi

∑

k

ckexp(2πi
uk

2F
).Ce
i permet d'é
rire f ′(t) sous la forme :

f ′(t) = 2πi

∫ F

−F
ue2πiut dµf (u) = 2πi

∫ F

−F
ue−2πi u

4F e2πiu(t+ 1

4F
) dµf (u)

=
2F

π

∫ F

−F

∞∑

−∞

(−1)k

(k + 1
2 )2

e2πi
uk
2F e2πiu(t+ 1

4F
) dµf (u),d'où, en intégrant sur le 
ompa
t [−F,F ] la série uniformément 
onvergente �gurant à l'intérieurde l'intégrale :

f ′(t) =
2F

π

∞∑

−∞

(−1)k

(k + 1
2)2

∫ F

−F
e2πi(t+

1

4F
+ k

2F
) dµf (u)

=
2F

π

∞∑

−∞

(−1)k

(k + 1
2)2

f(t+
1

4F
+

k

2F
).
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‖f ′‖∞ ≤ 2F

π
‖f‖∞

∞∑

−∞

1

(k + 1
2)2

=
2F

π
‖f‖∞π2 = 2πF‖f‖∞.En appliquant 
ette formule su

essivement aux dérivées de f , on obtient la majoration annon
ée.

7.2 Théorèmes d'é
hantillonnage7.2.1 Etant donné un réel F > 0, soit UF le sous-espa
e de L2(R) formé des fon
tions de 
arréintégrable, à support dans l'intervalle [−F,F ].Les fon
tions dans UF sont dans L1(R) et leur transformée de Fourier est analytique, bornée etde 
arré intégrable (d'après la formule de Plan
herel).Par transformation de Fourier inverse, l'espa
e UF est transformé isométriquement en le sous-espa
e
VF = {f ∈ L2(R) : support(f̂) ⊂ [−F,F ]}.On note que f̂ qui est dans L2 et à support 
ompa
t est intégrable.Pour f ∈ VF , on a :
f(t) =

∫
f̂(u)e2πiut du

=
∞∑

n=0

(

∫ F

−F
f̂(u)un du)

(2πi)n

n!
tn,et on peut appliquer le théorème de 
onvergen
e dominée, 
ar

∞∑

n=0

∫ F

−F
|f̂(u)|e2π|u||t| du <∞.Ce sous-espa
e VF est don
 formé de fon
tions analytiques (ou du moins 
haque fon
tion dans

VF est égale presque partout à une fon
tion analytique : la transformée de Fourier inverse de satransformée de Fourier). Dans 
e qui suit, pour f ∈ VF , nous pouvons 
hoisir la version de fanalytique.On 
onstruit une base orthonormée de UF à partir des exponentielles 2F -périodiques. La famille
(en,F , n ∈ Z) dé�nie par

en,F (u) = (2F )−
1

2 1[−F,F ](u) e
2πin u

2F ,est une base orthonormée de VF .Notons scn,F les transformées de Fourier (inverses) de 
es fon
tions. Elle sont données par
scn,F (t) =

1√
2F

∫ F

−F
e2πin

u
2F e2πiut du =

1√
2F

sin2πF (t+ n
2F )

π(t+ n
2F )

, n ∈ Z.



156 CHAPITRE 7. ECHANTILLONNAGEElles peuvent s'é
rire également :
√

2F
sin(2πFt+ nπ)

2πFt+ πn
,ou en
ore

(−1)n
√

2F
sin2πFt

2πFt+ πn
.On note que scn,F ( k

2F ) = 0 pour k entier 6= −n, et scn,F (−n2F ), dé�ni par 
ontinuité, vaut √2F .Dé�nition 7.2.2 On appelle sinus 
ardinal la fon
tion, que nous noterons sc, dé�nie par
sc(t) =

sinπt

πt
. La fon
tion sc et la fon
tion 1[− 1

2
, 1
2
] sont transformées de Fourier l'une de l'autre.Les fon
tions scn,F s'é
rivent (au fa
teur de normalisation √

2F près) 
omme des translatées de
sc(2Ft) par n

2F :
scn,F (t) =

√
2Fsc(2Ft+ n).La transformée de Fourier étant une isométrie pour la norme ‖ ‖2, les transformées de Fourierdes fon
tions scn,F , n ∈ Z, forment une base orthonormée de VF .En parti
ulier, pour F = 1

2 , les fon
tions { sinπ(t+n)
π(t+n) , n ∈ Z} forment une base orthonormée del'espa
e des fon
tions de 
arré intégrable dont la transformée de Fourier est nulle en dehors del'intervalle [−1

2 ,
1
2 ].Etant donné un signal f dans VF , nous pouvons le représenter par son développement dans labase orthonormée (scn,F )n∈Z :

f(t) =
∑

n∈Z

an
√

2F
sin(2πFt+ nπ)

2πFt+ πn
.Il reste à identi�er les 
oe�
ients an. Par la propriété d'isométrie de la transformée de Fourier,on a, en appliquant la formule d'inversion :

an = 〈f, scn,F 〉 = 〈f̂ , ŝcn,F 〉 =
1√
2F

∫ F

−F
f̂(u)e−2πin u

2F du =
1√
2F

f(
−n
2F

).On a don
 le développement en série orthogonale (rappelons que les fon
tions sc(2πF.+πn) sontorthogonales entre elles) :
f(t) =

∑

n∈Z

f(
n

2F
)
sin(2πFt− nπ)

2πFt− πn
,ave
 
onvergen
e de la série des 
arrés des 
oe�
ients :

‖f‖2
2 =

∑

n∈Z

|f(
n

2F
)|2 <∞.Notons que, quand le signal f est dans VF , le signal é
hantillonné (à temps dis
ret, pour le pas

∆ = 1
2F ) et le signal à temps 
ontinu ont la même énergie à un fa
teur de normalisation près.En e�et, en appliquant les égalités de Parseval et de Plan
herel, nous avons :

∫
|f̂(u)|2 du =

∫
|f(t)|2 dt =

1

2F

∑

n∈Z

|f(
n

2F
)|2.
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hy-S
hwarz :
∑

|n|>N
|an

sin(2πFt− nπ)

2Ft− n
| ≤ (

∑

|n|>N
|an|2)

1

2 (
∑

|n|>N
(
sin(2πFt− nπ)

2Ft− n
)2)

1

2 <∞,montre la 
onvergen
e de la série, uniformément sur tout 
ompa
t. La somme de la série de
e développement orthogonal est don
 
ontinue. et elle est égale en tout point à la �versionanalytique� du signal f .Finalement, on a obtenu le résultat suivant (théorème d'é
hantillonnage de Shannon) :Théorème 7.2.3 Si le signal f est dans VF (i.e. f est de 
arré intégrable et sa transformée deFourier est à support dans [−F,F ]), on a :
f(t) =

∑

n∈Z

(−1)nf(
n

2F
)

sin2πFt

2πFt− πn
. (7.2)On note qu'en parti
ulier, le signal f est déterminé par son é
hantillonnage (f(n∆), n ∈ Z), dèsque ∆ ≤ 1

2F . On rappro
hera le théorème de Bernstein et la formule pré
édente.Dans le 
as où le signal n'est pas dans VF , l'expression à droite dans la formule (7.2) donne uneapproximation par interpolation de f . Pour pouvoir a�rmer que f est exa
tement donné par laformule (7.2), il faut savoir a priori que f̂ est à support dans l'intervalle [−F,F ].
• Cas général7.2.4Considérons plus généralement un signal f = (f(t)t∈R) dont la mesure spe
trale µf est à supportdans l'intervalle [−F,F ].

f(t) =

∫

R

e2πiut dµf (u) =

∫ F

−F
e2πiut dµf (u).Un tel signal est analytique. Il est dans L2(R) si, et seulement si, la mesure spe
trale a unedensité, elle-même de 
arré intégrable.Supposons que µf ne 
harge pas les extrémités de l'intervalle (
e qui est évidemment le 
as si µfa une densité). On peut 
onsidérer µf 
omme une mesure 2F -périodique dont les 
oe�
ients deFourier sont donnés au fa
teur 1

2F et au 
hangement de n en −n près par :
µ̂f (n) =

1

2F

∫ F

−F
e−2πiun

2F dµf (u) = f(
−n
2F

).On voit que, dans 
e 
as en
ore, la donnée de l'é
hantillonnage (f( n
2F )n∈Z) détermine 
omplète-ment µf et don
 aussi le signal f (
f. 7.2.7).Si la mesure µf est à support dans [−F,F ], elle est évidemment aussi à support dans un intervalle

[−F ′, F ′] plus grand. Tout é
hantillonnage du signal f ave
 un pas d'é
hantillonnage 1
2F ′ pluspetit que 1

2F détermine don
 aussi f . En parti
ulier, si µf 
harge les extrémités de l'intervalle
[−F,F ], on évite le problème des extrémités en 
onsidérant un intervalle stri
tement plus grandque [−F,F ]. Tout é
hantillonnage de pas ∆ tel que ∆ < 1

2F détermine don
 le signal f .On a ainsi obtenu la forme générale du théorème d'é
hantillonnage de Shannon :



158 CHAPITRE 7. ECHANTILLONNAGEThéorème 7.2.5 Si le signal f a une mesure spe
trale µf à support dans un intervalle [−F,F ],il est déterminé par son é
hantillonnage (f(n∆), n ∈ Z), pourvu que le pas d'é
hantillonnage ∆véri�e
∆ <

1

2F
.Si la mesure ne 
harge pas les extrémités, on peut prendre ∆ = 1

2F .Exemple 7.2.6 Soit f(t) = cos(2πt). La mesure spe
trale de f est µf = 1
2(δ−1 + δ1). I
i F = 1et la mesure spe
trale 
harge les extrémités de l'intervalle [−F,F ].Si l'on 
hoisit 
omme pas d'é
hantillonnage ∆ = 1

2F = 1
2 , on a f(n∆) = cos(πn) = (−1)n.Le signal f : t → cos(2πt) et le signal t → exp(2πit) ont le même é
hantillonnage, la fon
tion

sin(2πt) s'annulant aux temps d'é
hantillonage n
2 , n ∈ Z (phénomène d'�aliasing�). Il faut don
prendre un pas d'é
hantillonnage plus petit que 1
2F , par exemple ∆ = 1

4 , 
orrespondant à F = 2.On obtient alors, en é
rivant formellement la formule d'é
hantillonnage (voir exer
i
e 8 pour unejusti�
ation) :
cos2πt =

∑

n∈Z

(−1)ncos(πn/2)
sin4πt

4πt + πn

=
1

2π

∑

p∈Z

(−1)p
sin4πt

2t+ p
,d'où

1

sin2πt
− 1

2πt
=

1

2π

∑

p 6=0

(−1)p

t+ p/2

=
4t

π

∑

p≥1

(−1)p

4t2 − p2
.

• E
hantillonnage et mesure spe
trale7.2.7En terme de mesure spe
trale, la mesure spe
trale µ∆,f du signal é
hantillonné f∆ est la mesurepériodique obtenue en périodisant (pour la période T = 1
∆) la mesure spe
trale µf de f .Si la mesure spe
trale de f a une densité φf intégrable, la mesure spe
trale de f∆ a une densité

φ̃f qui est la périodisée de φf . (Rappelons que, par le théorème des séries, on montre que
φ̃f (u) =

∑
k∈Z

φf (u + kT ) est dé�nie (
onvergen
e absolue de la série pour presque tout u)et que ∫ T

0
|φ̃f | du ≤

∫

R

|φf | du.



7.3. EXERCICES 1597.3 Exer
i
esExer
i
e 7.3.1Montrer dire
tement les relations d'orthogonalité (Cas F = 1
2 ) :

∫

R

sinπ(t− n)

π(t− n)

sinπ(t− n′)
π(t− n′)

dt =
(−1)n+n′

π2

∫

R

(sinπt)2

(t− n)(t− n′)
dt = δn,n′ .

Exer
i
e 7.3.2 E
hantillonnage du signal périodique er(t) = cos(2πrt) et aliasingSoit ∆ le pas d'é
hantillonnage. Montrer que les signaux er et er′ ont le même é
hantillonnage,si r∆ − r′∆ ∈ Z (phénomène d'aliasing).Exemple : cos(2πt) et cos(2π5t), pour ∆ = 1
6 .Exer
i
e 7.3.31) a) Cal
uler la transformée de Fourier de la fon
tion φ dé�nie par φ(u) = 1 − |u|, pour |u| ≤

1,= 0 sinon.b) En déduire, sans 
al
ul la transformée de Fourier de la fon
tion f dé�nie par
f(t) = (

sinπt

πt
)2.2) a) Montrer que le théorème d'é
hantillonnage de Shannon s'applique à la fon
tion f .b) On note h le pas d'é
hantillonnage. Quelle inégalité doit véri�er h pour que la formule dere
onstru
tion de f à partir des valeurs dis
rétisées (f(nh))n∈Z soit exa
te.
) E
rire 
ette formule dans le 
as h = 1

2 .3) En déduire une représentation de la fon
tion t→ tg(πt)

πt2

omme la somme d'une série de laforme ∑

n∈Z

cn
t− n

.

Exer
i
e 7.3.4Notations : Etant donné un réel τ , on note Tτ l'opérateur de translation par τ dé�ni sur l'espa
edes fon
tions sur R par (Tτf)(t) = f(t+τ). On note D l'opérateur de 
hangement d'é
helle dé�nipar (Df)(t) = f(2t).



160 CHAPITRE 7. ECHANTILLONNAGEDans la suite on �xe un entier p ≥ 1, et on 
onsidère l'espa
e V0 formé par les fon
tions f de
lasse Cp−1, appartenant à L2(R), dont la restri
tion à l'intervalle [k, k + 1] est un polyn�mede degré p, pour tout k ∈ Z. (On 
onvient que les fon
tions de 
lasse C0 sont les fon
tions
ontinues.)1) a) Montrer que V0 est stable par les translations entières Tn, n ∈ Z.b) Montrer que f ∈ V0 ⇒ D−1f ∈ V0.Pour j ∈ Z, on pose Vj = DjV0. Montrer que la famille {Vj , j ∈ Z} forme une suite 
roissante(au sens de l'in
lusion).
) Cara
tériser les éléments f de Vj .2) On prend p = 1.a) Montrer que les fon
tions f dans V0 peuvent s'é
rire 
omme une 
ombinaison
f(t) =

∑

n

cnφ1(t− n),où φ1 est une fon
tion paire, à support dans [−1, 1], dont on donnera l'expression en restri
tionà [0, 1].b) Montrer que φ1 véri�e une équation fon
tionnelle de la forme
φ1(t) = 2

∑

k∈Z

hkφ1(2t− k),dont on expli
itera les 
oe�
ients hk.
) Résoudre 
ette équation fon
tionnelle par transformation de Fourier.3) On prend maintenant p = 2.a) Par analogie ave
 le 
as de l'interpolation linéaire, montrer que les fon
tions f dans V0 peuvents'é
rire 
omme une 
ombinaison f(t) =
∑

n cnφ2(t− n), où φ2 est une fon
tion paire, à supportdans [−2, 2] dont on donnera l'expression (polyn�me du se
ond degré) en restri
tion à 
haqueintervalle [k, k + 1], k = 0, 1.b) Montrer que φ2 véri�e une équation fon
tionnelle de la forme
φ2(t) = 2

∑

k∈Z

hkφ2(2t− k),et expli
iter les 
oe�
ients hk.
) Résoudre 
ette équation fon
tionnelle par transformation de Fourier.4) Dans le 
as d'un entier p quel
onque, 
al
uler la transformée de Fourier de la fon
tion φpdont les translatées entières engendrent le sous-espa
e V0 des fon
tions de 
lasse Cp−1 et de 
arréintégrable, dont la restri
tion à l'intervalle [k, k+ 1], pour tout k ∈ Z, est un polyn�me de degré
p.Exer
i
e 7.3.5



7.3. EXERCICES 1611) Montrer la relation :
∑

n∈Z

(sinπt)2

π2(t+ n)2
= 1. (1)(On pourra appliquer le raisonnement utilisé dans la preuve de la formule de Poisson).2) Soit F un réel > 0. A l'aide de la formule (1) et de la formule d'é
hantillonnage (
f. théorèmede Shannon), montrer que, si f est une fon
tion (que l'on peut supposer 
ontinue) dans L2(R),dont la transformée de Fourier est à support dans l'intervalle [−F,F ], on a la majoration :

|f(t)| ≤
√

2F‖f‖2,∀t ∈ R.3) Donner une autre preuve de 
ette majoration, à l'aide de la formule de Plan
herel.Exer
i
e 7.3.6Soient λ et T deux nombres réels, ave
 T > 0. On note φ la fon
tion t → φ(t) = e2πiλt et g lafon
tion périodique, de période T , qui 
oïn
ide ave
 φ sur l'intervalle [−T2 , T2 [.a) Cal
uler le développement en série de Fourier, ∑
n cn(g)e

2πin t
T , de la fon
tion T -périodique g.b) Justi�er la 
onvergen
e, en tout point de l'intervalle ouvert ]−T2 , T2 [, de 
e développement :

lim
N

N∑

−N
cn(g)e

2πin t
T = g(t)
) En permutant les r�les de t et de λ, en déduire la validité d'une formule analogue à laformule d'é
hantillonnage de Shannon, pour toute fon
tion de la forme f(t) =

∑L
k=1 αke

2πiλkt,où (λk, k = 1, · · · , L) est une famille �nie de réels et les αk, k = 1, · · · , L, sont des 
oe�
ients
omplexes.e) Ce résultat est-il 
onforme à la règle du 
hoix du pas d'é
hantillonnage ? (On pré
isera lamesure spe
trale de f .)Exer
i
e 7.3.71) Soit f une fon
tion dé�nie sur R, véri�ant les 
onditions notées (S) :
f est positive, intégrable et ∑

n∈Z

f(t+ n) = 1, ∀t ∈ R. (S)a) Montrer que ∫
R
f(t) dt = 1.b) Montrer que, pour toute fon
tion g intégrable sur R, on a :

∑

n∈Z

(g ∗ f)(t+ n) =

∫
g(s) ds, ∀t ∈ R.



162 CHAPITRE 7. ECHANTILLONNAGE2) a) Montrer que, si f véri�e (S), il en est de même des fon
tions obtenues en 
onvolant f p-foispar elle-même.b) Donner des exemples de fon
tions véri�ant (S).3) Cara
tériser à l'aide de leur transformée de Fourier, les fon
tions f intégrables telles que
∑

n∈Z

f(t+ n) = 1, pour presque tout t ∈ R.



Chapitre 8Filtrage des signaux à temps 
ontinu
8.1 Introdu
tionDes opérations du type ��ltrage� apparaissent dans 
ertains dispositifs naturels et dans lesméthodes de traitement algorithmique des signaux. Par exemple, dans les études géologiques,en parti
ulier dans les re
her
hes pétrolières, on observe, après émission d'un signal (x(t))t>0,une �sortie� (y(t))t>0 résultant de la superposition des valeurs de x ré�é
hies par les 
ou
hesgéologiques internes. Si, pour simpli�er le modèle, on ne 
onsidère qu'un nombre �ni de 
ou
hesré�é
hissant une fra
tion αk du signal et si l'on tient 
ompte des retards de transmission τk, onobtient pour y une expression de la forme

y(t) =
∑

k

αkx(t− τk).Si, au 
ontraire, un �
ontinuum� de 
ou
hes géologiques 
ontribuent à l'é
ho du signal émis,l'expression de y est plut�t donnée par une intégrale de la forme :
y(t) =

∫
x(t− τ)φ(τ) dτ.Ces expressions suggèrent que des pro
édés de 
onvolution sont mis en oeuvre, soit de façonnaturelle, soit par des moyens matériels ou algorithmiques, dans les opérations de �ltrage. Cesdispositifs peuvent être modélisés et nous verrons que leur étude mathématique 
onduit à lanotion de 
onvolution. Avant de faire 
ette étude, donnons deux autres exemples physiquessimples de �ltres.Exemple 1 : 
ir
uit RCOn 
onsidère un 
ir
uit éle
trique 
omportant une résistan
e R et un 
ondensateur C. Soit

x = (x(t)t∈R) la tension en entrée et y = (y(t)t∈R) la tension aux bornes du 
ondensateur.Exprimons la 
orrespondan
e x→ y.Soit i(t) l'intensité. D'après la loi d'Ohm, on a
Ri(t) + y(t) = x(t).D'autre part, la di�éren
e de potentiel aux bornes d'un 
ondensateur de 
harge Q est y(t) =

1
CQ(t) et i(t) = Q′(t). On en tire une équation di�érentielle qui relie l'entrée x à la sortie y :

RCy′(t) + y(t) = x(t).163



164 CHAPITRE 8. FILTRAGE DES SIGNAUX À TEMPS CONTINUExemple 2 : système mé
aniqueConsidérons maintenant un système mé
anique formé de deux mobiles A et B reliés par unressort de 
oe�
ient k. Leur position respe
tive est repérée au temps t par leur abs
isse x(t) et
y(t). Ces abs
isses sont mesurées à partir des origines respe
tivement a0 et b0 pour lesquelles leressort est en équilibre (si A est en a0 et B en b0, le ressort n'exer
e au
une for
e de détente oude 
ompression).Le mouvement du mobile A est imposé ; 
'est l'entrée, x(t), du système. Il en résulte pour B unmouvement y(t) (la sortie du système) dû à la for
e du ressort et au frottement de 
oe�
ient α.On note m la masse de B.La for
e exer
ée par le ressort est −k(y(t) − x(t)). Le frottement 
rée une for
e −αy′(t)proportionnelle à la vitesse. L'équation de la mé
anique s'é
rit : my′′ = −k(y − x) − αy′. Soit

my′′ + αy′ + ky = kx.S'il n'y a pas de frottement, on obtient l'équation :
y′′ +

k

m
y =

k

m
x.Bien entendu, 
e modèle linéaire n'est valable qu'au voisinage de la position d'équilibre.Dans les deux exemples, apparaît une équation di�érentielle à 
oe�
ients 
onstants. On noteque la solution y n'est pas entièrement dé�nie par la donnée du se
ond membre x, puisquenous n'avons pas spé
i�é de 
onditions initiales. Le problème que nous résoudrons plus loin estd'exprimer y à l'aide de x 
omme le résultat d'un �ltrage (la 
onvolution par une mesure)appliqué à x.8.2 �ltre et 
onvolutionUn �ltre peut être envisagé 
omme une boîte noire, à l'entrée de laquelle on applique un signal

(x(t))t∈R et à la sortie de laquelle on obtient, après traitement dans la boîte, un signal (y(t))t∈R.La 
orrespondan
e x→ y dé�nit une transformation F :
y(t) = (Fx)(t).Pour pré
iser la nature mathématique de 
ette transformation, on doit dé�nir l'espa
e V dessignaux auxquels peut être appliquée la transformation F et l'espa
e d'arrivée W. En fait, il ya une 
ertaine liberté de 
hoix pour V 
omme pour W. Il est raisonnable de supposer que, pourtout t, la valeur au temps t du signal de sortie (Fx)(t) est bien dé�nie et que V est un espa
eve
toriel de fon
tions sur R, invariant par translation dans le temps. On peut alors faire opérersur V le groupe à un paramètre des opérateurs de translation :

Tτx(t) = x(t+ τ),∀t, τ ∈ R.On dira alors que la transformation F dé�nit un �ltrage de l'espa
e V si F est une appli
ationlinéaire dé�nie sur V véri�ant la 
ondition de stationnarité suivante :
FTτ = TτF,∀τ ∈ R.



8.2. FILTRE ET CONVOLUTION 165Cette 
ondition exprime que le dispositif (matériel ou algorithme) e�e
tuant le �ltrage estindépendant du temps.Pour déterminer plus 
omplètement 
e qu'est un �ltrage du point de vue mathématique, il
onvient d'imposer à F une 
ondition de 
ontinuité. Cette 
ondition dépend de la topologie
onsidérée sur l'espa
e V.
• Condition de 
ontinuitéPour �xer les idées, nous prendrons pour V l'espa
e Cc(R) des fon
tions 
ontinues à support
ompa
t sur R. Rappelons que 
et espa
e est muni de façon naturelle de la topologie dé�nieainsi :une suite de fon
tions (xn) dans Cc(R) 
onverge vers x ∈ Cc(R), si les supports des xn restentin
lus dans un 
ompa
t �xe et si (xn) 
onverge uniformément vers x. Le �ltre F est 
ontinu s'ilvéri�e la 
ondition :

(xn
Cc(R)→ x) ⇒ (Fxn → Fx).Théorème 8.2.1 Les �ltres (linéaires, stationnaires et 
ontinus) sur Cc(R) s'identi�ent à desopérateurs de 
onvolution par des mesures de Radon.Preuve : Soit F un �ltre véri�ant les 
onditions de linéarité et de 
ontinuité. Pour t �xé,l'appli
ation x → (Fx)(t) dé�nit une mesure de Radon, que nous notons νt. On peut é
rire lerésultat de l'appli
ation du �ltre F à l'entrée x sous la forme intégrale : (Fx)(t) =

∫
x(s) dνt(s).La 
ommutation ave
 les translations dans le temps s'exprime par la 
ondition :

∫
x(s) dνt+τ (s) = (Fx)(t+ τ) = (TτFx)(t) = (FTτx)(t) =

∫
x(s+ τ) dνt(s).Soit µ la mesure dé�nie par dµ(s) = dν0(−s). On obtient, en faisant t = 0 :

(Fx)(τ) =

∫
x(s + τ) dν0(s) =

∫
x(τ − s) dµ(s) = (µ ∗ x)(τ), ∀τ ∈ R.Inversement, on véri�e fa
ilement que les opérateurs de 
onvolution par des mesures de Radonvéri�ent les 
onditions imposées aux �ltres.L'appli
ation d'un �ltre à un signal x ∈ Cc(R) peut ainsi être vue 
omme l'appli
ation à x de la
onvolution par une mesure µ : la donnée d'un �ltre revient don
 à la donnée d'une mesure.On note que, si µ n'est pas à support 
ompa
t, le résultat µ ∗ x de l'appli
ation du �ltre n'estplus une fon
tion à support 
ompa
t (voir l'étude de la 
onvolution). Par exemple, si µ est lamesure de densité 
onstante égale à 1, on a (µ∗x)(t) =

∫
x(s) ds . Dans 
e 
as, pour toute entrée

x, la sortie y est une 
onstante.Si µ = λφ a une mesure ave
 densité φ, la 
onvolée µ ∗ x est la 
onvolée de x par 
ette densité φet la 
orrespondan
e entre l'entrée x et la sortie y est donnée par :
y(t) =

∫
x(t− s) φ(s) ds =

∫
x(s) φ(t− s) ds.



166 CHAPITRE 8. FILTRAGE DES SIGNAUX À TEMPS CONTINURemarquons qu'en l'absen
e d'invarian
e du �ltre, au lieu d'un noyau de la forme φ(t − s), ilfaudrait 
onsidérer un noyau plus généralK(t, s), y étant alors donné par y(t) =
∫
x(s)K(t, s) ds.Si µ est une mesure dis
rète, µ =

∑
k αkδτk , la sortie y est donnée par
y(t) =

∑

k

αkx(t− τk).Dans tous les 
as, nous obtenons le signal de sortie y 
omme la superposition des valeurs del'entrée x pondérées et retardées.Remarque 8.2.2 Nous avons envisagé le 
as d'un �ltre dé�ni par 
onvolution par une mesure.D'autres 
hoix sont possibles pour l'espa
e de signaux tests V. Ce
i permet d'élargir la notionde �ltre. Par exemple, si on prend 
omme espa
e V l'espa
e D = Cc(R), muni de sa topologienaturelle, on obtient que les �ltres sur D sont dé�nis par 
onvolution par une distribution. Unexemple simple est 
elui du dérivateur qui est le �ltre dé�ni par x → y = Fx = x′. Dans leformalisme de la 
onvolution, il s'agit du �ltre dé�ni par 
onvolution par la distribution δ′0. Ce�ltre peut naturellement être étendu aux signaux de 
lasse C1(R).On note aussi qu'un �ltre peut être dé�ni a priori sur un espa
e V, mais prolongeable à unespa
e plus grand. Par exemple une mesure bornée opère par 
onvolution sur Cc(R), mais peutêtre prolongée à l'espa
e des fon
tions 
ontinues bornées. Cette situation 
orrespond à la notionde �ltre stable.
• Entrée bornée, sortie bornéeUne 
ondition physiquement importante est qu'à une entrée bornée 
orresponde une sortie bornée(on dit parfois qu'on a un �ltre �BIBO�, 
'est-à-dire �entrée bornée, sortie bornée�, ou en
ore �ltrestable). . Il su�t, pour 
ela que la mesure µ soit bornée. En e�et, si µ est une mesure bornéede masse M , on a, pour tout x :

‖µ ∗ x‖∞ ≤M‖x‖∞.On peut montrer (exer
i
e) que 
ette 
ondition est également né
essaire.Rappelons que, si µ a une densité φ, la mesure µ est bornée si et seulement si φ est intégrable,∫
|φ(s)| ds < ∞. Si µ est dis
rète, µ =

∑
k αkδak

, ave
 ak 6= ak′ , pour k 6= k′, la mesure µ estbornée si et seulement si ∑
k |αk| <∞.

• E�et du �ltrage sur le spe
tre du signalSupposons µ bornée. Soit µ̂ sa transformée de Fourier. En appliquant les résultats obtenus dansles 
hapitres pré
édents sur la 
onvolution et la transformée de Fourier, nous obtenons leThéorème 8.2.3 La mesure spe
trale νy du signal y �ltré de x par 
onvolution par une mesurebornée µ se déduit de la mesure spe
trale νx (supposée bornée) de x par multipli
ation par µ̂ :
dνy(u) = µ̂(u) dνx(u).Preuve : Nous avons, en appliquant le théorème de Fubini,

y(t) =

∫
x(t− s) dµ(s) =

∫ ∫
e2πiu(t−s) dνx(u) dµ(s)

=

∫
e2πiut(

∫
e−2πius dµ(s)) dνx(u) =

∫
e2πiutµ̂(u) dνx(u).
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• CausalitéUne 
ondition naturelle à imposer au �ltre est 
elle de 
ausalité : si deux signaux x0 et x1
oïn
ident jusqu'au temps t0, les sorties y0 et y1 
orrespondantes doivent 
oïn
ider jusqu'autemps t0. En e�et, dans le 
as 
ontraire, le 
al
ul de la sortie né
essiterait la 
onnaissan
e desvaleurs de l'entrée dans le futur, 
'est-à-dire à des temps postérieurs à l'instant où est e�e
tué le
al
ul.Un �ltre véri�ant la 
ondition de 
ausalité est dit 
ausal ou en
ore réalisable.Si l'on tient 
ompte de la linéarité, la 
ausalité est équivalente à la 
ondition : x(t) = 0, pour
t ≤ t0 ⇒ y(t) = 0, pour t ≤ t0. Si l'on ajoute la 
ondition d'invarian
e par translation dans letemps (stationnarité), il faut et il su�t que 
ette 
ondition soit véri�ée pour t0 = 0.Si l'on quali�e de �
ausal� un signal nul jusqu'au temps 0, on obtient qu'un �ltre stationnaire est
ausal si et seulement s'il transforme un signal 
ausal en signal 
ausal.On montre fa
ilement (voir exer
i
e) le résultat suivant :Théorème 8.2.4 Un �ltre F asso
ié à une mesure µ est 
ausal si, et seulement si, le supportde µ est 
ontenu dans [0,∞[.Si µ est à support dans [0,∞[, on a, pour toute fon
tion f µ-intégrable :

(µ ∗ f)(t) =

∫ ∞

0
f(t− s) dµ(s) =

∫ t

−∞
f(s) dµ(t− s).Si l'on suppose, de plus, que f est également à support dans [0,∞[ (nul pour t < 0), l'expressionde la 
onvolution par µ (expression du �ltrage) est :

(µ ∗ f)(t) =

{ ∫ t
0 f(t− s) dµ(s), pour t > 0,

0, pour t ≤ 0.

• Appli
ation d'un �ltre à des entrées parti
ulièresSupposons le �ltre dé�ni 
omme la 
onvolution par une fon
tion φ 
ontinue. Le terme réponseimpulsionnelle du �ltre (dans le vo
abulaire du traitement du signal), désigne le résultat del'appli
ation du �ltre au signal dé�ni par δ0. Soit :
(Fδ0)(t) = (δ0 ∗ φ)(t) = φ(t).La réponse impulsionnelle s'identi�e don
 ave
 la fon
tion φ elle-même. Dans le 
as générald'un �ltre dé�ni par 
onvolution par une mesure µ, nous identi�erons également la réponseimpulsionnelle à la mesure µ.Prenons maintenant pour entrée le signal e2πiu(t) = e2πiut. Si le �ltre est dé�ni 
omme la
onvolution par une mesure bornée µ, on peut l'appliquer aux fon
tions 
ontinues bornées,don
 en parti
ulier aux e2πiu. On obtient alors :

Fe2πiu = µ̂(u)e2πiu,



168 CHAPITRE 8. FILTRAGE DES SIGNAUX À TEMPS CONTINUla valeur en u de la transformée de Fourier de µ.Pour z paramètre dans C, notons ez la fon
tion ez(t) = ezt. Cal
ulons l'appli
ation du �ltre F(asso
ié à µ) au signal ez. Sous réserve d'intégrabilité, on a :
Fez(t) =

∫
ez(t−s) dµ(s) = ezt

∫
e−zs dµ(s).Les fon
tions ez sont (du moins formellement, 
ar nous ne sommes pas assurés de la 
onvergen
ede l'intégrale) les fon
tions propres du �ltre, de valeur propre

HF (z) =

∫
e−zs dµ(s). (8.1)Il faut toutefois noter que 
es signaux ne sont pas né
essairement dans le domaine de dé�nitiondu �ltre.Dé�nition 8.2.5 On appelle fon
tion de transfert d'un �ltre F , la fon
tion HF dé�nie (surune partie du plan 
omplexe) par

Fez = HF (z)ez . (8.2)Cette dé�nition est formelle : il faut se restreindre au domaine de dé�nition de la transforméede Lapla
e de µ : 
'est-à-dire aux valeurs de z ∈ C tel que ez soit |µ|-intégrable. On peutalors dé�nir Fez et la formule (8.2) a un sens et d'après (8.1) on obtient la valeur en z de latransformée de Lapla
e de µ.Dans le 
as où µ est �
ausale� (i.e. à support dans [0,+∞[), la transformée de Lapla
e de µs'é
rit : ∫ ∞

0
ez(t−s) dµ(s).Le domaine de dé�nition D de 
ette transformée (i.e. le sous-ensemble du plan 
omplexe

{z ∈ C :
∫ ∞
0 e−ℜe(z)s d|µ|(s) < ∞}) est une bande verti
ale du plan 
omplexe, qui peut être undemi-plan ou le plan 
omplexe tout entier, ou vide. On montrera en exer
i
e que� si µ est 
ausale (i.e. à support dans R+) et bornée (par exemple ave
 une densité intégrable),alors D 
ontient le demi-plan fermé {ℜe(z) ≥ 0}.� si µ est à support 
ompa
t, le domaine D est le plan 
omplexe tout entier et la transformée deLapla
e est analytique.� si µ est bornée, alors D 
ontient l'axe imaginaire et la restri
tion de H à 
et axe redonne latransformée de Fourier.� si µ a une densité φ ave
 φ à support dans R+ et bornée, alors D 
ontient le demi-plan ouvert

{ℜe(z) > 0}.
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omposition en �ltres élémentaires
• Correspondan
e entre �ltres et fon
tions de transfert8.3.1 Considérons deux �ltres F1 et F2 appliqués su

essivement à un signal x :

x→ F1x→ F2F1x.Formellement, pour 
al
uler la fon
tion de transfert du �ltre 
omposé F2F1, nous appliquons 
e�ltre au signaux ez dé�nis par ez(t) = ezt. On obtient :
F1ez = HF1

(z)ez ; F2F1ez = HF1
(z)F2ez = HF1

(z)HF2
(z)ez .On a don
 que la fon
tion de transfert du �ltre 
omposé F2F1 est le produit des fon
tions detransfert des �ltres F1 et F2. Ce résultat est évidemment l'analogue du fait que la transforméede Fourier d'un produit de 
onvolution est le produit des transformés de Fourier.A la 
omposition des �ltres 
orrespond la 
onvolution des mesures et le produit des fon
tions detransfertLa fon
tion de transfert de deux �ltres mis en série (autrement dit 
omposés) est le produit desfon
tions de transfert des deux �ltres.Souligons le fait que l'opération de 
omposition, pour des �ltres linéaires et invariants (station-naires), est 
ommutative. L'opération de 
omposition 
orrespond à 
elle de 
onvolution qui estune opération 
ommutative. Ce
i serait faux si l'invarian
e ou la linéarité n'étaient pas véri�ées.Pour une 
lasse raisonnable de �ltres, deux �ltres ayant la même fon
tion de transfert sontidentiques. C'est par exemple le 
as pour des �ltres asso
iés à une mesure bornée µ. En e�et,dans 
e 
as, le domaine de dé�nition de la fon
tion de transfert 
ontient le 
er
le unité et larestri
tion de la fon
tion de transfert au 
er
le unité redonne la transformée de Fourier de µ.Comme nous avons vu que la donnée de la transformée de Fourier détermine µ, il en résultequ'un �ltre asso
ié à une mesure bornée est bien déterminé par sa fon
tion de transfert.Soit donnée une fon
tion de transfert H d'un �ltre F . Supposons que 
ette fon
tion se dé
omposeen produit de deux fon
tions H1 et H2 qui sont les fon
tions de transfert de deux �ltres F1 et F2.Si l'on peut appliquer le prin
ipe d'uni
ité pré
édent, on est assuré que le �ltre 
omposé F2F1, ou

F1F2, est une réalisation du �ltre F . On peut ainsi dé
omposer le �ltre F en �ltres plus simplesà réaliser.En 
ombinant 
ette propriété de 
omposition (
'est-à-dire x → F1x → F2F1x) ave
 l'additiondes sorties de �ltres en parallèles (x → F1x+ F2x), on peut espérer réaliser une large 
lasse de�ltres à partir de �ltres élémentaires et de 
es opérations de 
omposition et d'addition.Au paragraphe suivant, nous allons appliquer 
ette méthode aux �ltres dynamiques, 
'est-à-direaux �ltres à fon
tion de transfert rationnelle.
• Filtres à fon
tion de transfert rationnellesNous dirons qu'un �ltre F est à fon
tion de transfert H rationnelle, si la fon
tion de transfert
H de F est une fra
tion rationnelle, i.e. s'il existe des 
oe�
ients a0, a1, ..., ap, b0, b1, ..., bq , ave

a0 = 1 tels que :

H(z) =
b0 + b1z + ...+ bqz

q

a0 + a1z + ...+ apzp
=
B(z)

A(z)
. (8.3)
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tion H est é
rite sous forme irrédu
tible, i.e. que Aet B sont des polynomes premiers entre eux.Supposons que le �ltre (appelé �ltre dynamique), x → y = Fx, soit tel que y véri�e l'équationdi�érentielle à 
oe�
ients 
onstants :
a0y + a1y

′ + ...+ apy
(p) = b0x+ ...+ bqx

(q). (8.4)Un 
al
ul formel immédiat, en prenant x de la forme ez, montre que la fon
tion de transfert de
e �ltre est donnée par (8.3).La relation (8.4) ne détermine pas µ, mais nous allons voir qu'il y a uni
ité si µ est 
ausale.
• Cal
ul d'un �ltre 
ausal dynamique8.3.2 Pour simpli�er les notations, nous faisons le 
al
ul pour un �ltre d'ordre 2. Soient α, β,
γ des 
oe�
ients 
onstants, réels ou 
omplexes, ave
 α 6= 0. Partons de l'équation di�érentielle

αy′′ + βy′ + γy = x. (8.5)Nous allons déterminer une mesure 
ausale µ telle que, pour tout signal x qui est C∞ à support
ompa
t, y = µ ∗ x soit solution de (2). Cette mesure µ aura une densité. Comme de plus elledoit être à support dans [0,∞[ (
ausalité), nous 
her
hons une mesure µ de densité Y φ, où Yest la fon
tion é
helon et φ une fon
tion au moins de 
lasse C2. (Nous verrons a posteriori que
ette fon
tion est une 
ombinaison d'exponentielles et don
 en fait C∞.)Si µ est de densité Y φ, y = µ ∗ x est de la forme
y(t) =

∫ t

−∞
φ(t− s)x(s) ds.Pour dériver 
ette expression en t, on rappelle la formule, fa
ile à justi�er, pour une fon
tion f
ontinue de deux variables :

d

dt

∫ t

a
f(t, s) ds = f(t, t) +

∫ t

a
f ′t(t, s) ds.En dérivant deux fois et en reportant dans (8.5), nous obtenons :

∫ t

−∞
(αφ′′ + βφ′ + γφ)(t− s)x(s) ds+ α[φ(0)x′(t) + φ′(0)x(t)] + βφ(0)x(t) = x(t).Il s'agit d'une relation qui doit être véri�ée quel que soit x C∞ à support 
ompa
t. Des 
onditionssu�santes (on peut montrer qu'elles sont aussi né
essaires) pour que 
ette relation soit véri�éesont :

αφ′′ + βφ′ + γφ = 0, (8.6)
αφ(0) = 0, αφ′(0) + βφ(0) = 1 (8.7)Les dernières 
onditions se réduisent à φ(0) = 0 et φ′(0) = α−1.La fon
tion φ doit don
 être solution de l'équation di�érentielle à 
oe�
ients 
onstants 8.6 etvéri�er les 
onditions initiales : φ(0) = 0, φ′(0) = α−1.
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et ensemble de 
onditions détermine φ. Une méthode 
lassique pour expli
iter
φ est 
elle de l'équation 
ara
téristique : on re
her
he des solutions parti
ulières de 8.6 de laforme eλt. (Noter qu'il s'agit du même prin
ipe que pour la fon
tion de transfert : les fon
tionsexponentielles sont les fon
tions propres des opérateurs linéaires invariants ; i
i on 
her
he lesvaleurs λ qui annulent la fon
tion de transfert). Ce
i 
onduit à l'équation 
ara
téristique :

αλ2 + βλ+ γ = 0.Plaçons nous, pour �xer les idées, dans le 
as où l'équation 
ara
téristique possède deux solutions
λ1 et λ2 distin
tes. La fon
tion φ est une 
ombinaison linéaire des solutions parti
ulières t→ eλ1tet t→ eλ2t. Compte-tenu des 
onditions initiales, on obtient :

φ(t) =
1

α

eλ1t − eλ2t

λ1 − λ2
.Dans le 
as d'une ra
ine double, λ1 = λ2, en utilisant les deux solutions parti
ulières de 8.6,

t→ eλ1t et t→ teλ1t, on montre que la fon
tion φ est la forme
φ(t) =

1

α
teλ1t.Le �ltre dé�ni par la mesure µ de densité Y φ peut être appliqué à di�érents espa
es de fon
tions,par exemple : fon
tions 
ontinues à support 
ompa
t, fon
tions 
ontinues nulles pour t ≤ 0. Dansle 
as où x est nulle pour t ≤ 0, il su�t de supposer x lo
alement intégrable (par exemple lafon
tion é
helon Y est de 
e type).Le résultat y de l'appli
ation du �ltre à une entrée x nulle pour t ≤ 0 est :

y(t) = (µ ∗ x)(t) =

{ ∫ t
0 x(s) φ(t− s) ds, pour t > 0,

0, pour t ≤ 0.Cher
hons sous quelle 
ondition la mesure µ est bornée. Les exponentielles eλt sont intégrablessur R+ si et seulement si leur module véri�e ∫ ∞
0 eℜe(λ)t dt <∞, 
e qui est réalisé si et seulementsi ℜe(λ) < 0. On peut montrer que, pour la fon
tion φ qui est une 
ombinaison de 
es fon
tionsexponentielles (ou d'exponentielles multipliées par un polynome), les exponentielles ne peuventpas se 
ompenser.Naturellement, les raisonnements pré
édents peuvent être appliqués à une équation de la forme(8.4) générale.On a ainsi obtenu :Proposition 8.3.3 La 
ondition né
essaire et su�sante pour que le �ltre dynamique 
ausalasso
ié à (8.5) soit borné est que les ra
ines λk de l'équation 
ara
téristique véri�ent ℜe(λk) < 0.Remarque 8.3.4 On peut également dans 
e qui pré
ède utiliser le 
al
ul des dérivées de lafon
tion Y ϕ au sens des distributions.En 
onsidérant la mesure de densité Y ϕ 
omme une distribution, nous avons :

(Y ϕ)′ = ϕ(0)δ0 + Y ϕ′,

(Y ϕ)′′ = ϕ(0)δ′0 + ϕ′(0)δ0 + Y ϕ′′
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c , on peut 
onvoler ϕ par une distribution µ et on a la formulede dérivation :

(µ ∗ ϕ)′ = µ′ ∗ ϕ = µ ∗ ϕ′.Nous avons d'autre part : δ0 ∗ ϕ = ϕ et δ′0 ∗ ϕ = ϕ′. Pour que y = (Y ∗ ϕ) ∗ x soit solution del'équation (8.5) il faut don
 que l'on ait :
[Y (αϕ′′ + βϕ′ + γϕ)] ∗ x+ (αϕ′(0) + βϕ(0))x + γϕ(0)x′ = x.Cette relation devant être véri�ée quel que soit x ∈ C∞

c , on retrouve ainsi les 
onditions initiales8.7 et l'équation 8.6 auxquelles doit satisfaire ϕ.
• Phénomène de résonan
e8.3.5 Reprenons l'équation (8.5) dans le 
as parti
ulier

1

ω2
y′′ + y = x, (8.8)où ω est un paramètre réel > 0. La mesure 
ausale µ est i
i la mesure de densité ωY (t) sin(ωt).C'est une mesure non bornée. Pour une entrée x, la sortie y est donnée par

y(t) = ω

∫ t

−∞
sinω(t− s) x(s) ds = ω

∫ ∞

0
sinωs x(t− s) ds.Cal
ulons 
ette sortie pour di�érente entrées.Pour x = Y , on a, pour t ≥ 0,

y(t) = ω

∫ t

0
sinωs ds = 1 − cosωt.La sortie reste bornée pour 
ette entrée. Prenons maintenant x(t) = Y (t)sinω0t.En utilisant les formules sina sinb = 1

2 [cos(a− b) − cos(a+ b)], nous obtenons, pour ω0 6= ±ω,
y(t) = ω

∫ t

0
sinω(t− s) sinω0s ds

=
ω

2

∫ t

0
[cos((ω0 + ω)s− ωt) − cos((ω0 − ω)s+ ωt)] ds

=
ω

2

1

ω0 + ω
(sinω0t+ sinωt) +

ω

2

1

ω0 − ω
(sinω0t− sinωt)

=
ω

ω2
0 − ω2

(ω0sinωt− ωsinω0t).On voit que la sortie est en
ore bornée. Par 
ontre, si ω0 = ω, la sortie est non bornée, donnéepour t > 0 par :
y(t) =

1

2
(sinωt− ωtcosωt).Il s'agit là du phénomène de résonan
e qui a des 
onséquen
es pratiques très importantes.(Résonan
e, du verbe résonner ; au parti
ipe présent, les deux formes �résonnant� ou �résonant�s'é
rivent !).
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• Dé
omposition en �ltres simplesNous allons dé
omposer la fra
tion donnée par (8.3) en éléments simples de la forme

1

(z − c)ℓ
,où c est un p�le de la fra
tion H. Il s'agit don
 de déterminer les �ltres élémentaires asso
iés àun tel élément simple.8.3.6 Filtres asso
iés à un élément simpleConsidérons d'abord le 
as ℓ = 1, 
'est-à-dire le 
as d'un p�le simple. Un 
al
ul dire
t montreque le �ltre 
ausal, dont la mesure asso
iée a une densité de la forme t → Y (t) ect, Y étant lafon
tion é
helon, a pour fon
tion de transfert la fra
tion rationnelle élementaire 1/(z − c). End'autres termes, la sortie y pour une entrée x est donnée par

y(t) =

∫ t

−∞
ec(t−s)x(s)ds. (8.9)Le domaine de dé�nition de la transformée de Lapla
e est i
i : ℜe z > ℜe c.Ce �ltre 
orrespond à l'équation di�érentielle

y′ − cy = x,puisqu'une solution de 
ette équation est donnée par (8.9), quand on 
her
he à la réaliser, àpartir d'une entrée x par un �ltre 
ausal de densité Y (t) ect.Cette mesure est bornée (i.e. i
i de densité intégrable), si et seulement si
∫ ∞

0
|ect|dt =

∫ ∞

0
eℜe(c)tdt <∞, i.e. ℜe(c) < 0.8.3.7 Cas d'un p�le multiple : 1/(z − c)ℓDéterminons la mesure µp 
orrespondante. L'opération puissan
e sur la fon
tion de transfert
orrespond à la 
onvolution (ℓ fois) de la mesure µ par elle-même (élévation à la puissan
e ℓ pourle produit de 
onvolution) . Un 
al
ul simple par ré
urren
e montre que, si µ est la mesure dedensité ectY (t), alors µℓ = µ ∗ ... ∗ µ (ave
 ℓ fa
teurs de 
onvolution) a pour densité :

ect
tℓ−1

(ℓ− 1)!
Y (t).On note que, pour c ≥ 0 la mesure µ n'est pas bornée, mais que son produit de 
onvolution parelle-même est bien dé�ni. Ce
i est valable, de façon générale, pour les mesures à support dans

[0,∞[, 
'est-à-dire dans le 
as 
ausal.Dans le 
as d'un p�le multiple, la 
ondition né
essaire et su�sante pour que la mesure µℓ soitbornée est en
ore ℜe(c) < 0.
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tion rationnelle généraleRevenons au 
as où la fon
tion de transfert est une fra
tion rationnelle H donnée par (8.3).E
rivons la dé
omposition de H en éléments simples. Elle est de la forme :
H(z) = S(z) +

∑

k

∑

0<j≤ℓk

αk,j
(z − ck)j

,où :� S est le polynome quotient de B par A, 
e terme ne �gurant dans la dé
omposition de H quesi deg(B) ≥ deg(A),� les ck sont les p�les de H, leur multipli
ité étant notée ℓk,� les αk,j sont des 
onstantes.La partie 
orrespondant aux p�les est asso
iée à un �ltre qui peut être réalisé par somme des�ltres (
ausaux) élémentaires dé
rits 
i-dessus. En parti
ulier le �ltre somme est donné par la
onvolution par une mesure de masse �nie si et seulement si les p�les ont une partie réelle < 0.La partie polynomiale n'est asso
iée à une mesure que si elle se réduit à une 
onstante (elle
orrespond alors à un multiple de la masse de Dira
 à l'origine). Si le degré du polyn�me S est
≥ 1, alors S n'est pas la fon
tion de transfert d'une mesure (mais en fait d'une distribution quiest simplement i
i un opérateur di�érentiel linéaire à 
oe�
ients 
onstants). L'exemple le plussimple est donné par S(z) = z qui 
orrespond au �ltre dé�ni par y = x′.8.4 FenêtresUne �fenêtre� est une fon
tion à support 
ompa
t ou du moins à dé
roissan
e rapide. Une fenêtrepeut être appliquée à un signal dans l'espa
e temporel ou dans l'espa
e des fréquen
es.Dans l'espa
e dire
t (en temporel), l'appli
ation d'une fenêtre 
onsiste à multiplier le signal parla fon
tion dé�nissant la fenêtre. En 
hoisissant des fenêtres à support 
ompa
t, on peut ainsiétudier un signal sur une durée �nie : par exemple, dans les signaux de parole, on isole dessignaux ayant des 
ara
téristiques bien dé�nies et une durée de vie �nie.L'é
hange, par transformation de Fourier, entre la multipli
ation ordinaire et la 
onvolutionmontre que, si l'on applique une fenêtre w (multipli
ation par w d'un signal x (x → w.x), lerésultat est un signal dont la mesure spe
trale est la 
onvolée de la mesure spe
trale de x par latransformée de Fourier de w : la mesure spe
trale µx est rempla
ée par ŵ ∗ µx.On peut également appliquer une fenêtre dans l'espa
e des fréquen
es : les fenêtres permettentde régulariser, ou d'isoler une 
omposante d'un signal, d'e�e
tuer une dé
omposition. Cetteopération revient à une 
onvolution sur le signal dans l'espa
e temporel, puisque :à l'opération de �fenêtrage� dans l'un des espa
es (temporel ou fréquentiel) 
orrespond l'opérationde 
onvolution par la transformée de Fourier de la fenêtre dans l'autre espa
e.La régularité de la fenêtre 
orrespond à la dé
roissan
e à l'in�ni de sa transformée de Fourier.Les fenêtres les plus simples, les fenêtres re
tangulaires Ra,b dé�nies par la fon
tion 1[a,b] sontpeu régulières et introduisent des dis
ontinuités arti�
ielles dans le signal traité. On lui préfèreradon
 des fenêtres plus régulières, telles que 
elles que l'on obtient par 
onvolution su

essive d'unefenêtre re
tangulaire ave
 elle-même. Par exemple, la fenêtre triangulaire est dé�nie à partir de
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R = R[− 1

2
T, 1

2
T ] par :

1

T
(R ∗R)(t) =

{
1 − |t|

T , pour |t| ≤ T,
0, pour |t| > T.Notion de �ltre passe-bas, passe-haut, passe-bandeConsidérons d'abord l'exemple très simple suivant. Soient F0 et F1 les �ltres dé�nis respe
tive-ment, pour une 
onstante a > 0, par

F0x(t) =
1

2
[x(t) + x(t− a)]

F1x(t) =
1

2
[x(t) − x(t− a)]En un sens, on peut dire que le premier est un �ltre passe-haut et le deuxième un �ltre passe-bas.Le premier régularise, lisse le signal, le deuxième extrait les détails. A partir des deux signaux�ltrés, on peut re
onstituer le signal d'entrée x : x = F0x+ F1x.La transformée de Fourier de µ0 est eπiaucosπau. Elle vaut 1 pour u = 0.La transformée de Fourier de µ1 est −ieπiausinπau. Elle s'annule en 0.Du point de vue fréquentiel, le premier atténue les fréquen
es plus élevées et laisse passer lesfréquen
es pro
hes de 0, sans atténuation. Un tel �ltre est dit passe-bas.Un �ltre idéal passe-bande 
orrespond à une fenêtre re
tangulaire (en fréquen
e) ne laissant passerque les fréquen
es appartenant à une bande de fréquen
es donnée. Un tel �ltre est dit idéal, 
ar iln'est pas exa
tement réalisable physiquement et, du point de vue algorithmique, il né
essiteraitune quantité in�nie de 
al
uls !Exemple 8.4.1 Considérons le �ltre (RC) (
f. exemple de l'introdu
tion) dé�ni, pour α = RCpar

αy′ + y = x.Il est asso
ié à la 
onvolution par la mesure 1[0,∞[
1
αe

− 1

α
t. C'est une mesure bornée, de masse 1,de transformée de Fourier 1

1+α2πiu .Le module de la transformée de Fourier (appelé gain 
omplexe ou réponse en fréquen
e)est
1

|1 + α2πiu| =
1

|1 + 4π2αu2| 12
.Le module est maximum et vaut 1 pour u = 0. Il s'agit d'un �ltre passe-bas : l'appli
ation du �ltrea pour e�et de multiplier la mesure spe
trale du signal d'entrée par 1

1+α−12πiu
: les fréquen
eshautes sont atténuées.

8.5 Exer
i
es



176 CHAPITRE 8. FILTRAGE DES SIGNAUX À TEMPS CONTINUExer
i
e 8.5.1 Filtre 
ausal1) Montrer qu'un �ltre F asso
ié à une mesure µ est 
ausal si le support de µ est 
ontenu dans
[0,∞[.2) Montrer que 
ette 
ondition est né
essaire.[[indi
ations : 1) Si µ est à support dans [0,∞[, on a

Fx(t) =

∫ ∞

0
x(t− s) dµ(s).Si x est un signal nul pour les temps négatifs, on a alors :

(Fx)(t) =

{ ∫ t
−∞ x(t− s) dµ(s), pour t > 0,

0, pour t ≤ 0.On a don
 Fx(t) = 0, pour t < 0, si le signal x est nul pour t < 0.2) Pour montrer la ré
iproque, supposons que l'on ait µ{t < 0} > 0. Il existe alors une fon
tion
z 
ontinue à support dans ] −∞, 0], telle que

∫
z(s) dµ(s) 6= 0.Par 
ontinuité, on a en
ore ∫

z(s+ t) dµ(s) 6= 0,pour t dans un voisinage ]− ǫ, ǫ[ de 0. Posons x(t) = z(−t). Le signal x est nul pour t < 0, et ona ∫
x(t− s) dµ(s) =

∫
z(s− t) dµ(s) 6= 0,pour t ∈] − ǫ, 0[. Don
 le �ltre F n'est pas 
ausal. ℄℄Exer
i
e 8.5.2a) Soient a et b des 
onstantes réelles. Cal
uler la fon
tion φ à support dans [0,∞[ dont latransformée de Lapla
e est :

F (z) =
1

z4 + z2(a2 − b2) − a2b2
, pour ℜe(z) > |b|.[[Dé
omposition en éléments simples :

1

2b(a2 + b2)
[

1

z − b
+

−1

z + b
+

−2b

z2 + a2
]]b) Cal
uler la fon
tion φ, à support dans [0,∞[, dont la transformée de Lapla
e est :

F (z) =
1

(z − 1)(z + 2)2
.
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i
e 8.5.31) a) Soit α un paramètre réel ou 
omplexe. On note Y la fon
tion é
helon, dé�nie par Y (t) = 1,pour t ≥ 0, = 0, pour t < 0.On 
onsidère l'équation di�érentielle
αy(t) + y′(t) = x(t). (∗)Cal
uler la fon
tion ϕ telle que y = µ ∗ x soit solution de (∗), µ étant la mesure de densité Y ϕ,[On pourra faire le 
al
ul par une méthode de dérivation sous le signe ∫ , ou utiliser le 
al
ul desdérivées de la fon
tion Y ϕ au sens des distributions (
f. remarque 8.3.4).℄b) Exprimer, sous forme d'une intégrale, la sortie y du �ltre x → y = µ ∗ x pour une entrée x
ausale.
) Cal
uler la sortie y de 
e �ltre, quand l'entrée est égale à la fon
tion é
helon Y .d) Pour quelles valeurs de α, le �ltre 
ausal x → µ ∗ x est-il borné (i.e. transforme un signal xborné, ‖x‖∞ <∞, en un signal y borné, ‖y‖∞ <∞) ?2) On 
onsidère maintenant l'équation di�érentielle

α2y(t) + 2αy′(t) + y′′(t) = x′(t) + βx(t), (∗∗)

α et β étant des paramètres réels ou 
omplexes.a) Quelle est la fon
tion de transfert 
orrespondant à 
ette équation di�érentielle ?b) Cal
uler la densité, de la forme Y ψ, de la mesure ν 
ausale telle que y = ν ∗ x soit solutionde (∗∗).
) Cal
uler la sortie du �ltre y → ν ∗ x, quand l'entrée est égale à la fon
tion é
helon Y .Exer
i
e 8.5.4 Résonan
e1) On 
onsidère l'équation di�érentielle
αy′′(t) + y(t) = x(t), (1)où α est un 
onstante réelle non nulle.a) Cal
uler un �ltre 
ausal F : x→ y, dont la sortie y est reliée à x par (1). On déterminera :- la fon
tion de transfert de F ,- la densité de la mesure µF asso
iée au �ltre F .b) Cette mesure est-elle bornée ?
) On suppose α > 0. Expliquer le phénomène de résonan
e, en 
al
ulant un signal borné x telque la sortie y soit non bornée.2) On 
onsidère le 
as général d'un �ltre dé�ni par la 
onvolution par une mesure µ. Le phénomènede résonan
e est-il possible quand la mesure µ est bornée ?



178 CHAPITRE 8. FILTRAGE DES SIGNAUX À TEMPS CONTINUExer
i
e 8.5.5Notations et rappels :On note Y la fon
tion é
helon dé�nie par Y = 1[0,∞[.Etant donnée une fon
tion f dé�nie sur R, on dé�nit, pour les valeurs de z ∈ C pour lesquellesl'intégrale a un sens, la transformée de Lapla
e de f par
Lf(z) =

∫

R

e−ztf(t) dt.Dans la suite, λ est un paramètre réel.I) Cal
uler la transformée de Lapla
e des fon
tions
f1 : t→ Y (t)e−λtsint
f2 : t→ Y (t)e−λtcost.On pré
isera le domaine de dé�nition de 
es transformées.II) On 
onsidère le �ltre 
ausal dé�ni par l'équation di�érentielle

(λ2 + 1)y + 2λy′ + y′′ = x. (∗)1) Quelle est la fon
tion de transfert de 
e �ltre ?2) Cal
uler la densité, à support dans R+, de la forme Y ϕ, de la mesure µ telle que y = µ ∗ xsoit solution de (∗).On fera le 
al
ul par trois méthodes :a) dérivation sous le signe somme,b) dérivation de la fon
tion Y ϕ au sens des distributions,
) méthode de la fon
tion de transfert.III 1) Expli
iter, sous forme d'une intégrale, la sortie y du �ltre pour une entrée x 
ausale.2) On prend pour entrée x la fon
tion é
helon Y .a) Cal
uler la sortie y 
orrespondante.b) Pour quelles valeurs de λ 
ette sortie y est-elle bornée ?3) a) Pour quelles valeurs de λ le �ltre transforme-t-il un signal borné en signal borné ?b) Que peut-on dire du domaine de dé�nition de la transformée de Lapla
e dans 
e 
as ?Peut-on avoir un phénomène de résonan
e pour 
ertaines valeurs de λ ?IV) 1) Déterminer tous les �ltres F tels que y = Fx soit solution de (∗).2) Parmi 
es �ltres quels sont 
eux qui transforment un signal borné en signal borné ?V) Mêmes questions pour l'équation di�érentielle
(λ2 + 1)y + 2λy′ + y′′ = βx′ + x. (∗)
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i
e 8.5.61) Pour des entrées x 1-périodiques, 
al
uler la sortie du �ltre dynamique 
orrespondant àl'équation :
y′ − λy = x. (1)2) Même question pour l'équation :

y′′ + y′ + y = x. (2)[[indi
ations : Si x(t) =
∑

n∈Z
ane

2πint est le développement de x en série de Fourier, ledéveloppement de y solution de (∗) est donné par
y(t) =

∑

n∈Z

an
2πin− λ

e2πint.En 
onsidérant l'équation homogène y′ − λy = 0, on voit qu'il existe au plus une solutionpériodique. Si x est 
ontinue bornée et si ℜe λ < 0, on peut 
al
uler
y(t) = eλt

∫ t

−∞
x(s) e−λs ds =

∫ ∞

0
x(t− s)eλs ds,qui est une solution de (1) bien dé�nie et 1-périodique, si x est 1-périodique.De même, si ℜe λ > 0, la solution s'exprime sous la forme

y(t) = eλt
∫ ∞

t
x(s) eλs ds =

∫ 0

−∞
x(t− s)eλs ds.Le �ltre est régularisant (passe-bas). Le signal y en sortie est plus régulier que le signal d'entrée x.Si l'on fait opérer le �ltre sur les fon
tions 
ontinues, la sortie est dérivable, de dérivée 
ontinue.On a i
i également un opérateur de L2(T) dans lui-même.Pour λ = 0, il s'agit de l'équation y′ = x. L'appli
ation x → y s'é
rit en terme de séries deFourier : ∑

n

cne
2πint → 1

2πi

∑

n 6=0

1

n
cne

2πint.On voit que, pour x ∈ L2(T) d'intégrale nulle, y est une fon
tion 
ontinue dont la dérivée existeau sens des distributions et est un élément de L2(T) égal à x. ℄℄Complément : étude de l'exemple 2 (
f. introdu
tion)Considérons d'abord le modèle ave
 ressort, dans le 
as où il n'y a pas de frottement. L'équationest dans 
e 
as : my′′ + ky = kx, soit, en posant ω =
√

k
m ,

1

ω2
y′′ + y = x.La période �propre� du système est 1

2π

√
k
m .



180 CHAPITRE 8. FILTRAGE DES SIGNAUX À TEMPS CONTINUSi l'entrée x(t) = Y (t)sinωt est imposée, la sortie est y(t) = 1
2Y (t)[sinωt − ωtcosωt]. L'énergiepotentielle est 1

2k(y − x)2 (l'intégrale du travail de la for
e qu'il faut exer
er pour 
omprimer leressort, qui est proportionnelle à |y−x|), l'énergie 
inétique due au mouvement de B est 1
2my

′2,l'énergie du système est la somme des deux.On a, pour t > 0, y′(t) = 1
2ω

2tsinωt, et y − x = −1
2 [sinωt+ ωtcosωt]. D'où l'énergie du systèmeà l'instant t > 0 :

1

2
k(y − x)2 +

1

2
my′2 =

1

8
k(sinωt− ωtcosωt)2 +

1

8
m(ω2tsinωt)2

=
m

8
(ω4t2 − ω3tsin2ωt+ ω2sin2ωt).L'énergie du système 
roît en t2. Pour obtenir l'énergie apportée au système par unité de temps,dérivons l'énergie totale. On obtient, au fa
teur 
onstant m8 près : (ω4t2−ω3tsin2ωt+ω2sin2ωt)′ =

4ω4tsin2ωt.On voit que l'énergie apportée par unité de temps n'est pas 
onstante, mais a une amplitude qui
roît linéairement. Pour entretenir le mouvement, il faut exer
er sur F une for
e dont l'amplitude
k|y − x| tend vers l'in�ni.Les phénomènes de résonan
e peuvent provoquer des nuisan
es graves. Un exemple 
élèbre est
elui du pont qui au 19ème siè
le s'est e�ondré sur le passage d'une troupe mar
hant au pas. Lemouvement imposé au pont par les pas des mar
heurs est entré en résonan
e ave
 une fréquen
epropre du pont, qui, 
ompte-tenu de la �exibilité de la stru
ture métallique, s'est 
omporté 
ommele modèle du ressort dé
rit dans l'exemple. Par 
ontre, si la troupe �rompt le pas�, 
ha
un mar
heà sa fréquen
e personnelle et la fra
tion d'énergie apportée au pont par l'e�et de résonan
e estréduite.Cas général, ave
 frottement

my′′ + αy′ + ky = kx.Les ra
ines sont données par :
− α

2m
±

√
(
α

2m
)2 − k

m
.Le 
oe�
ient α est > 0. Le dis
riminant est α2 − 4km. Si le 
oe�
ient de frottement est assezgrand, les ra
ines sont réelles < 0. Dans tous les 
as, la partie réelle des ra
ines est < 0. Lesystème est stable : entrée bornée ⇒ sortie bornée. Il n'y a pas de phénomène de résonan
e.L'énergie est dissipée par frottement.



Chapitre 9Filtrage des signaux à temps dis
ret
IntroductionLe développement te
hnologique a donné une importan
e 
onsidérable au traitement numériquedes signaux. Alors que les méthodes analogiques permettent de traiter des signaux à tempsréel, les méthodes numériques ne peuvent être appliquées qu'à des signaux préalablementé
hantillonnés. Cet in
onvénient est 
ompensé par la puissan
e des méthodes algorithmiquesparamétrisables et leur souplesse d'utilisation.9.1 Espa
es de signaux à temps dis
retUn signal à temps dis
ret est une fon
tion dé�nie sur N ou Z, à valeurs dans R ou C :

x : n→ x(n).A partir d'un signal à temps 
ontinu, on obtient par é
hantillonnage un signal à temps dis
ret.Si ∆ est la période d'é
hantillonnage, le signal numérique é
hantillonné à partir d'un signal àtemps 
ontinu x : t ∈ R → x(t) est don
 la suite x∆ dé�nie par x∆ : n ∈ Z → x∆(n) = x(n∆).Notons au passage quelques signaux é
hantillonnés de signaux usuels : signal é
helon (x(n) = 1,si n ≥ 0, = 0, sinon), sinusoïde dis
rète, exponentielle dis
rète...Le passage du temps 
ontinu au temps dis
ret est une première rédu
tion permettant letraitement numérique. Notons que d'autres 
ontraintes sont imposées : plages de temps limitées,quanti�
ation des valeurs numériques du signal. Ces 
ontraintes liées aux problèmes de lamémoire de sto
kage, de la pré
ision des 
al
uls, de leur vitesse d'exé
ution, 
onditionnentfortement les méthodes algorithmiques mises en oeuvre.Dans 
e qui suit, nous allons reprendre l'étude faite pour les signaux à temps 
ontinu (mesurespe
trale, �ltrage, �ltres dynamiques) en l'adaptant au 
as dis
ret.9.1.1 Quelques espa
es de signaux à temps dis
retDe même que dans le 
as 
ontinu, on peut 
lasser les signaux à temps dis
ret suivant des
onditions de grandeur, i.e. de lo
alisation. Il est 
lair qu'il n'y a pas i
i de problème de 
ontinuitéou de mesurabilité. 181



182 CHAPITRE 9. FILTRAGE DES SIGNAUX À TEMPS DISCRETUn signal à temps dis
ret x est dit sommable si ∑
n |x(n)| <∞. La 
lasse des signaux sommabless'identi�e don
 à l'espa
e ℓ1(Z).Un signal à temps dis
ret x est d'énergie �nie, notée E(x), s'il véri�e E(x) =

∑
n |x(n)|2 < ∞.La 
lasse des signaux d'énergie �nie s'identi�e à l'espa
e ℓ2(Z).On note qu'en l'absen
e de propriétés de régularité d'un signal 
ontinu, il n'y a pas derelation entre les valeurs de l'énergie 
al
ulées pour le signal à temps 
ontinu et pour le signalé
hantillonné.Un signal est périodique, de période T > 0, s'il véri�e x(n + T ) = x(n),∀n ∈ Z. Le signauxpériodiques non identiquement nuls ne sont évidemment pas sommables, mais ils ont une valeurmoyenne �nie.Plus généralement, un signal est de valeur moyenne �nie, s'il véri�e les 
onditions

lim
N

1

2N + 1

N∑

−N
x+
n , lim

N

1

2N + 1

N∑

−N
x−n ,existent et sont �nies, x+ et x− désignant les parties positives et négatives du signal x. On peutalors dé�nir la valeur moyenne du signal x par

m(x) = lim
N

1

2N + 1

N∑

−N
xn.Il est 
lair que la valeur moyenne d'un signal périodique est égale à sa moyenne sur un intervallede période.

• Convolution de suitesPour la 
onvolution entre signaux à temps dis
ret (i.e. entre suites indexées par Z), voir le 
hapitresur les algèbres de 
onvolution.Rappelons que l'on dispose de plusieurs algèbres de 
onvolution formées de suites indexées par
Z :- l'algèbre de 
onvolution (ℓ1(Z), ∗) ;- les algèbres de 
onvolution (ℓ(Z/pZ), ∗), des suites périodiques, de période p (p étant un entier
> 0 �xé) qui peuvent être vues 
omme une version dis
rétisée et de taille �nie des algèbres de
onvolution L1(R) ou L1(T1) ;- l'algèbre de 
onvolution des suites à support dans Z+.9.1.2 Les mesures dans le 
as dis
retExaminons 
e que donne, dans le 
as dis
ret, le formalisme développé dans le 
as de R pourdé�nir les mesures et les distributions. Nous devons d'abord 
hoisir un espa
e de fon
tions tests.Au
une 
ondition de régularité n'étant imposée dans le 
as dis
ret, les espa
es Cc(R) et D(R)sont rempla
és par l'espa
e, que l'on pourrait noter D(Z), des suites à support 
ompa
t (i.e. i
i�ni), espa
e des suites x = (x(n)) telles qu'il existe A, ave
 x(n) = 0, pour |n| > A.Montrons que toute forme linéaire sur 
et espa
e 
orrespond (et de façon unique) à la donnéed'une suite. Notons δn les suites �Dira
� ou �Krone
ker� à l'instant n, dé�nies par δn(k) = 1, si
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k = n, = 0, si k 6= n. Si a = (an) est une suite numérique, on lui asso
ie une forme linéaire µasur l'espa
e des suites à support �ni, en posant µa(x) =

∑
n∈Z

anx(n).Inversement, toute forme linéaire sur D s'obtient de 
ette façon. Si x est une suite à support �ni,on peut l'é
rire sous la forme x =
∑

n x(n)δn, la somme se réduisant à un nombre �ni de termes.Si µ est une forme linéaire sur l'espa
e des suites, on a alors :
µ(x) =

∑

n

x(n)µ(δn).La forme linéaire µ est don
 dé�nie par la suite des 
oe�
ients (µ(δn)n∈Z).La 
ontinuité de la forme linéaire est réalisée automatiquement, si l'on met sur l'espa
e D(Z) dessuites à support �ni la topologie suivante : une suite (x(j)) de suites 
onverge, si 
es suites x(j)restent nulles en dehors d'un ensemble �ni �xé et si elles 
onvergent terme à terme.�Mesures bornées�Etudions maintenant l'analogue des mesures bornées, 
'est-à-dire i
i les formes linéaires 
ontinuessur l'espa
e (ℓ∞(Z), ‖ ‖∞) des suites bornées, muni de la norme uniforme.Soit µ = (µn) une suite sommable, ∑
n |µn| <∞. On lui asso
ie une forme linéaire 
ontinue sur

(ℓ∞(Z), ‖ ‖∞) en posant µ(x) =
∑

n µnx(n), pour toute suite bornée x. La majoration
|µ(x)| ≤ (

∑

n

|µn|) ‖x‖∞montre que la norme de la forme linéaire dé�nie par µ sur (ℓ∞(Z), ‖ ‖∞) est majorée par ∑
n |µn|.Il n'est pas di�
ile (exer
i
e) de montrer que la norme de µ est égale à 
e nombre.Inversement, soit (µn) une suite de 
oe�
ients. Cette suite dé�nit, 
omme on l'a vu, une formelinéaire µ sur l'espa
e des suites à support �ni : x→ µ(x) =

∑
n µnx(n). On montre fa
ilement,en utilisant des suites de la forme x(n) = sgn(µn), que la 
ondition ∑

n |µn| <∞ est né
essaire,pour que 
ette forme linéaire se prolonge en une forme linéaire 
ontinue sur (ℓ∞(Z), ‖ ‖∞).On prendra garde qu'il existe sur (ℓ∞(Z), ‖ ‖∞) des formes linéaires 
ontinues (limites de Bana
h)qui ne sont pas asso
iées à une suite de 
oe�
ients, et qui en restri
tion à l'espa
e des suites àsupport �ni sont nulles. Nous n'aurons pas à 
onsidérer i
i de telles formes linéaires.En résumé, dans le 
as dis
ret, on peut dire que l'espa
es des �mesures� s'identi�e à 
elui dessuites, l'espa
e des �mesures bornées� à 
elui des suites sommables.9.1.3 Analyse de Fourier des signaux à temps dis
retSi le signal x est sommable, autrement dit si la suite x = (x(n)) est dans ℓ1(Z), (∑ |x(n)| <∞),on peut dé�nir sa �transformée de Fourier� dis
rète 
omme l'analogue dis
ret de la transforméede Fourier d'une fon
tion intégrable :
(Fx)(u) =

∑

n∈Z

x(n)e−2πinu. (9.1)Dans 
e 
as, 
ette transformée est une fon
tion 
ontinue périodique, que l'on peut don
 
onsidérer
omme un élément de l'espa
e C(T1) des fon
tions 
ontinues sur le 
er
le.



184 CHAPITRE 9. FILTRAGE DES SIGNAUX À TEMPS DISCRETUne situation plus générale est 
elle où le signal est d'�énergie� �nie : x est alors une suite dans
ℓ2(Z) et la série dé�nie par (9.1) est 
onvergente au sens de la norme ‖ ‖2 sur L2(T1). La fon
tion1-périodique Fx est alors dans L2(T1).Rappelons l'égalité de Parseval, qui est l'analogue dis
ret de la formule de Plan
herel et quiexprime l'égalité de l'énergie du signal 
al
ulée en temps ou en fréquen
e :

∑

n∈Z

|x(n)|2 =

∫ 1

0
|Fx(u)|2 du.Si nous partons inversement d'une fon
tion sur le 
er
le, 
'est-à-dire d'une fon
tion périodique,nous pouvons lui asso
ier, pourvu qu'elle soit intégrable sur un intervalle de période, la suite deses 
oe�
ients de Fourier. Supposons la fon
tion f 1-périodique. Cette transformée s'é
rit :

f → (cn(f))n∈Z, ave
 cn(f) =

∫ 1

0
f(u) e2πinu du.Rappelons que la série de Fourier n'est pas né
essairement 
onvergente pon
tuellement, mais
onverge au sens de la norme ‖ ‖2 si f est dans L2(T1) et 
onverge pon
tuellemment pour desfon
tions régulières.La 
onvergen
e pon
tuelle est une propriétés qui peut être di�
ile à établir, mais i
i, 
e problèmede 
onvergen
e a assez peu d'importan
e, puisque le �sens� le plus intéressant est 
elui de latransformation qui à une fon
tion, ou à une mesure, asso
ie la suite de ses 
oe�
ients de Fourier.Dans le 
as de R, nous disposons, sous 
ertaines hypothèses, d'une formule d'inversion. L'analoguedis
ret de la formule d'inversion de Fourier s'énon
e i
i de la façon suivante : si x est une suitesommable, les 
oe�
ients de Fourier de la transformée Fx (qui est une fon
tion 
ontinue) sontles valeurs x(n), n ∈ Z de la suite x :

∫ 1

0
Fx(u) e2πinu du = x(n).On établit sans di�
ulté que l'appli
ation x → Fx dé�nit un homomorphisme 
ontinu del'algèbre (ℓ1(Z), ∗, ‖ ‖1), dans l'algèbre (C(T1), ., ‖ ‖∞).En parti
ulier, notons l'inégalité

‖Fx‖∞ = sup
u

|Fx(u)| ≤
∑

n

|x(n)| = ‖x‖1.Dé�nitions 9.1.4 La fon
tion d'auto-
orrélation de x est dé�nie par
Rxx(k) =

∑

n

x(n)x(n − k).La fon
tion d'inter-
orrélation de deux signaux x et y d'énergie �nie est dé�nie par
Rxy(k) =

∑

n

x(n)y(n− k).C'est le produit s
alaire dans ℓ2(Z) de x et du signal y translaté de −k.La densité spe
trale d'énergie d'un signal x est le 
arré du module de la transformée Fourier
Fx du signal (pour un signal dans ℓ2(Z)).
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tion d'auto-
orrélation est la suite des 
oe�
ients de Fourier de ladensité spe
trale d'énergie.Preuve : Supposons d'abord qu'il existe N tel que x(n) = 0, pour |n| > N . On a par un 
al
ulélémentaire portant uniquement sur des sommes �nies : |Fx(u)|2 = |∑|n|≤N x(n)e−2πinu|2 =∑
k(

∑
n xnxn−k)e

−2πiku.D'où :
Rxx(k) =

∑

n

x(n)x(n− k) =

∫
e2πiku|Fx(u)|2du.Dans le 
as général, on appro
he x par la suite xN obtenue en remplaçant x(n) par 0 pour |n| > N .Le résultat s'obtient par passage à la limite, en notant que ‖x − xN‖2 = ‖Fx − FxN‖2 → 0,pour N → ∞.Remarques 9.1.6 Pour une suite x = (x(n)) quel
onque, la formule (9.1) ne dé�nit pas toujoursune fon
tion, la série trigonométrique ne 
onvergeant pas en général (tout au moins presquepartout ou en norme) vers une fon
tion.Les 
as parti
uliers envisagés jusqu'i
i ne permettent pas de 
ouvrir tous les 
as intéressants. Parexemple, 
omment dé�nir la transformée de Fourier de la suite 
onstante identiquement égale à1 ? Il faut pour 
ela 
onsidérer que la transformée de Fourier d'une suite peut être non pas unefon
tion, mais une mesure (i
i la mesure de Dira
 δ0 sur le 
er
le).Soit M(T1) l'espa
e des mesures sur le 
er
le, 
'est-à-dire des formes linéaires 
ontinues sur

C(T1) (noter qu'i
i il n'y a pas de problème de support 
ompa
t pour les fon
tions). L'espa
edes fon
tions intégrables sur le 
er
le s'identi�e à un sous-espa
e de M(T1), le sous-espa
e desmesures sur le 
er
le ayant une densité.
• Notion de mesure spe
traleComme dans le 
as du �temps 
ontinu�, on peut dé�nir la mesure spe
trale µx d'un signal
(x = (x(n), n ∈ Z) à temps dis
ret. C'est la mesure sur le 
er
le (i.e. un élément de M(T1)) dont
(x(n)) est la suite des 
oe�
ients de Fourier. La relation entre x et µx est don
 :

x(n) =

∫ 1

0
e2πinu dµx(u). (9.2)La mesure µx est appelée mesure spe
trale du signal x.Naturellement la formule (9.2) n'a de sens que si µx est une mesure bornée. Dans le 
as où µx aune densité, notée φx, la suite x = (x(n)) est la suite des 
oe�
ients de Fourier de 
ette densité(au 
hangement près de n en −n).On note que si x est sommable, ou de 
arré sommable, ou plus généralement si x est la suite des
oe�
ients de Fourier d'une fon
tion fx ∈ L1(T1), alors x a une mesure spe
trale ave
 densité,
ette densité étant la fon
tion fx. Notons également que la 
orrespondan
e x→ µx est inje
tive,puisque, d'après la dé�nition même, la donnée de µx détermine x. Ré
iproquement, on a lerésultat suivant :
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er
le ont la même suite de 
oe�
ients de Fourier,elles sont égales.Preuve : Si deux mesures ont les mêmes 
oe�
ients de Fourier, d'après la densité en normeuniforme des polyn�mes trigonométriques, 
es mesures 
oïn
ident sur les fon
tions 
ontinuespériodiques.
9.2 Filtrage des signaux à temps dis
retDe même que dans le 
as du temps 
ontinu, un �ltre peut être 
onsidéré 
omme une boîte noire(i
i un algorithme), à l'entrée de laquelle on applique un signal n→ x(n) et à la sortie de laquelleon obtient un signal n→ y(n). La 
orrespondan
e x→ y dé�nit une transformation F :

y(n) = (Fx)(n).Pour pré
iser mathématiquement 
ette transformation, on doit dé�nir l'espa
e V des signauxauxquels est appli
able la transformation F et l'espa
e d'arrivée W. Comme en 
ontinu, il y aune 
ertaine liberté de 
hoix pour V 
omme pour W. On supposera qu'au minimum V est unespa
e ve
toriel de suites, invariant par translation dans le temps. On peut don
 faire opérer sur
V le groupe à un paramètre des opérateurs de translation Tτ , τ ∈ Z, dé�nis par :

Tτx(n) = x(n+ τ),∀n ∈ Z.L'espa
e D(Z) des suites à support �ni est un 
hoix naturel �minimal� pour un tel espa
e V.On dira que la transformation F dé�nit un �ltrage de l'espa
e V si F est une appli
ation linéairedé�nie sur V véri�ant la 
ondition de stationnarité suivante :
FTτ = TτF,∀τ ∈ Z.Cette 
ondition exprime que le dispositif (matériel ou algorithme) e�e
tuant le �ltrage estindépendant du temps.Un �ltre est don
 un opérateur invariant par translations, opérant sur un espa
e ve
toriel desuites stable par translations. Pour dé�nir 
omplètement un �ltre, on doit pré
iser son domainede dé�nition. Ce domaine 
ontient au moins D(Z). A partir du domaine de dé�nition initial,on peut 
her
her à l'étendre à un espa
e plus large.Montrons que les 
ontraintes imposées au �ltre F permettent de l'identi�er à un opérateur de
onvolution.Théorème 9.2.1 Dans le 
as dis
ret, un �ltre F s'identi�e à la 
onvolution par une suite de
oe�
ients h = (hn, n ∈ Z).Preuve : Pour x ∈ D(Z), on peut exprimer x sous la forme x =

∑
xnδn. Par linéarité du�ltre, on a Fx =

∑
xnFδn ; soit, en introduisant la matri
e de 
oe�
ients ak,n = (Fδn)(k),

(Fx)(k) =
∑

n ak,nxn.



9.2. FILTRAGE DES SIGNAUX À TEMPS DISCRET 187Nous avons Tτ δn = δn−τ . La stationnarité (
ommutation ave
 les translations) implique :
(Fδn)(k) = (Fδn+1)(k + 1).Les 
oe�
ients ak,n doivent don
 véri�er : ak,n = ak+1,n+1 ; d'où ak,n = ak−n,0. Ils sont de laforme ak,n = hk−n, où h est une suite de 
oe�
ients.On dit que F est un �ltre de réponse impulsionnelle h. Cette terminologie exprime que le�ltre fournit en sortie la �réponse� (hn), lorsqu'il reçoit en entrée l'impulsion δ0 et 
e
i traduitsimplement le fait que δ0 est l'unité pour la 
onvolution dans l'espa
e des suites.I
i, il n'y a pas de 
ondition de 
ontinuité à imposer. Par 
ontre 
es 
onditions apparaissent sil'on impose des 
onditions de majoration en norme.

• Filtre bornéUn �ltre est dit borné ou stable s'il transforme une entrée bornée en une sortie bornée.On montre qu'un tel �ltre doit être dé�ni par la 
onvolution par une mesure bornée, 
'est-à-dire(nous sommes dans le 
as dis
ret) par 
onvolution par une suite (µn) sommable, ∑
n |µn| <∞.

• Filtre 
ausalComme pour les signaux à temps 
ontinu, la 
ausalité est une 
ondition naturelle pour qu'un�ltre soit physiquement réalisable ou soit 
al
ulable par un algorithme e�
a
e.Dé�nition 9.2.2un �ltre de 
oe�
ients h = (hk, k ∈ Z) est dit 
ausal s'il transforme les signaux 
ausaux ensignaux 
ausaux, autrement dit si :
(x(n) = 0, ∀n < 0) ⇒ ((h ∗ x)(n) = 0, ∀n < 0).Proposition 9.2.3 Un �ltre est 
ausal si, et seulement si, ses 
oe�
ients d'indi
e négatif sontnuls.Preuve : On véri�e que la 
ondition est né
essaire en appliquant la propriété de 
ausalité ausignal δ0.Inversement, si h est tel que hk = 0, pour k < 0, le signal de sortie y = (y(n), n ∈ Z) s'é
rit,pour un signal d'entrée x = (x(n)) :

∑

k

hkx(n− k) =
∞∑

k=0

hkx(n− k) =
n∑

k=−∞
hn−kx(k).On a don
, pour un signal d'entrée x 
ausal (i.e. nul pour k < 0) :

y(n) = (h ∗ x)(n) =

{ ∑n
k=0 hkx(n− k) =

∑n
k=0 hn−kx(k), pour n ≥ 0,

0, pour n < 0.
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• Transformée en zSoit un �ltre F asso
ié à la suite de 
oe�
ients h = (hk). Considérons les signaux de la forme :

ez : n ∈ Z → ez(n) = zn,où z est un nombre 
omplexe �xé. Ces signaux sont les fon
tions propres du �ltre (fon
tionspropres de la 
onvolution par h), pour tous les z tels que l'on puisse appliquer F à ez. Un 
al
ulformel (si l'on ne se préo

upe pas du problème de la 
onvergen
e) montre en e�et que ez esttransformé en H(z)ez , le s
alaire H(z) étant la valeur propre asso
iée au ve
teur propre ez :
(Fez)(n) =

∑

k

ez(n− k)hk =
∑

k

zn−khk

= zn
∑

k

hkz
−k = H(z)ez(n),où l'on a posé

H(z) =
∑

k

hkz
−k.Dé�nition 9.2.4 On appelle transformée en z du �ltre F , autrement dit de la suite h = (hk),la fon
tion formellement dé�nie par

H(z) =
∑

k

hkz
−k. (9.3)Cette �transformée en z� est appelée également fon
tion de transfert du �ltre.Soit F un �ltre de 
oe�
ients (hn). Si z ∈ C est tel que ∑

n |hn||z|−n < ∞, alors ez est dansle domaine de dé�nition du �ltre et la fon
tion de transfert H(z) du �ltre est bien dé�nie pour
ette valeur de z.Si l'on se donne a priori la fon
tion de transfert H du �ltre, on doit don
 avoir la relation (9.3)sur le domaine {z ∈ C :
∑

n |hn||z|−n <∞}.La transformation h→ H, qui à une suite asso
ie sa transformée en z, a des propriétés analoguesà 
elles de la transformée de Lapla
e dans le 
as 
ontinu. Elle transforme le produit de 
onvolutionen produit au sens ordinaire.La fon
tion de transfert de deux �ltres mis en série est le produit de leur fon
tion de transfert. Lafon
tion de transfert de deux �ltres mis en parallèle est la somme de leur fon
tion de transfert.(Faire un s
héma)La série dé�nissant H peut être vue 
omme une série formelle, mais si l'on veut lui donner unsens pon
tuel, il faut se préo
upper du domaine de 
onvergen
e de 
ette série, qui donnera ledomaine de dé�nition de la transformée en z.La fon
tion H(z) s'é
rit formellement 
omme une série de Laurent, 
'est-à-dire la somme d'unesérie entière en z et d'une série entière en z−1. Soit R1 le rayon de 
onvergen
e de la série∑
k≥0 z

kh−k et R2 
elui de la série ∑
k≥0 z

khk.Le domaine de dé�nition de H(z) (domaine de 
onvergen
e de la série bilatère) est l'interse
tiondu disque de 
entre 0 de rayon R1 et de l'image du disque de 
entre 0 de rayon R2 par la
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omplémentaire d'un disque de 
entre 0). C'est don
 un anneau
ir
ulaire 
entré à l'origine, dont le bord extérieur est de rayon R1 et le bord intérieur est derayon R−1
2 . Ce domaine est vide si R1 < R−1

2 .Si la mesure h est bornée (∑ |hk| < ∞), alors on retrouve la série de Fourier dé�nissant la�transformée de Fourier� de la suite h en remplaçant z par e2πiu. Notons que la fon
tion
u→ H(exp(2πiu)) = Fh(u) =

∑

k

hke
−2πikuest aussi appelée souvent en traitement du signal, 
omme la fon
tion H(z), fon
tion detransfert du �ltre.On notera les relations suivantes 
onséquen
es des dé�nitions :

Fh(0) =
∑

n

hn,

h0 =

∫ 1

2

− 1

2

Fh(u) du,et le fait que, pour un �ltre symétrique, la fon
tion de transfert est réelle.Mentionnons en
ore une terminologie 
ourante :� La fon
tion |Fh(u)|2 est appelée �fon
tion de réponse du �ltre� (ou en
ore, en anglais, �powertransfert fun
tion�).� Le gain 
omplexe, ou réponse en fréquen
e, est le module |Fh(u)| de la transformée de Fourier(ou fon
tion de transfert).� Le �ltre retard 
orrespond à l'opération de dé
alage d'une unité dans le temps : 
'est la
onvolution par le �ltre δ1. Sa fon
tion de transfert est H(z) = z−1. Il est symbolisé dansles s
hémas par z−1.D'après les résultats déja établis pour la 
onvolution, on a le résultat suivant, dans lequell'hypothèse ∑
k |hk| <∞ assure que H(2πiu) est bien dé�nie est 
ontinue :Théorème 9.2.5 L'a
tion en fréquen
e d'un �ltre F de 
oe�
ients h = (hk) (tels que ∑

k |hk| <
∞) est la multipli
ation de la mesure spe
trale de l'entrée par Fh(u) = H(2πiu). (Si µ est lamesure spe
trale de l'entrée, la mesure spe
trale de la sortie est Hµ).Preuve : Soit xn = l'entrée. La sortie y est donnée par

yn =
∑

n

hkxn−k =
∑

k

hk

∫ 1

0
e2πi(n−k)u dµ(u) =

∫ 1

0

∑

k

hke
2πi(n−k)u dµ(u)

=

∫ 1

0
e−2πinu

∑

k

hke
−2πiku dµ(u) =

∫ 1

0
e−2πinu H(−2πiu) dµ(u)La permutation de ∑ et de ∫ est permise sous les hypothèses du théorème.
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• Les �ltres dynamiquesUn �ltre dynamique ou ré
ursif (en anglais FIR, abréviation de ��nite impulse response�) estun �ltre x→ y = Fx, pour lequel la sortie y est reliée à l'entrée x par une relation de ré
urren
ede la forme :

a0y(n) + a1y(n− 1) + ...+ apy(n− p) = b0x(n) + ...+ bqx(n− q). (9.4)Les 
oe�
ients ak et bk sont des 
onstantes réelles ou 
omplexes et p et q sont des entiers ≥ 0.On peut, en prenant p minimal, supposer que a0 est non nul.La relation (9.4) donne une dé�nition impli
ite du �ltre. En fait, il y a plusieurs solutions de(9.4) et l'ambiguité n'est levée que sous des 
onditions supplémentaires, par exemple la 
ausalité.Il est 
lair que, moyennant des 
onditions initiales (initialisation), la relation (9.4) permet de
al
uler ré
ursivement les valeurs de y à partir de 
elles de x ; d'où l'e�
a
ité des algorithmesimplémentant 
es �ltres au point de vue numérique.Pour un �ltre dynamique asso
ié à la relation de ré
urren
e (9.4), la fon
tion de transfert, é
rite
omme fon
tion de z−1, est la fra
tion rationnelle en z (supposée é
rite sous forme irrédu
tible) :
H(z) =

b0 + b1z
−1 + ...+ bqz

−q

a0 + a1z−1 + ...+ apz−p
.On fera dans la suite l'hypothèse que la fra
tion est irrédu
tible. L'intérêt pratique de la 
lassedes �ltres dynamiques est que :- elle est assez large, puisque leurs fon
tions de transfert, fra
tions rationnelles, permettentd'appro
her en un sens 
onvenable des fon
tions de transfert relativement arbitraires ;- elle met en oeuvre des 
al
uls ré
ursifs simples (d'après la relation (9.4), si l'on suppose a0 = 1,le 
al
ul de y(n) ne né
essite que p + q − 1 multipli
ations, moyennant la mise en mémoire des

q valeurs x(n), · · · , x(n− q) et des p− 1 valeurs déjà 
al
ulées de y(k)).On applique les mêmes méthodes de dé
omposition que dans le 
as du temps 
ontinu. Parlinéarité, on peut se ramener aux 
as parti
uliers suivants :
H(z) = z−r,

1

z−1 − c
,

1

(z−1 − c)s
, ave
 s entier > 1.Le premier 
as se traite immédiatement : pour r = 0, il s'agit de l'identité, xn → yn. Pour r > 0,on applique l'opérateur de retard : xn → yn = xn−r.Nous allons maintenant identi�er les �ltres asso
iés aux élements simples.P�le simpleDans le 
as d'un p�le simple c (de la fra
tion en z−1), la fra
tion 1

z−1 − c

orrespond à l'équationde ré
urren
e −cy(n) + y(n− 1) = x(n), soit

y(n) = −c−1x(n) + c−1y(n− 1).En itérant la relation, on obtient :
y(n) = −c−1

p∑

0

c−kx(n− k) + c−(p+1)y(n− p).
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ausal, on a don
 :
y(n) = −c−1

n∑

0

c−kx(n− k) + c−(p+1)y(n− p), ∀p > n. (9.5)Cette relation de ré
urren
e ne dé�nit pas 
omplètement le �ltre. Cher
hons un �ltre 
ausal : onsait que si l'entrée x est 
ausale, la sortie y l'est aussi. On a don
 y(n− p) = 0, pour p > n.Dans le 
as d'un �ltre 
ausal, on obtient d'après (9.5) l'expression de y 
ausal, pour une entrée
x 
ausale :

y(n) =

{
−c−1

∑n
0 c

−kx(n− k), pour n ≥ 0,
0, pour n < 0.Le tableau des 
oe�
ients dé�nissant le �ltre est don
 :

h = (hk), ave
 hk = −c−n−1, pour n ≥ 0,= 0 pour n < 0.La mesure ainsi dé�nie est bornée si, et seulement si, |c| > 1.P�le multipleSi h a pour transformée en z la fra
tion 1

z−1 − c
, le produit de 
onvolution s-fois par lui-mêmede h admet la fra
tion 1

(z−1 − c)s
pour transformée en z. Cette 
onvolution est bien dé�nie si hest 
ausal.Pour un élément de la forme 1

(1 − cz−1)s
, on obtient don
 un �ltre 
ausal solution en 
onvolant

s fois le �ltre pré
édent.Cas généralRappelons la forme générale de la dé
omposition en éléments simples d'une fra
tion rationnelle
H(z) :

H(z) =
P (z)

Q(z)
= S(z) +

P0(z)

Q(z)
,

S, P0, Q0 étant des polynomes, ave
 degP0 < degQ0. Le polynome S s'obtient par divisioneu
lidienne de P par Q : P = QS + P0. Ce terme ne �gure dans la dé
omposition de H que si
deg(P ) ≥ deg(Q).La dé
omposition en éléments simples du quotient P0/Q0 est de la forme :

P0(z)

Q0(z)
=

∑

k

∑

j:0<j<ℓk

αk,j
(z − ck)j

,où les ck sont les p�les de H, leur multipli
ité étant notée ℓk, et les αk,j des 
onstantes réellesou 
omplexes.La partie 
orrespondant aux p�les est asso
iée à un �ltre qui peut être réalisé par somme des�ltres (
ausaux) élémentaires dé
rits 
i-dessus.
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ausaux bornésOn en déduit que, dans le 
as général, il existe toujours un �ltre 
ausal dont la fon
tion detransfert est une fra
tion rationnelle H donnée. Il y a 
orrespondan
e entre l'algèbre des fra
tionsrationnelles (pour le produit et l'addition) et l'algèbre des �ltres dynamiques 
ausaux pour la
omposition et l'addition.Le �ltre dynamique 
ausal de fra
tion rationnelle H est asso
ié à une mesure bornée si, etseulement si, les p�les ck de la fra
tion en z−1 véri�ent : |ck| > 1. Dans 
e 
as, les signauxpropres ez, ez(n) = zn, sont dans le domaine de dé�nition du �ltre, pour |z| ≤ 1. En parti
ulier,pour |z| = 1, la restri
tion au 
er
le unité de la transformée en z donne la fon
tion de transfertdu �ltre (�transformée de Fourier�).En résumé :Théorème 9.2.6 Le �ltre 
ausal solution de (9.4) est stable (ou bornée) si, et seulement si, lesp�les ck de la fon
tion de transfert (en z−1) sont situés à l'extérieur du disque unité (|ck| > 1).
• Cal
uls matri
ielsLes opérations réalisées par les �ltres sont des opérations linéaires sur l'espa
e ve
toriel des suites.En utilisant la base �
anonique� (δn), on peut, 
omme on l'a vu, représenter 
es opérations 
ommel'appli
ation de matri
es. Rappelons également que la stationnarité impose à 
es matri
es uneforme parti
ulière, puisqu'elles sont dé�nies à partir d'un tableau de 
oe�
ients h = (hn), par
ak,n = hk−n. La 
omposition des �ltres peut être vue soit 
omme une opération de 
onvolution,soit 
omme un produit de matri
es.La di�
ulté vient i
i du fait qu'il s'agit de matri
es in�nies. Il n'est pas assuré que le produitde deux telles matri
es soit bien dé�ni. Notons que le produit est toujours dé�ni entre matri
es�
ausales�, 
'est-à-dire pour des matri
es de 
oe�
ients ak,n tels que ak,n = 0, pour k > n, 
e quiest le 
as des matri
es asso
iées aux �ltres h = (hn) 
ausaux (on a alors ak,n = hk−n = 0, pour
k > n). En e�et le 
al
ul de 
ha
un des 
oe�
ients du produit ne fait intervenir qu'un nombre�ni de termes.En adoptant 
e point de vue, on peut e�e
tuer des 
al
uls dans l'algèbre de 
omposition desmatri
es 
ausales.On peut par 
e pro
édé inverser l'opérateur de 
onvolution dé�ni par la 
onvolution par unemesure 
ausale, et résoudre l'équation µ ∗ ν = λ, où µ, ν, λ sont des mesures 
ausales, µ et λétant données et ν in
onnue.Exer
i
es : 1) Montrer qu'on peut toujours résoudre, et de façon unique, par ré
urren
el'équation µ ∗ ν = δ0, où µ est une �mesure 
ausale� donnée telle que µ(0) 6= 0 et ν est unemesure sur Z 
ausale in
onnue.2) Montrer que toutes les solutions de

(cδ1 − δ0) ∗ ν = δ0sont de la forme : aj = b0c
−j , pour j ≥ 0, = (1 + b0)c

−j , pour j < 0, où b0 est une 
onstante.Parmi 
es solutions, il y a une solution 
ausale (b0 = −1) et une solution �anti-
ausale� (b0 = 0).Si |c| > 1 la solution 
ausale est bornée. Si |c| < 1, 
'est la solution anti-
ausale qui est bornée.



9.3. FENÊTRES 1939.3 FenêtresUne fenêtre est la donnée d'une fon
tion à support 
ompa
t ou à dé
roissan
e rapide. On peutappliquer une fenêtre à un signal dans l'espa
e temporel dis
rétisé : une fenêtre est alors une suite�xe par laquelle on multiplie le signal pour en isoler un segment dans le temps. A 
ette opération
orrespond en fréquen
e la 
onvolution des transformées de Fourier de la fenêtre et du signal.On peut également envisager une fenêtre dans l'espa
e des fréquen
es, qui est alors une fon
tionpar laquelle on multiplie la transformée de Fourier du signal. Cette opération 
orrespond à une
onvolution dans l'espa
e des suites et don
 à un �ltrage.
• Exemples de fenêtresLes formules suivantes sont utiles pour le 
al
ul des transformées de Fourier des fenêtres usuelles :

[N/2]∑

−[N/2]

e2πinu =

{
sin(N+1)πu

sinπu , si N est pair,
sinNπu
sinπu , si N est impair.Fenêtre re
tangulaireL'exemple le plus simple est 
elui d'une fenêtre re
tangulaire RN dé�nie, pour un entier N ≥ 1,par

RN (n) =

{
1, si |k| ≤ N,
0, sinon.L'appli
ation de 
ette fenêtre à un signal x = (x(n)) 
onsiste don
 à rempla
er x par xN dé�nipar

xN (k) =

{
x(k), si |k| ≤ N,
0, sinon.La �transformée de Fourier� de RN est le noyau de Diri
hlet DN d'ordre N dé�ni par

FRN (u) =
N∑

k=−N
e2πiku =

sin(2N + 1)πu

sinπu
.Fenêtre triangulairePour atténuer les phénomènes d'os
illation (phénomène de Gibbs), on doit re
her
her des fenêtresplus régulières dans l'espa
e temporel. Un pro
édé, pour en 
onstruire, 
onsiste à 
onvoler unefenêtre re
tangulaire par elle-même. On obtient ainsi une fenêtre triangulaire. Par exemple, lafenêtre triangulaire est égale (à un fa
teur de normalisation près) au produit de 
onvolution d'unefenêtre re
tangulaire RN/2 de durée N + 1 par elle-même (on suppose N pair). Elle 
orrespondau noyau de Fejer d'ordre N + 1 et est donnée par :

TN (k) =

{
1 − |k|

N+1 , pour |k| ≤ N,

0, sinon.Sa transformée de Fourier est
WN (u) = FTN (u) =

1

N + 1
(
sin(N + 1)πu

sinπu
)2



194 CHAPITRE 9. FILTRAGE DES SIGNAUX À TEMPS DISCRET(faire un dessin)On pourra en exer
i
e 
al
uler la transformée de Fourier de TN , soit dire
tement, soit en utilisantle fait que TN est dé�ni par une 
onvolution. On véri�era que ∑
k TN (k) = N + 1 = FTN (0) etque ∫

FTN du = 1.Paramètres d'une fenêtreLes paramètres importants d'une fenêtre sont notamment, pour sa transformée de Fourier W ,la largeur du pi
 (ou lobe) 
entral et le rapport de l'amplitude du premier lobe se
ondaire et del'amplitude du lobe 
entral (faire un dessin).Le rapport |W (fs)|
W (0) donne l'atténuation minimale des fréquen
es en dehors de la bande defréquen
es 
orrespondant à la base du pi
 
entral. Il est mesuré logarithmiquement par

λ = 20 log10
|W (fs)|
W (0)

,

fs étant la fréquen
e 
orrespondant au milieu du premier lobe se
ondaire. La quantité λ estexprimée en dé
ibels.Exer
i
e 9.3.1 Montrer que, pour la fenêtre re
tangulaire, on a, pour N = 9, λ = 20 log10
1

4.5 =
−13 dB.On 
onstate que, par rapport à la fenêtre re
tangulaire, la fenêtre triangulaire, présente unélargissement du pi
 
entral et une atténuation des lobes se
ondaires.Plus généralement, si p est un entier ≥ 1, pour N divisible par p, on 
onstruit la fenêtrepolynomiale d'ordre p obtenue en 
onvolant su

essivement (p fa
teurs) ave
 elle-même unefenêtre re
tangulaire de durée 2N

p + 1. Sa transformée de Fourier W est de la forme
FPN,p(u) =

1

a
(
sin(2Np + 1)πu

sinπu
)p,où a est tel que l'intégrale sur [−1

2 ,
1
2 ] soit égale à 1.On note une propriété d'identité appro
hée, pour N tendant vers l'in�ni, pour p �xé. Quand paugmente, il y a atténuation des lobes se
ondaires, mais la largeur à la base du lobe prin
ipalest en 2p

N . Des valeurs usuelles de p sont p = 2, 3, 4.Exemples 9.3.2 Autres exemples de fenêtresFenêtre de Hamming :On introduit un paramètre α et on pose :
Hα(k) =

{
α+ (1 − α)cos(2π k

N ), pour |k| ≤ N/2,
0, sinon.La fenêtre de Hamming 
orrespond au 
hoix : α = 0.54



9.3. FENÊTRES 195Pour α = 0.5, on obtient la fenêtre de Hanning, nulle pour |k| > N/2 et dé�nie, pour |k| ≤ N/2,par
h(k) =

1

4
[e2πi

k
N + 2 + e−2πi k

N ]

=
1

2
(1 + cos2π

k

N
) = (cos

πk

N
)2.La fon
tion de transfert (ou transformée de Fourier W ) de la fenêtre Hα est, pour N impair :

Fh(u) = α
sinNπu

sinπu
+

1 − α

2

sinNπ(u− 1
N )

sinπ(u− 1
N )

+
1 − α

2

sinNπ(u+ 1
N )

sinπ(u+ 1
N )

.Fenêtre 
osinusoïdale :On forme la moyenne de deux fenêtres re
tangulaires dé
alées entre elles de la largeur d'un lobese
ondaire 1/N . Ses 
oe�
ients dans l'espa
e dire
t sont, pour N impair :
C(k) =

{
cosπk/N, pour |k| ≤ N/2,
0, sinon.La fon
tion de transfert (ou transformée de Fourier W ) est

FC(u) =
1

2

sinNπ(u− 1
2N )

sinπ(u− 1
2N )

+
1

2

sinNπ(u+ 1
2N )

sinπ(u+ 1
2N )

.La largeur du lobe 
entral est 3/N , au lieu de 4/N pour la fenêtre triangulaire. Il y a atténuationdes lobes se
ondaires. Pour la fenêtre 
osinusoïdale, on a : λ = −24 dB, pour N = 9.
• Exemple d'appli
ation : le multiplexageConsidérons plusieurs signaux indexés par un ensemble d'indi
es J , xj = (xj(n)n∈Z, j ∈ J), àtransmettre simultanément sur un 
anal �large bande�, de largeur de bande 2F .Si les signaux xj ont un spe
tre limité à un intervalle de fréquen
e [−uc, uc], en les multipliantpar une fenêtre 
osinusoïdale de la forme cos2πθjn, on dé
ale leur spe
tre de façon à les rendredisjoints. Soient yj les signaux obtenus. On transmet la somme des yj. Le signal transmis estdon


Z(n) =
∑

j∈J
yj(n) =

∑

j∈J
cos(2πθjn) xj(n), n ∈ Z.Le spe
tre de yj est 
ontenu dans [−uc − θj, uc − θj] ∪ [−uc + θj, uc + θj ].Supposons par exemple que les signaux xj aient une densité spe
trale φj . Alors, la densitéspe
trale de Z est ∑

j∈J
1
2 [φj(u+ θj) + φj(u− θj)]. Les fon
tions [φj(.+ θj) + φj(.− θj)] sont àsupports disjoints, si l'on 
hoisit θj > j · uc.Pour transmettre Card J signaux, il est né
essaire que uc · Card J < F .Pour �retrouver� 
ha
un des signaux xj , il su�t, théoriquement, de multiplier en fréquen
ele signal Z transmis par des fenêtres passe-bande adaptées, 
'est-à-dire de bande passante(fréquen
e) 
ontenue respe
tivement dans [−uc − θj, uc − θj] ∪ [−uc + θj , uc + θj].



196 CHAPITRE 9. FILTRAGE DES SIGNAUX À TEMPS DISCRETLissage d'un signalConsidérons un signal x = y+ z formé de la somme d'un signal �utile� y et d'un bruit z que l'on
her
he à éliminer ou tout au moins à atténuer.Si le signal x est su�samment régulier, son spe
tre est 
on
entré dans les basses fréquen
es, alorsque le bruit a un spe
tre 
ouvrant une large bande de fréquen
es. On peut modéliser les bruits
omme des pro
essus sto
hastiques et e�e
tuer une analyse spe
trale pré
ise de 
es pro
essus. Sil'on 
onsidère que le bruit est dû, pour une fra
tion importante, à la 
ontribution des fréquen
eshautes, un �ltre passe-bas appliqué au signal x a don
 pour e�et d'éliminer une partie du bruit(
e qui a pour e�et de réduire une 
ara
téristique importante : le rapport signal sur bruit).
• Cal
ul de fenêtres spe
tralesLe problème : On 
her
he à 
al
uler la meilleure approximation (en un sens à pré
iser) d'unefon
tion f par un polyn�me trigonométrique pour un degré donné.La fon
tion f peut être par exemple une fenêtre passe-bas idéale. Pour pouvoir e�e
tuer dansle domaine temporel des 
onvolutions ne portant que sur un nombre limité de 
oe�
ients, on
her
he une approximation de f par un polyn�me trigonométrique de degré n en cosπu, 
e qui
orrespond au 
al
ul d'un �ltre �ni.Ce problème est un 
as parti
ulier du problème suivant : soit V l'espa
e ve
toriel des fon
tionsdé�nies sur E = [0, 1], engendrées par r fon
tions données sur E, g1, · · · , gr. Soit par ailleurs un�poids� dé�ni par une fon
tion w 
ontinue > 0 sur E.On dé�nit une norme, notée ‖ ‖W , (norme uniforme ave
 poids) en posant :

‖u‖w = sup
t∈[0,1]

|w(t)u(t)|.On 
her
he des 
oe�
ients a1, · · · , ar tels que ‖∑r
1 ajgj − f‖w soit minimum, autrement dit telsque l'on ait, pour tous 
oe�
ients b1, · · · , br :

‖
r∑

1

ajgj − f‖w ≤ ‖
r∑

1

bjgj − f‖w.Le théorème �d'alternan
e� de T
hebys
hev permet de 
ara
tériser les valeurs a1, · · · , ar solutionsde 
e problème :Théorème 9.3.3 La 
ondition né
esssaire et su�sante pour qu'une 
ombinaison linéaire ∑r
1 ajgj(x)soit l'unique meilleure approximation pondérée d'une fon
tion f sur un sous-ensemble E est quel'erreur pondérée (la di�éren
e N(x) = w(x)(

∑r
1 ajgj(x) − f(x))) présente au moins r + 1valeurs extrémales dans E. En d'autres termes, il faut et il su�t qu'il existe r + 1 points

x1 < x2 < · · · < xr+1 dans E tel que
N(xi) = −N(xi+1), et |N(xi)| = ‖

r∑

1

ajgj − f‖w.Cette 
ara
térisation permet de mettre en oeuvre des algorithmes de 
al
ul de la meilleureapproximation. Un exemple de tel algorithme est l'algorithme de Remez.



9.4. EXERCICES 1979.4 Exer
i
esExer
i
e 9.4.1Dis
uter la résolution de l'équation ν∗µ = δ0, où ν est donnée, ou plus généralement de l'équation
ν ∗ µ = λ, ν et λ étant données.Exer
i
e 9.4.2 Cal
ul d'un �ltre 
ausalCal
uler un �ltre 
ausal de transformée en z égale à

H(z) = exp(z−1)(1 + z−1).

Exer
i
e 9.4.3Soit λ un paramètre 
omplexe. On 
onsidère la relation de ré
urren
e
yn − λyn−1 = xn, n ∈ Z. (∗)(On note que (yn) est bien dé�ni si (xn) est 
ausal).a) Pour un �ltre 
ausal asso
ié à (∗), 
al
uler le signal en sortie, si l'entrée est la fon
tion é
helondis
rète xn = 1, pour n ≥ 0, = 0, pour n < 0.b) Pour quelles valeurs de λ, 
ette sortie est-elle bornée ?[[Solution : yn = 1 + λ+ ...+ λn pour n ≥ 0, = 0 pour n < 0.La sortie yn est bornée pour |λ| ≤ 1 et λ 6= 1.℄℄Exer
i
e 9.4.4Soient x et y deux suites dé�nies sur Z.Véri�er que le produit de 
onvolution x ∗ y est bien dé�ni dans les 
as suivants :� x, y ∈ ℓ1,� x, y ∈ ℓ2,� x ∈ ℓ∞, y ∈ ℓ1,� x, y à support dans l'ensemble des entiers ≥ 0,� x quel
onque et y à support �ni.



198 CHAPITRE 9. FILTRAGE DES SIGNAUX À TEMPS DISCRETExer
i
e 9.4.5a) Montrer que, sur l'espa
e des suites sur Z, il n'existe pas d'opérateur linéaire A qui inversel'opérateur S1 − Id (opérateur de 
onvolution par δ−1 − δ0).[[Observer que l'opérateur S1 − Id a un noyau : le sous-espa
e formé des suites 
onstantes.℄℄b) Par 
ontre, montrer que l'on peut inverser 
et opérateur S1 − Id quand on le restreint àl'espa
e des suites à support dans Z+, ou en
ore à l'espa
e des suites sommables.[[L'opérateur aux di�éren
es D = S1 − Id est l'analogue dis
ret de l'opérateur de dérivation. Lafon
tion é
helon dis
rète Y est la solution de Dy = δ0.Noter que D(x ∗ y) = Dx ∗ y = x ∗Dy, si x et y sont deux suites sommables indexées par Z.℄℄Exer
i
e 9.4.6Dé
omposer en éléments simples
H(z) =

1

1 − 3z−1 + 2z−2
.[[solution :

H(z) =
2

1 − 2z−1
− 1

1 − z−1
.]]Exer
i
e 9.4.7Analogue de la distribution vp(1

t )Déterminer la fon
tion θ dont les 
oe�
ients de Fourier sont cn(θ) = 1
n , pour n 6= 0, et c0(θ) = 0.[[solution :

θ(u) =

{
1
2 − u, pour 0 ≤ u < 1

2 ,
−1

2 − u, pour − 1
2 ≤ u < 0.

]]Exer
i
e 9.4.8Sur l'espa
e E des signaux x = (xn)n∈Z à temps dis
ret, on 
onsidère une fenêtre dé�nie par unefon
tion φ = (φn). (L'appli
ation de la fenêtre à un signal x est l'appli
ation de l'opérateur demultipli
ation Φφ dé�ni par Φφ : x→ y = (yn), où yn = φn xn, n ∈ Z.)On note Fx la transformée de Fourier dis
rète d'un signal x dé�nie formellement sur l'espa
edes fréquen
es par Fx(u) =
∑

n xne
2πinu.1) Montrer que l'appli
ation à un signal x d'une fenêtre φ équivaut à la 
onvolution de Fx parla transformée de la fenêtre Fφ. (On donnera des 
onditions su�santes pour que la 
onvolutionsoit bien dé�nie.)



9.4. EXERCICES 1992) a) Cal
uler Fφ quand φ est donnée par :
φ = RN , où RN (n) = 1, pour |n| ≤ N/2, = 0 sinon, N entier pair,
φ = TN , où TN (n) = 1 − 2|n|/N , pour |n| ≤ N/2, = 0 sinon, N entier pair.b) Montrer que la fenêtre triangulaire peut être obtenue par 
onvolution d'une fenêtre re
tangu-laire par elle-même.
) Esquisser le graphe de FTN et 
al
uler la largeur du lobe 
entral.3) On fait tendre N vers +∞. Quel est le 
omportement de l'opérateur ΦTN

asso
ié à la fenêtre
TN , dans l'espa
e dire
t des signaux et dans l'espa
e des fréquen
es.Exer
i
e 9.4.9Notations : Etant donné un tableau de 
oe�
ients h = (hk, k ∈ Z), on note Fh le �ltre asso
ié,dé�ni par

Fh(xn) → (yn), où yn =
∑

k

hn−kxk, n ∈ Z,et H sa fon
tions de transfert : H(u) =
∑

k hke
2iπku.On supposera que les �ltres 
onsidérés véri�ent la relation ∑

n |hn| <∞.1) On 
onsidère deux �ltres Fh et Fg de 
oe�
ients resp. h = (hk) et g = (gk).a) Cal
uler les 
oe�
ients du �ltre 
omposé FgFh à partir des 
oe�
ients (hk) et (gk).b) Quelle est la fon
tion de transfert de FgFh.2) Etant donné un �ltre Fh, on 
her
he un �ltre Fg qui inverse Fh, 
'est-à-dire tel que FgFh soitl'identité.a) Cal
uler formellement la fon
tion de transfert de Fg à partir de 
elle de Fh.b) Donner des 
onditions sur h qui assurent que les 
oe�
ients (gk) du �ltre inverse véri�ent∑
k |gk| <∞.
) Peut-on inverser un �ltre ayant un nombre �ni de 
oe�
ients non nuls par un �ltre ayant lamême propriété ?Exer
i
e 9.4.10On 
onsidère la relation de ré
urren
e

yn − ayn−1 − byn−2 = xn, ∀n ∈ Z. (1)où a et b sont deux 
onstantes réelles. Soit A la matri
e
A =

(
a b
1 0

)
.



200 CHAPITRE 9. FILTRAGE DES SIGNAUX À TEMPS DISCRETOn dé�nit deux suites de ve
teurs (Xn)n∈Z et (Yn)n∈Z en posant, pour n ∈ Z :
Yn =

[
yn
yn−1

]
,

Xn =

[
xn
0

]
.1) a) Exprimer la relation de ré
urren
e (1) sous la forme d'une relation de ré
urren
e ve
torielle.(Par la suite, on notera (2) 
ette relation.)b) Soit F un �ltre 
ausal qui transforme une entrée (xn) en une sortie (yn) véri�ant (1).Montrer, en itérant (2), que, si (xn) est une entrée 
ausale, la sortie (yn) est donnée par larelation :

Yn =

n∑

k=0

AkXn−k, n ≥ 0.2) a) Quelle est la transformée en z, notée H, de F et la relation entre les p�les de H et lesvaleurs propres de A ?b) Sous quelle 
ondition sur A, le �ltre F est-il borné (i.e. (xn) borné ⇒ (yn) borné) ? Onraisonnera de deux façons :- à l'aide de dé
omposition de H en éléments simples,- en utilisant les ve
teurs propres de A.3) Soit G un �ltre dont les 
oe�
ients gk, k ∈ Z, véri�ent gk = 0, pour tout k > 0, et quitransforme une entrée (xn) en une sortie (yn) véri�ant (1).a) E
rire la relation de ré
urren
e ve
torielle reliant Yn à Yn+1 et Xn+1.b) Sous quelle 
ondition sur A, le �ltre G est-il borné ?
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