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Partie I

2 pts Al : T est évidemment linéaire, et si a,a’ € A on a T(aa’) — T(a’a) = T(aa’ — a’a) = T([a, a’]) = 0 puisque
[a,a’] € [A, A]. Donc T est bien une trace.

4 pts A2 :1lest clair que le sous-espace vectoriel ker 7 de A contient tous les commutateurs de A, donc contient le
sous-espace [A, A] qu’ils engendrent. Donc (propriété universelle du quotient) il existe une unique application
lindaire 7 : Hy(A) — V telle que 7 =7 o T, d’ou la premiere assertion.

Considérons maintenant I’application ¢ : Homy(Hy(A), V) — Homy (A4, V') donnée par u — woT. Alors
© est clairement linéaire, et de plus est a valeurs dans T'(A, V') (il résulte immédiatement de A1 que uoT est
une trace pour tout u : Hy(A) — V linéaire). On a donc une application linéaire Homy (Ho(A), V) — T'(A4,V),
et la premiere partie de la question dit précisément qu’elle est bijective. Noter que son inverse n’est autre
que application « 7 +— T ».

1pt A3(a) : Notons Ty : A — Ho(A) et Tp : B — Hy(B) les traces canoniques (ce que ’énoncé se dispense
de faire). On remarque que T o f : A — Hy(B) est une trace sur A (immédiat puisque Tpg o f(aa’) =
Tp(f(a)f(a) =Ts(f(a')f(a)) =Tg o f(a’a)). Il suffit alors d’appliquer A2 & la trace Tg o f.

1pt  A3(b) : Pour a € Hy(A), classe de a € A, on a Ho(f)(a) = Ta(u(au™r)) = Ta((aut)u) = Ta(a) = a, d’ott
I’assertion.

2 pts  B1 : Il s’agit de voir que T o Tr(mp) = T o Tr(pm) pour m et p dans M, (A). Les deux membres sont
linéaires en m et en p, de sorte qu’il suffit de vérifier la formule lorsque m et p parcourent une famille k-
génératrice de M, (A), par exemple la famille des E;;(a) (i et j € {1,...,n}, a € A). Avec la formule donnée
dans 'introduction, on trouve T o Tr(E;;(a)Ey(a’)) = T o Tr(0,xE(aa’)) = 0,104 T(aa’) et symétriquement
T o Tr(Ey(a’')E;j(a)) = 010, T(a’a) ce qui est la méme chose puisque T'(aa’) = T'(a'a).

(On peut aussi faire un calcul direct, avec m = (m;;) et p = (pi;) quelconques).

1pt B2(a) : la formule de I'introduction donne immédiatement [E;;(a), Exi(b)] = 0,1 Eu(ab) — 6; Ex;(ba).

1pt  B2(c) : '« unicité » proclamée par I’énoncé n’a pas de sens. La formule se vérifie directement, par exemple
coefficient par coefficient.

3pts B2(d) : il est clair que M} (A) est un sous-espace vectoriel de M, (A); il reste a voir qu’il est contenu dans
(M (A), My ()]

Considérons la formule de la question précédente, pour m quelconque. On remarque que les termes
E;j(mj) (i # j) sont des commutateurs : explicitement, Ej;(a) = [Ei;(a), E;j(1)] par exemple. Il en est de
méme des F;(m;;) d’apres (b).

Donc, m € [M,(A), M, (A)] si et seulement si E11(Tr(m)) € [M,(A), M,,(A)]. Supposons maintenant
que m € M/ (A) : alors Tr(m) € [A, A]. Or lapplication linéaire a — Eji(a) : A — M,(A) respecte la
multiplication donc envoie [A, A] dans [M,(A), M,,(A)]. On a donc bien Eji(Tr(m)) € [M,(A), M, (A)],
cqfd.

2 pts B2(e) : Comme T : A — Hy(A) est surjective, et Tr : M, (A) — A aussi (parce que n > 1!), T o Tr est
surjective et donc T o Tr l'est aussi. Son noyau est 'image dans Hy(M,,(A)) du noyau de T o Tr, donc est
nul d’apres (d), cqfd.

2 pts C1 : pour tout h € G, on a

O F@)xg)(h) = fla)xg(h) = f(h),

geG geq@
dou f = deG f(g)xg- Ceci montre que la famille {x,} est génératrice. Montrons qu’elle est libre : soit
(Ag)gec € kS tel que deG AgXg = 0. Evaluant en h € G quelconque, on trouve A, = 0, cqfd.

3pts  C2:on a par définition (xgxg)(1) = > peq Xo(h)Xg (R7); le terme x4(h)xg (h7'1) est nul sauf si b = g
et h=1l = ¢’. La somme est donc nulle sauf si g=!l = ¢’ (i.e. [ = gg’), auquel cas elle vaut 1. En conclusion,

on a XgXg = Xgg'
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Il est clair, sur la formule qui le définit, que le produit de convolution est bilinéaire. Il reste a vérifier les
propriétés (ff)f" = f(f'f") et fxe = xef = [ pour f, f', f"" dans G. Ces formules sont « linéaires en f, f’
et f” » (& cause de la bilinéarité vue ci-dessus) de sorte qu’il suffit de les vérifier lorsque f, f’ f” parcourent
un systéme générateur de k[G], par exemple la base {x4}4ec. Les deux formules sont alors immédiates &
partir de xyXxg = Xgg, de 'associativité dans G et du fait que e est neutre.

C3 : il est clair que T est linéaire. Pour voir que T (ff') = To(f'f) pour f et f' dans k[G], on remarque
encore que les deux membres sont linéaires en f et en f’ : il suffit donc de faire la vérification pour f = x,
et ' = xg. Or Te(Xgxg') = To(xgq) qui vaut 1 si gg' € C et 0 sinon. II suffit donc de voir que l'on a
I’équivalence gg’ € C < ¢'g € C, ce qui résulte du fait que gg’ et g’'g sont conjugués (g9’ = g(g’g)g™1).

C4(a) : si v est une forme linéaire sur k[G], et f € G, on a a(f) = a3 ,cq [(9)Xg) = D ec f(9)a(xg):
d’ou le résultat en posant

a(g) = a(xy)
(cette formule, et pas seulement 'existence de a demandée par 1’énoncé, servira dans (b)).

C4(b) : soit 7 : k[G] — k une trace. Appliquant le résultat de (a) & la forme linéaire 7, on trouve, en notant
I" ensemble des classes de conjugaison de G :

() =D 7xo) Fl) =D Y 7(xg) £(9).

geG Cel geC

11 suffit donc, pour conclure, de voir que la fonction g — 7(x,) est constante sur chaque classe, c’est-a-dire
invariante par conjugaison. Mais puisque 7 est une trace on a 7(Xpgh-1) = T(XngXn-1) = T(Xn-1Xhg) =
T(thlhg) = T(Xg)a qud
C5 : la question précédente montre que {T¢} engendre T'(k[G], k). Montrons qu’elle est libre : si 'on a une
relation ). AcTc = 0 on trouve, en évaluant sur I'élément x, de k[G], que A jasse de g = 0, donc tous
les A¢ sont nuls, cqfd.

D’apres A2, application 7 +— T est un isomorphisme de T'(k[G], k) sur le dual de Hy(k[G]); l'image
{Tc} de {Tc} par cet isomorphisme est donc bien une base dudit dual.
C6 : il résulte de la question précédente que, pour G fini quelconque, Hy(k[G]) est de dimension finie égale
au nombre de classes de conjugaison de G.

Pour G = S, ce nombre est égal au nombre de types possibles de décompositions en cycles disjoints;
pour Sy on trouve 5 types (identité, transpositions, 3-cycles, 4-cycles, produits de 2 transpositions disjointes).
La dimension cherchée est donc 5.

Partie II

Al(@): (e+f)?=e2+ef+fe+fP=e+0+0+f=ec+fdonce+feP(A). (1-e?=1-2e+¢e?=
1-2c+e=1-edoncl—eéc P(A); dautre part e(1 —e) = e — e = 0 et de méme (1 — e)e = 0.

A2 : soit e € P(A); supposons par exemple que e # 0, et montrons que e = 1. D’apreés (R2), on a r(e) > 0
donc r(e) > 1 puisque r(e) € N. D’autre part, appliquant (R3) aux idempotents orthogonaux e et 1 — e, on
trouve r(e) + (1 —e) = r(1) = 1 d’apres (R1). Comme r(e) > 1 et 7(1 —e) > 0 ceci implique (1 —e) =0
d’ott e = 1 d’apres (R2), cqfd.

A3 : il suffit de voir que le produit A; x A2 de deux anneaux non nuls admet un idempotent différent de 0 et
de 1. L’élément e = (14,,04,) est bien idempotent, et il est différent de 0 = (04,,04,) et de 1 = (14,,14,)
puisque 04, # 14, pour ¢ = 1,2 (Panneau A; n’étant pas nul).

A4 : comme e = e, la matrice e est annulée par le polynéme X2 — X qui est scindé & racines distinctes.

Donc e est diagonalisable, a valeurs propres 0 et 1, et a donc mémes rang et trace qu’une matrice diagonale
a éléments diagonaux tous égaux a 0 ou a 1, pour laquelle ’assertion est triviale.

B1 : Z[G] est un sous-groupe additif de Q[G] par définition; comme il est clair qu’il contient I'unité x., il
reste & voir qu’il est stable par le produit de convolution. Comme celui-ci est Z-bilinéaire il suffit de vérifier
que le produit x4x, de deux générateurs quelconques appartient a Z[G], ce qui résulte encore de la formule
XgXg' = Xgg'
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B2 : écrivons x = 3 #(g)x, et calculons (les termes diagonaux de) la matrice de & dans la base des x,.

On a
F(xu) = 2Xu = Y _ 2(9)Xgu

geqG

et le coefficient de x, dans le membre de droite est z(e) = 7(z). Les termes diagonaux sont donc tous égaux
a 7(x), d’ou le résultat.

B3 : Il est clair sur la définition que 7 est & valeurs dans Z. Dautre part, si z € P(Z[G]) alors 'endomorphisme
Z est idempotent (il est clair que x +— & est un morphisme d’anneaux de Z[G] dans End(V')) donc, d’apres
A4, sa trace est > 0; donc 7(z) > 0 d’apres B2, donc 7(x) € N.

La propriété (R1) est immédiate sur la définition de 7, ainsi que (R3) (sans condition sur e et f,
d’ailleurs). Montrons (R2) : soit x € P(Z[G]) tel que 7(x) = 0. Alors Tr(Z) = 0 par B2, donc Z est de rang
nul (et donc nul) par A4, donc « = Z(x.) = 0, cqfd.

On conclut que Z[G] est indécomposable par A2 et A3.

Partie III :

1 : puisque X4 est engendré par les X (a,b), il est clair que C(A) est engendré par les a A b. 11 suffit donc de
remarquer que (pour A € k) A(a Ab) est de la forme a’ AY. Or A(a Ab) — (Aa) Ab est la classe de —v(a, b, \)
donc est nul, de sorte que A(a Ab) = (Aa) Ab.

2 : Par définition, aAb+bAa est la classe dans C(A) de a(a, b), donc est nul. De méme, (ab) Ac—aA (bc)+(ca)Ab
est la classe dans C'(A) de $(a, b, c), donc est nul.

En prenant (par exemple) b = ¢ = 1 dans la deuxiéme relation, on trouve a A1l =aAl4+aA 1l dol
a A1l =0, qui entraine 1 A a = 0 par antisymétrie.

3 : L’unicité est claire puisque C'(A) est engendré par les a A b. Montrons 'existence.

D’abord, comme les X (a, b) forment une base de X 4, il existe une unique application linéaire f : Xq -V
telle que f(X(a,b)) = f(a,b) pour tout (a,b) € A x A.
On a alors, vu les hypotheses sur f :

fla(a,b)) = f(a,b) + f(ba) =0
f(B(a,b,c)) = f(ab,c) — f(a,bc) + f(ca,b) =0
F(v(a,b,0) = f(Aa,b) = Af(a,b) =0
f(6(a,b,¢)) = fla+b,¢) — f(a,¢) + f(b,e) =0

de sorte que f est nulle sur Y4 et passe donc au quotient en une application linéaire f : C(A) — V telle que,
pour tout (a,b) € A x A, on ait f(aAb) = f(X(a,b)) = f(a,b), cqfd.

4(a) : On applique la question 3 avec V = A et f: A x A — A définie par f(a,b) = [a,b]. Il est immédiat
que f est bilinéaire et antisymétrique; d’autre part, la relation [a, bc] = [ab, ¢] + [ca, b] se vérifie directement
en « développant » les commutateurs. La question 3 fournit alors f : C(A) — A qui est lapplication 64
cherchée.

4(b) : comme C(A) est engendré par les a A b, 'image de 04 est le sous-espace de A engendré par les
commutateurs, de sorte que A/04(C(A)) = A/[A, A] = Hyo(A).

5(a) : appliquant les définitions, on trouve Tv'(E;;(a), Bk (b)) = 6ud;x(a A D).

5(b) : on applique la question 3 & l'algebre M,(A) et a application f = Tr' : M,(A) x M,(A4) — C(A).
Celle-ci est clairement bilinéaire (d’ailleurs c’est dit dans ’énoncé). D’autre part (dans les sommes ci-dessous,
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les indices i, j, ... parcourent les entiers de 1 & p) :

Tr' (m,n) + Tr'(n,m) Zm”/\nﬂ—i—anl/\mlk
(4,9) (k1)
= Z Ma; A Nji + Z Njs N\ Myj (changement des noms d’indices)
(4,5) (1.5)
= Z(mm A nﬂ' + lei A mij)
(4,4)
=0 (relation a Ab+ b A a =0 de la question 2).

(m, nq) Z mij A (ng)ji = Z mij N (15K Gki)

(#,9) (4,3,k)

Enfin :

et de méme Tr'(mn, q) = 2 ik (M) A g et Tt (gm,n) = > (i) (@rimi) Ay de sorte que la seconde
relation de la question 3 résulte de la relation m;; A (njqui) = (mijnjk) A Qi + (qkimij) Anji de la question
2.

5(c) : Comme C(M,(A)) est engendré par les m A n, il suffit de vérifier la relation 64(Tx'(m A n)) =
Tr 01, (a)(m A n). Le premier membre vaut

04(Tx' (m,n)) = ZHA(m,;j Anj;) = Z[mijan]’i]~

2]
Le second membre est Tr[m, n] =37, ;[mi;, nj;] (calcul immédiat) d’ot la relation cherchée.
Il en résulte que Hy(My(A)) = ker(0y, (a)) C ker(f4 o Tr') ce qui signifie bien que Tv'(Hy(M,(A))) C
ker(64) = Hi(A).
5(d) : soit € Hi(A). Alors, d’apres la question 1, z est de la forme > ; a; A b;, avec (par définition de

H;(A)) la relation > [a;, b;] = 0 dans A. Considérons élément y = Y7 | F11(a;) A E11(b;) de C(M,(A)).
On a d’abord

[
NE

01,4y (v) [Er1(ai), E1i(bi))]

-
Il
—

|

s
Il
-

Er1([ai, bi])

n

Ell(Z[ai,biD =0

=1

de sorte que y € Hy(M,(A)). De plus Try(y) = T/‘;’(y) =3 Tt (B (a;), Eri(b;) = >0 a; ANb; = ,
cqfd.

6(a) : La relation res(P’) = 0 est immédiate a partir des définitions.
La formule pour (PQ)’ est clairement bilinéaire en (P, Q) de sorte qu’il suffit de la vérifier pour P = ¢t™
et @ =1t" (m,n € Z). On a alors :

(PQY = (t™ ") = (m -+ n)tmtn?

et
P'Q+ PQ' = mt™ " + nt"t" "t = (m 4 n)tm Tl

d’ou le résultat.

6(b) : On applique la question I11-3 & l'algébre A = k[t,t~!] et & I’application, clairement bilinéaire, f :
A x A — k donnée par f(P, Q) = res(PQ’). Vérifions les deux relations du II1-3 : d’abord

f(P.Q) + f(Q,P) =res(PQ + P'Q) = res((PQ)") =

4
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(question précédente) et d’autre part

f(P,QR) = f(PQ, R) — f(RP,Q) = res(P(QR)') — PQR' — RPQ')
=res(PQR + PQ'R — PQR' — RPQ') =0

(on remarque que A est commutative!), cqfd.

6(c) : notons ®(P,n) I'égalité P At" = nPt"~! At & démontrer.
D’abord ®(P,0) est 'identité P A1 =0 vue en I1I-2.
Supposons ®(P,n — 1) vérifiée pour tout P. Alors

PAt"=PAt"!
= (POYAN" P+ (" TP)At  (dapres 1T1-2)
=(n—-D"2PtAt+ (" TP)At  (dapres ®(Pt,n — 1))
=nPt" ' At

de sorte que, par récurrence, ®(P,n) est vérifiée pour tout P et tout n € N.

De plus, le calcul qui précede montre que, pour ¢ et P quelconques, ®(P,n) est équivalente & ®(Pt,n—1).
Comme t est inversible dans A, on voit donc que, pour n donné, ®(P,n) pour tout P implique ®(P,n — 1)
pour tout P (plus précisément, ® (¢~ P,n) implique ®(P,n —1)). Donc ®(P,0) (pour tout P) implique aussi
®(P,n) pour tout P et tout n < 0.

La relation PAQ = PQ’ At en résulte par linéarité en Q (®(P,n) étant le cas ot Q@ = t™). On en déduit

PANQ=-QANP=—-QP' At, et en prenant Q = 1 on trouve P’ At = 0.
6(d) : on remarque d’abord que Hi(k[t,t=1]) = C(k[t,t!]) puisque k[t,t!] est commutative. Il s’agit donc
de voir que Res : C(k[t,t71]) — k est un isomorphisme. D’abord Res(t~* At) = res(t™!) = 1 donc Res est
surjectif. Pour conclure, il suffit donc de voir que C(k[t,t7!]) est de dimension < 1, c’est-a-dire engrendré
(comme k-espace vectoriel) par un élément. On sait qu'il est engendré par les P A @), donc par les P At™ par
linéarité en @, donc par les P At d’aprés la premére relation de 6(c), donc par les t™ At (m € Z) par linéarité
en P. Mais, si m # —1, on a t™ = (t™*1/(m + 1))’ (on utilise la caractéristique nulle ici) donc t™ At =0
pour m # —1 (derniere relation de 6(c)), de sorte que C(k[t,t7!]) est engrendré par le seul élément ¢t~ A ¢,
cqfd.

Partie IV :
Al(a) : pour u,v,w € U et z,y,z € E, on a

{(u, ), (v,9)} +{(v,9), (w, 2)} = (< w,v >, a(u,v)) + (< v,u >, a(v,u))
=(<u,v >+ <v,u>, auv)+ alv,u) =(0,0)

et d’autre part
{(u,2),{(v,9), (0, 2)}} = {(u, z), (< v, 0 >, a(v,w))}
= (< u, < v,w > >, afu,alv,w)))
de sorte que (L2) pour {, } résulte de (L2) pour <, > et de (C2) pour a.

A1(b) : il est clair que p est linéaire, et d’autre part il résulte des définitions que p({(u,z), (v,y),)} =

< u,v >, cqfd.

Al(c) :soit s : L — L(a) un ¢-morphisme tel que po s = Idy. Alors s est de la forme u +— (u, f(u)) ou

f:U — E est linéaire. La relation s(u,v) = {s(u), s(v)} donne immédiatement a(u,v) = f(< u,v >).
Réciproquement, soit f comme dans ’énoncé : alors le méme calcul montre que l'application u +—

(u, f(u)) est un -morphisme de L dans L(«a) tel que po s =1dy.

A2(a) : les deux relations résultent de la définition du crochet, et d’un calcul explicite.

A2(b) : vu la linéarité de ¢, il suffit de voir que (a,b) — a A b est un cocycle sur L(A) & valeurs dans C(A).
La relation (C1) s’écrit (pour a,b,c € A) :

aANb+bANa=0

5
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ce qui a été vu dans III-2, et
A[b,c]l +bA[c,al +cAfa,b] =0

ce qui s’écrit encore
aNbc—aNchb+bAca—bANac+cNab—cAba=0
qui résulte des relations de III-2.

A2(c) : d’apres les définitions et Al(c), 'extension L(A)(c,) est triviale si et seulement si il existe une
application linéaire f : A — E telle que l'on ait ¢(a A b) = f([a,b]) pour tous a et b dans A.

Supposons cette condition réalisée, et soit z € Hy(A) : alors z est de la forme z = > | a; A b; avec
n €N, les a; et b; dans A, et >, [a;,b;] = 0. On a donc

p(z) = Z p(a; Abi)

= f(Z[%biD = 0.

Réciproquement, supposons ¢ nulle sur H;(A). On sait que [A, A] est 'image de 64 : C(A) — A donc
g’identifie au quotient C(A)/H1(A). Donc il existe fo : [A, A] — E linéaire (d’ailleurs unique) telle que
© = foo b, et donc telle que p(a Ab) = fo([a,b]) pour tous a et b dans A. 1l suffit alors de remarquer qu’il
existe une application linéaire f : A — F prolongeant fy : celle-ci a alors la propriété voulue. (L’existence de
f résulte de lexistence d’un supplémentaire de [A, A] dans A, qui entraine celle d'un projecteur 7: A — A
d’image [A, A] : on prend alors f = 7o fp).

B1 : il est clair que les t" (n € Z) forment une base de A; il en résulte que les E;;(¢™) forment une base de
M,(A), d’ou la base annoncée pour M,(A) x k.
Par définition, le (-espace sous-jecent & L(M,(A))(c,) est M,(A) x k muni du crochet

{(va)v(naU)} =\m,n ]7a ( ))

m,n], p(m An)) (définition de av,)
m, ]

m,nl,

,n ,Res(Tr (m An))) (définition de ¢)
,n], Res(Tr' (m,n))) (définition de ’I/‘;')

On voit déja que si m ou n est nul le résultat est nul, d’ou {c, z} = 0 pour tout z € L(Mp(A))(ay).
D’autre part la formule précédente donne :

{eij(t"), en(t™)} = ([Ei (t"), Ex(t™)], Res(Tr' (B (1), Ex(t™)))
= (65 BEq (™) — 6 Ex; (t™T™), Res(84 81 (1" A ™)) (I-B2(a) et I11-5(a))
= (65 By (™) — 04 Exj (™), 8 6k res(mt"Tm1Y) (définition de Res).

Sim+mn #£ 0, le résidu au dernier membre est nul, d’ou la seconde formule. Si n = —m, le résidu vaut m, et
Mt =1, ce qui donne

{esi (7)), en(t™)} = (k0 Ea(1) — da Exj(1), m 6i djk)

d’ou la troisieme formule.

B2 : d’aprés A2(c), extension est triviale si et seulement si la restriction (notons-la ¢1) de ¢ = Res o Tr/
a Hi(Mp(A) est nulle. On peut écrire ¢ comme Res o Tr; ou Try : Hi(Mp(A)) — Hi(A) est définie en
ITI-5(c), et est surjective d’apreés I11I-5(d). De plus Res : H;(A) — k est aussi surjective (et méme bijective)
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d’apres I1I-6(d). Donc 1 : Hi(Mp,(A)) — k est surjective, et par suite Pextension L(M,(A))(c,) n’est pas
triviale.

C1(a) : Il est immédiat que P — P est linéaire, envoie 1 sur Id4 et respecte la multiplication (conséquence
de Tassociativité d’icelle).

C1(b) : il s’agit de montrer que, pour tout @ € A4, on a

d1(PQ) = zq: (Z) PO Qi

£=0

ce qui n’est autre que la « formule de Leibniz », qui se vérifie par exemple directement pour P = t" et
Q =t ce qui suffit par bilinéarité.
C2(a) : il résulte de 1(a) que les P forment un sous-espace de End(A), qui est engendré par les u? (p € Z)
(noter qu'un morphisme d’algebres respecte aussi les inverses donc u? = tP pour tout p € Z). Donc D est
engendré par les u? d? (p € Z, g € N).

Montrons qu’ils forment une famille libre : supposons une relation non triviale

b M

ST NpguPdi =0

q=a p=—M

avec 0 < a <b, et \,, # 0 pour au moins un p. Appliquant cette relation dans End(A) a I'élément t* € A,
et remarquant que d?(t*) = 0 pour g > a et d*(t*) = al, on obtient

al Y Npat? =0
p

et comme k est de caractéristique nulle, le coefficient a! est non nul de sorte que les A, , sont tous nuls,
contrairement a I’hypothese.

C2(b) : il est clair que D est stable par multiplication & gauche par les u? (p € Z) et & droite par les d?
(¢ € N). Tl reste a voir qu’il est stable par multiplication & droite par les u? et & gauche par les d? : les deux
propriétés résultent de 1(b).

Comme on sait déja que D est un sous-espace de End(A), et qu’il contient Idy = 1, c’est bien une
sous-algebre de End(A).
C3 :on a [u,u?d’] = uit™ d" — u9d" u. Appliquant 1(b) avec P = t, on trouve d"u = ud” +rd" ~'; en
substituant, on obtient

[u,u?d") = —ru?d !

(si r = 0, le second membre est nul). Cette formule montre que [D, D] contient tous les u? d™ pour q € Z
et m € N puisque u?d™ = —[u,u?d™*1]/(m + 1) (on utilise encore la caractéristique 0). Comme ces gens
engendrent D, on a [D, D] = D d’ott Hy(D) = 0. Donc toute trace sur D est nulle d’apres I-A2.

D1 : un calcul immédiat (& partir de la formule (PQ) = P'Q + PQ’) donne dP = P+ Pd pour tout
P € A. On en tire o o o
[Pd,Qd=PdQd—QdPd
=P(Q+Qd)d—Q(P +Pd)d

= (PQ'—QP")d.

Comme il est clair que W est ’ensemble des Pd pour P € A, ce calcul montre qu’il est stable par le crochet
et est donc un f-espace.
D2 : noter d’abord que « est bien définie car P d détermine P (en effet, P = (Pd)(t)). Plus précisément,

I’application ¢ : P — Pd est un isomorphisme d’espaces vectoriels de A sur W'; la question D1 montre que
cet isomorphisme transforme la loi de composition

(P,Q) — < P,Q >:=PQ" — QP
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sur A en le crochet [, ] sur W, de sorte que <,> est un crochet sur A et que ¢ est un isomorphisme de
£-espaces. Il s’agit donc de voir que 'application 3 : A x A — k donnée par

BP.Q) = 15 res(PQ" ~ P'Q)

est un cocycle sur (A4, <, >). Il suffit évidemment de vérifier (on est en caractéristique nulle) que 123 est un
cocycle.

La relation (C1) est évidente; d’autre part on peut remarquer que P'Q"”" — P"Q" = (P'Q’) —2P"Q’, et
comme le résidu de (P’'Q’)" est nul d’apres III-6(a), on est ramené & voir que v : A — k défini par

(P, Q) =res(P"Q)

vérifie (C2).
Calculons v(P, < Q,R >) :

(P, < Q,R >) =res(P"< Q,R >')
=res(P"(Q'R—QR')")
=res(P"Q"R— P"QR").

On en tire

Y(P,<Q,R>)+~(Q,< R, P>)+~(R,< P,Q>)
— TGS(P”Q,/R + PQ//R// + P//QR/I _ P//QR// _ P//Q//R _ PQ//R//)
=res(0) = 0.

d’ot la relation (C2).

D3 : posons ¢ = (0,1) et L, = (u"*1d,0). Il est clair que les L,, et ¢ forment une base de Vir (en effet, les
u™tt d forment une base de W puisque les t"T! forment une base de A), et il est clair sur la définition du
crochet dans Vir que {c,z} = {z,c} = 0 pour tout = € Vir.

On trouve immédiatement [u"!d, u™ 1 d] = (m — n) u"T™*1 d (en utilisant D1 par exemple). D’autre
part

1
a(u" ™t d,umtt d) = E7"65((71 +1)(m+1)(m —n) ™)

d’olt

{Ln, Lm} = (m - Tl) (un+m+1 d, %7‘68((” 4 1)(m + 1) tm-&—n—l)).

Sin+ m # 0 le résidu est nul et
{Lp, Lin} = (m —n) ("t d,0) = (m —n) Ly

En prenant n = —m on trouve d’autre part

{L_m, L} =(2m) (ud, %res((—m +1)(m+1) t_1)>

2m(1 —m?)

=2 d,0
m (ud,0) + D

(0,1)

m3—m

:2mL0 - 6

C.

D4(a) : supposons 'extension triviale. D’apres A-1(c), il existe une application linéaire f : W — k telle que
a(Pd,Qd) = f([Pd,Qd)]) pour tous P et Q dans A. Or a(u"*!d,u™*1 d) = 0 chaque fois que n = —1 par
exemple; on doit donc avoir, pour tout m,

0= f([d,u™*"d]) = (m +1) f(u™ d)
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d’out f(u™d) = 0 pour tout m # —1; d’autre part, prenant n = 0 et m = —2 dans les formules qui préceédent,
on trouve

[ud, w'd = —2u"td
alud, u=td) =0

(dans la seconde équation apparait le résidu de ¢=3) d’ott aussi f(u='d) = 0 : finalement, f est nulle sur
tous les uP d donc nulle, ce qui est absurde puisque a(u~!d,u®d) # 0 par exemple.

Donc l'extension Vir n’est pas triviale.
D4(b) : considérons 'extension p : L(D)(a,) — L(D). Sa restriction au-dessus du sous-f-espace W de L(D)
est I'extension V'ir, et n’est donc pas triviale. Donc L(D)(a,) n’est pas triviale, et il est donc clair d’apres
A-2(c) que Hy(D) n’est pas nul.





