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A Exemples

A.1 Exemple 1 : un graphe linéaire

1 —1/V2 —1/V2
L=|-1/v2 1 0
~1/V/2 0 1
La matrice L — I3 est de rang 2 avec les deux dernieres colonnes égales. Donc 1 est valeur propre de
0
multiplicité 1 et le sous-espace propre associé est la droite vectorielle engendrée par | 1 |. On voit aussi
-1
sans peine que la matrice que la matrice L elle-méme est de rang 2, car la premiere colonne est égale a
-1/ V/2 fois la somme des deux autres. Donc 0 est valeur propre de multiplicité 1 et le sous-espace propre
V2

associé est la droite vectorielle engendrée par [ 1 |. Comme la trace est 3, la derniére valeur propre est
1
2, et de la contemplation de L — 213 on tire facile que le sous-espace propre associé est la droite vectorielle

-2 0 1/vV2\ [-1/V2

engendrée par 1 . Une b.o.n. de vecteurs propres est 1/ V2l 1 /2 1, 1/2

1 ~1/V2 1/2 1/2

A.2 Exemple 2 : le graphe complet

2-a) La matrice L du graphe complet K,, a des —1/(n — 1) partout, sauf sur la diagonale ot il y a des 1.

-1
Donec L= —— J+ "1,
n—1 n—1
2-b) La matrice J est de rang 1, et sa valeur propre non nulle évidente est n. Les valeurs propres pour L
sont donc n de multiplicité n — 1 et - + L 0 de multiplicité 1.
n—1 n—1 n-1

A.3 Exemple 3 : le graphe cyclique a n sommets

3-a) Soit
0 0 1
1 0
C= 0 € M,(C)

0O ... 0 1 0
C’est une matrice de permutation associée a un cycle de longueur n, donc C"™ = I". Une valeur
propre de C ne peut donc étre qu'une racine n-éme de l'unité de la forme wF ot w = e27/7,
Réciproquement, chaque w”, avec k = 0,1,...,n — 1, est bien valeur propre de C, avec comme



sous-espace propre associé la droite vectorielle engendrée par . Ceci fournit une base

w—(ﬁ—nk
de vecteurs propres pour C.

3-b) Soit P = ZZ;S arX* et M = (a(—j) mod n)1<i,j<n- Alors M = agl,+a,C+ - -+a,_1C" "1 = P(C).
Puisque C est diagonalisable de valeurs propres les w®, pour &k = 0,...,n — 1, la matrice M est
diagonalisable dans la méme base de vecteurs propres que C, avec pour valeurs propres les P(wk),
pour k=0,...,n— 1.

3-¢) On applique le résultat précédent a la matrice

1 —-1/2 0 0 —1/2
-1/2 . 0
L=1 o 0 | EMa(C),
0 oo T —1)2

-1/2 0 0 -1/2 1

1 1
avec P = 1 — §X - EX”_l. Les valeurs propres de L sont donc les 1 — (w* + w™*)/2, pour

k=0,...,n—1. Or (w* +w*)/2 = cos(2kn/n) = 1 — 2sin®(kn/n). Les valeurs propres de L sont

donc les 2sin?(kw/n) pour k = 0,...,n—1;il y a des répétitions dans cette liste, du fait de 'égalité

sin(kw/n) = sin(m — kn/n). Les valeurs propres distinctes sont :

~ Quand n est pair, 0 = 2sin?(0) et 2 = 2sin*(7/2) chacun avec multiplicité 1, les 2sin?(kr/n)
pour k=1,..., 5~ 1 chacun avec multiplicité 2. La plus grande valeur propre est 2.

n—1
2

— Quand 7 est impair, 0 = 2sin?(0) avec multiplicité 1 et les 2sin?(kn/n) pour k = 1,...,
chacun avec multiplicité 2. La plus grande valeur propre est 2sin®((n — 1)7/2n) < 2.
B Quelques généralités

On rappelle que I'énoncé suppose d; > 1 pour tout i. Cette condition entraine aussi n > 1.

B.1

1-a On a, en remarquant que d; est le nombre de j tels que j ~ i :

Sr(9-4) -1 % (-9

i=1 jr~i (4,3)s i~j
1 n n
= 5 Zx(z) -2 x(lilaj((ij + > x(j (Lx,x) .
i=1 (1,5)yi~vj 7 j=1

Puisque pour chaque aréte a = {i,j} € A, il y a deux couples (i,5) et (j,4) vérifiant la relation

symétrique ~, on en déduit
2
x(i)  x(j)
Lo,y = 3 ( -2
a={i,j}€A vd; d;

1-b L’égalité établie ci-dessus montre que la forme quadratique x — (Lx, x) est semi-définie positive, c.-
a~d. que (Lx, ) > 0 pour tout € R™. Une forme quadratique semi-définie positive vérifie I'inégalité
de Cauchy-Schwarz ; montrons-le dans notre cas.

Soient a, b, ¢ trois nombres réels tels que at?+bt+c > 0 pour tout ¢t € R. On sait qu’alors b? —4ac < 0
(y compris quand a = 0, puisque bt 4+ ¢ > 0 pour tout ¢ € R implique b = 0). Il suffit d’appliquer ceci
a

0 < (L(tx +y),tz +y) = (Lx, x)t* + 2(Lx,y)t + (Ly, y)



1-c

pour obtenir que (Lx,y)? < (Lx,x) (Ly,y) pour tous x,y € R™.
Soit & # 0 un vecteur propre de L et A la valeur propre associée. Alors 'inégalité

0 < (Lx,z) = (\z,2) = |||

montre, puisque [|z[|? > 0, que A > 0. Toute valeur propre de £ est donc positive ou nulle.

La formule établie au a) montre que (Lp1,¢1) = 0. L’'inégalité de Cauchy-Schwarz établie au b)
entraine alors que (L1, y) = 0 pour tout y € R™, et en particulier que ||Lep1||? = 0. Ainsi ¢; € ker L.
Puisque le noyau n’est pas réduit a 0, 0 est valeur propre de £ et donc A\; = 0.

B.2

2-a
2-b

Le graphe G a deux composantes connexes J; = {1,2,3} et Jo = {4,5,6,7}.

Puisque £, comme endomorphisme symétrique, est diagonalisable sur R, la multiplicité de chaque
valeur propre est égale a la dimension du sous-espace propre associé. Donc ker £ = Ry si et seulement
si 0 est valeur propre de multiplicité 1, c.-a-d. si et seulement si Ay = 0.

Six € kerL, on a (Lx,z) = 0 et alors la formule établie au B-1-a) montre que pour toute aréte

x(i) _ x(j) x(i) _ x(j)

{i,j} € Aon a —= = —=. On en déduit que = —== si les sommets 7 et j sont reliés par un
Vdi /4, Vdi \/d;

chemin dans le graphe.

Vd;

Supposons G connexe. Si z € ker £, on déduit de ¢) qu’il existe une constante ¢ € R telle que =c

pour tout ¢ = 1,...,n. Mais alors x = \/—CE 1. Ceci montre que ker £ = Ry et donc, d’apres b),
A2 > 0.

Supposons maintenant G non connexe, et soient Ji,...,J. ses composantes connexes. Pour k =
1,...,7, soit zj le vecteur qui a pour coordonnées xy(i) = i;) sii € Jy et x(i) = 0 sinon.

Puisqu’il n’y a aucune aréte entre un sommet dans Jj et un sommet dans [1,n] \ Jk, la formule de
B-1-a) donne (Lxy,xr) = 0. Le méme raisonnement que celui fait en B-1-¢) pour ¢; montre alors
que zj € ker L. Comme les Ji,...,J, forment une partition de [1,n], les vecteurs z1,...,x, sont
linéairement indépendants. On a dim(ker £) > r > 2, d’ott Ay = 0.

On conclut que G est connexe si et seulement si Ay > 0. En fait, on peut voir facilement en utilisant
ce qu’on vient de faire que le nombre de composantes connexes de G est égal a dim(ker £), c-a-d. &
la multiplicité de 0 comme valeur propre.

B.3

3-a

3-b

Dans la base orthonormale (¢1,...,¢,), un vecteur = s'écrit @ = Y. | (@i, ) ;. Puisque ¢; est
vecteur propre pour £ de valeur propre associée \;, on a Lz = Y. Xi{;,z) ¢;. Donc ||z]|? =
Z?:1<<Pi7 x>2 et <£:L'7 'T> = Z;L:l )‘i<(pi7 :L'>2.
Rappelons que 0 = A1 < Ay <o < A\,
On a, pour tout vecteur x

n n

(La,z) = Nilpn,2)? <Ay (i 0)® = Al

i=1 i=1

I?

Par ailleurs, (Lon, ©n) = Anll@n]|?. Donc

On a, pour tout vecteur x tel que (p1,2) =0

n

(La,x) =Y Nl w)> > X Y (pi2)” = Xofl]* .
=2

i=1

Par ailleurs, on a (@1, p2) = 0 et (Lpa, p2) = Aa|lp2]|*. Donc
Ao min{ﬁﬂ“? ;e €R™ x#£0, {(p1,2) O} .



C Etude des bornes des valeurs propres

C.1

La trace de £ est n. Comme 0 = A\ < Ao < ... < Ap,onan=2X+- -+, > (n—1)A, dou

n
Ao < .
2=

C.2 Caractérisation du cas ou )\, est maximale.

p(k) <p(ﬁ))Q o
2-a Posons €(k,f) = | —== — —==] . Sini ¢ ni j ne sont des sommets de {k, ¢}, alors p(k) = ¢(¢) =0
() = (522 - 200 j (k. 11, alors (k) = o(0)

et donc e(k,£) = 0. Si i est un sommet de {k, ¢}, alors j n’en est pas un et on a donc e(k,!) =
(£1/d;/V/d;)? = d;/d;. De méme, si j est un sommet de {k,(}, alors ¢ n’en est pas un et on a
6(k‘,€) = dl/dj
En utilisant la formule du B-1-a), on a
o= Y =i rd; T =di+di= ol
{k,}eA ’ di d;

2-b On a déja vu que si G = K,, alors Ay = n/(n — 1). Si G # K,, alors on peut trouver dans G
deux sommets i et j non voisins, et on peut considérer le vecteur ¢ du a). C’est un vecteur non
nul, qui vérifie {p1,¢) = 0 et tel que (Lp,¢)/|¢||> = 1. D’apreés le principe du minimax, on a
A2 <1< n/(n—1). En conclusion, Ay =n/(n — 1) si et seulement si G = K,.

C.3 Caractérisation du cas ou )\, est maximale.

3-a On remarque que

N

o) o)\, (20) | 2() 22<x<i>2+xo>2>
vi. i) T\va T a i)

On a donc
x(7) <9 x(i)? )2 )
w i ’
avec égalité si et seulement si x(i)/v/d; = d;.

3-b En utilisant la majoration du a), la formule du B—l—a) et en se souvenant que d; est le nombre d’arétes
de sommet 4, on obtient, pour tout vecteur x,

= 2||z]* .

2(i)’
d

)

n
(Lx,x)y <2 Z d;
i=1
D’apres le principe du minimax, on obtient \,, < 2.

3-c On suppose G biparti par la partition des sommets en S; et Sy. Définissons le vecteur 3 par 3(i) = v/d;
sii €8 et B(i) = —\/d; sii € Sy. Alors, pour toute aréte {i,j} on a

2
LOMEDN SN UL
Vdi /4 d; d;
d’apres le cas d’égalité vu en a) et le fait qu'une aréte joint obligatoirement un sommet de S; & un

sommet de Sz. Donc (L3, 3) = 2||8||*. Puisque G est connexe, 3 n’est pas le vecteur nul et d’apres
le principe du minimax on a A, > 2, d’ou A\, =

3-d On suppose A, = 2. Il existe donc d’apres le principe du minimax un vecteur non nul = tel que
(La,z) = 2||z||*>. Pour toute aréte {i,j} on doit avoir z(i)/v/d; = —x(j)//d; d’apres le cas d’égalité
vu en a); donc ou bien z(i)x(j) < 0, ou bien z(i) = z(j) = 0. Puisque = est non nul, il existe
un sommet k tel que z(k) # 0; puisque di > 1, il existe une aréte {k,¢} de sommet k, et donc
x(k)x(¢) < 0. Ceci montre que les ensembles S; = {z € [1,n]; z(3) > 0} et Sy = {i € [1,n]; =(i) < 0}



sont tous les deux non vides. Ils sont disjoints. Leur réunion est [1,n]. En effet, si le complémentaire
N = {i € [1,n]; x(i) = 0} de leur réunion était non vide, ceci contredirait la connexité de G puisqu’il
ne peut y avoir aucune aréte reliant un élément de NV a un élément de S; U S5. On conclut que G est
biparti, puisque toute aréte de GG joint un sommet de S; et un sommet de So.

D A propos du nombre chromatique

D.1

1-a L’énoncé ne précise pas ce qui est entendu par matrice symétrique réelle positive. Interprétons-le
comme semi-définie positive : pour tout x € R™, ‘o Hx > 0 (ol 'z est le vecteur ligne transposé de

Définissons m = RP — R" par

z(1 E
- (: ) _ =
: 0
(p) :
0

Alors, pour tout vecteur z € R, on a ‘v H,x = *(7(z))Hn(x) > 0, ce qui montre que H,, est positive.
1-b Soit oy, la plus grande valeur propre de Hy, et v € RP un vecteur propre de valeur propre associée

ap. On a
a, = ("wHp)/||v]|* = ("(x(v))Hr(v)) /|7 ()| < a,

la derniere inégalité étant une conséquence du principe du minimax.

D.2

La matrice symétrique H = ¢ty a toutes ses colonnes colinéaires & ¢, et au moins une est non nulle car
¢ # 0. Elle est donc de rang 1 et 0 est valeur propre de multiplicité n — 1. De plus Hp = ¢ fp o = ||o]|? o,
ce qui montre que ¢ est vecteur propre de H de valeur propre associée ||¢|?, qui est de multiplicité
forcément 1.

D.3
V&

= \/d;d;, ce qui fait que M = D typ1. D’apres ce qu’on
\/DiG \/Dic ] q q GSD1 @1 p q

3-a On a Dg ¢1(3) v1(j) = Da

avuen 2), M a @1 comme vecteur propre de valeur propre associée Dgll¢1]|> = Dg. Si (p1,---,¢n)
est la base orthonormale de vecteurs propres pour L du B-3, alors, pour ¢ > 2, on a My; = 0 car
to1p; = 0. Donc (p1,...,¢,) est aussi une base de vecteurs propres pour M, de valeurs propres
associées respectivement D¢, 0,...,0.

Remarque : I’énoncé donne < Tous les vecteurs propres de L sont aussi des vecteurs propres de M >,
ce qui, pris au pied de la lettre, est faux. En effet, si G n’est pas connexe, Ao = 0 et 1 + @2 est
vecteur propre pour L alors qu’il ne I’est pas pour M.

3-b On déduit de ce qui précede que (p1,...,¢,) est aussi une base de vecteurs propres pour N =
L—-1,+ D—M, de valeurs propres associées respectivement —1 + A,, Ao — 1,..., A\, — 1. La plus
G
grande valeur propre de N est A, —1 =X —1.

D.4
4-a Vu que Q = [1, p] est un ensemble indépendant de sommets et vu la définition de L, la matrice L est

de la forme (tI I’_f, g) . Donc
\ p1(1) \ Vi
B=L-L+p5-Do| i |(a@) . e@)=p5-| | V& ... Vd).

©1(p) Vi



A
On en déduit, d’apres 2), que les valeurs propres de B sont 0 de multiplicité p — 1 et e Dq de
G

multiplicité 1.

D
4-b D’apres le a), le 1-b) et le 3-b), ona A —1> A D—Q
G

D.5

Supposons G r-coloriable par la partition (£21,...,€,). Pour chaque k¥ = 1,...,r, on peut changer
lordre des sommets pour que ceux de )i soient les premiers. Ceci bien sur est sans effet sur les valeurs
D
propres de L. D’apres le 4-b), on a donc A — 1 > A D—Qk pour tout k. En sommant toutes ces inégalités,

) G
on obtient

T DQ
A=—1)> )\ —E =,
-2y b
k=1
On peut remarquer que A = A\, > 1. En effet, puisque 0 = Ay < Xy < ... < A\, et que la trace de L est n,

onang(n—l))\n,etdonc/\zL1>1.
n

, ce qui veut dire

1
Pour tout r tel que G soit r-coloriable, on a donc r > o1 1+ o1

1
> — .
X(G)fl—k)\_1

D.6

On peut bien sir colorier K,, en n couleurs (une pour chaque sommet). On ne peut pas faire moins
puisque chaque sommet est relié a chaque autre sommet, et donc les couleurs des sommets doivent étre

toutes différentes. Ainsi x(K,) = n. Comme on a calculé \,(K,) = Ll pour K, en A-2, I'inégalité
" —

1
x(K,) > 1+ ————— = n confirme bien ce qui est clair par ailleurs.
( ) >\71,(Kn) - 1

La couleur d’un sommet de C),, doit étre différente de celles de ses voisins. Si n = 2k on peut colorier
avec deux couleurs, en les alternant : y(Cax) = 2. Comme on a calculé en A-3 Aox(Cor) = 2, ceci est bien

confirmé par x(Cax) > 1+ 2.

Aor(Cor) —1
Si n = 2k + 1, on ne peut pas alterner deux couleurs le long du circuit, mais on peut colorier en
utilisant une fois une troisieme couleur : x(Caxy1) = 3. Comme on a vu en A-3 que Agp41(Cort1) < 2,

ceci est bien confirmé par x(Coxt1) > 1+ > 2.
Aok 41(Cory1) — 1
Un graphe G est biparti si et seulement si on peut le colorier en deux couleurs. Comme on ne peut

pas avoir x(G) = 1 puisqu’on suppose tous les d;, > 1, G est biparti si et seulement si x(G) = 2. Si

1
A(G) <2,0onax(G)>1+ > 2 et donc G n’est pas biparti.

(G — 1



