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1. (a) Si M € M, (Z) est inversible et M~ € M,,(Z) alors det(M) det(M ') =1 et comme det(M)
et det(M 1) sont entiers on a det(M) = £1.

(b) SiM € M,,(Z), tout mineur extrait de M est entier, donc la comatrice com (M) est & coeffcients
entiers. Si de plus det(M) = +£1, alors M est inversible et

1
Mt = ¢ M
detan) omM)

est & coefficients entiers, donc M appartient a GL,,(Z).
(c) det est un homomorphisme de (GL,(R), x) dans (R*, x) et GL,,(Z) qui est I"image réciproque
par det du sous-groupe {£1} de R* est un sous-groupe de (GL,(R).

2. A contient 0, est stable par addition et passage a 'opposé.

3. Soit A’ le réseau défini par B’. La matrice de passage P de B & B’ est a coefficients entiers si et

seulement si A’ C A. Comme la matrice de passage inverse est P~!, on a A’ = A si et seulement si
P € GL,(Z).

4. (a) D’apres Bézout, il existe des entiers u,v tels que au + bv = 1. Posons y = —wve; + ues. Le
déterminant de (x,%) dans la base canonique de R? est 1, donc d’apres la question 3 (x,y) est
une Z-base du réseau Z2.

(b) La calcul d’une identité de Bézout par I’algorithme d’Euclide étendu donne 1 = 33x49—16x101.
Prendre y = 33¢1 + 16 ¢5.

(¢) L’algorithme d’Euclide étendu avec comme entrée a et b s’initialise avec ro = a, 11 = b, up = 1,
up =0, v9 =0, v7 = 1. Pour n > 1 et tant que r,, # 0 on pose 7,11 = le reste de la division
euclidienne de r,_1 par r,, soit

Tne1 =TnQn + Tny1  avec 0 < rppq < |1y

et Upi1 = Up—1 — Qnllpn, Upt1 = Un—1 — @uUy. L'algorithme s’arréte au bout d’un nombre fini N
d’étapes avec ryy1 = 0. Alors ry est le pged de a et b et on a ry = uya + vyb.

(d) (e1 =e1 + €2, €3 = 3g3) est une Z-base de A. Les deux vecteurs forment une base de R?, sont
2 — T

. 1 . . . « . <
dans A et si x = 2161 + 1289 € A, alors . = z1e1 + eo est bien combinaison linéaire a
coefficients entiers de e et es

5. Si B’ est une autre Z-base de A (ce qui entraine detg(B’') = £1 d’apres 3) et ' une autre b.o.n. de
E (ce qui entraine detq/ (€2) = £1, la matrice de changement de base étant orthogonale), alors

deth(B’) = detB(B’) detq(B) deto () = £ detq(B) ,

ce qui montre que | detg(B)| ne dépend que de A.
6. (a) Soit M le maximum de la fonction continue x — max; |z;| sur la sphére unité de E (qui est
compacte). Alors, en posant A =1/M > 0 on a, pour tout = de E, A max; |z;| < ||z].
(b) On adonc {z € A, ||z|| < R} C {x € A, max; |z;| < R/A} et ce dernier ensemble a (2| R/A] +
1)™ éléments.
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9.

(c) On choisit 1 € A. Alors U = {z € A, ||z|| < ||z1]|} est fini d’aprés (b). Puisque m(A) =
ming ey z-o0 [|z|], il existe zo € U \ {0} tel que m(A) = ||zo]].

(d) Comme S(A) C U (avec la notation de (c)), S(A) est fini. Il est non vide par (c) et puisque
x € S(A) & —z € S(A), le cardinal de S(A) est pair.

. Soit L = Vectg(es, ..., ey,); ¢’est un espace vectoriel de dimension n sur Q. Puisque e; € Vectq(ug, . ..

pour i =1,...,n, (uy,...,ux) engendre L sur Q et aussi F sur R.

Par ailleurs, supposons Zle Au; = 0 avec A\; € Q pour ¢ = 1,...,k. Soit d un dénominateur
commun pour les \;; alors les d; sont tous nuls par unicité de ’écriture de 0 comme combinaison
linéaire & coefficients entiers des u; et donc les A; sont tous nuls. Ainsi la famille (ug,...,u) est
libre sur Q, c¢’est donc une base de L sur Q, d’ou k = n. Comme (uq,...,u,) engendre E qui est
de dimension n, c’est une base de E et donc une Z-base de A.

. Soit x € Dy N'A. Comme z est combinaison linéaire & coefficients entiers des eq,...,e, et que

(e1,...,en) est une base de E, on a = ae; pour un certain entier a. Réciproquement, tout élément
de Ze; appartient a D1 N A.

La projection p est une surjection de F sur F' de noyau D;. L’image par p de la base (eq,...,ep)
engendre donc F et , comme p(e1) =0, (p(ez),...,p(e,)) engendre F. Puisque F est de dimension
n—1, (p(e2),...,p(e,)) est une base de f. Comme

N ={p(> wie:), (z1,....20) €Z"} ={> xip(es), (x2,...,2,) € Z"'},
i=1 1=2

A’ est un réseau de F' de Z-base (p(e2),...,p(en)).
Soit (ub,...,u,) une Z-base de A’ et ug,...,u, € A tels que p(u;) = u}. Soit x € A. 1l existe un
unique (az, ..., a,) € Z" ! tels que p(z) = Y"1, a;u}. Alors x — Y ", a;u; € DiNA est de la forme
arey avecay € Z, et x = aeq —&—2?22 a;u;. Cette écriture est unique car si z = b1€1+2?:2 b;u;, alors
p(z) =31, biu, ot b; = a; pour i = 2,...,,n et par suite by = ay. D’aprés 7, (e1,us, ..., u,) est
une Z-base de A.

(a) ¢1 induit un morphisme de groupe additif de A dans Z. L’image par ¢; de G est donc un

sous-groupe additif de Z, de la forme a1Z pour un certain entier a;.

(b) Sin =1, ¢ est un isomorphisme linéaire, donc a; # 0 puisque G # {0} et ¢ (a1) est une
base de E et une Z-base de GG, qui est un réseau de F.

(¢) Ona Ay =ANF;, et donc H=GNF; =GN A; est intersection de deux sous-groupes de A.
C’est donc un sous-groupe de A; (et de G).

(d) Soit x € G. Six =mb+ v avec m € Z et v € H, alors ¢1(z) = ma;. Puisque a; # 0, m est
unique et v = x —mb aussi. Par ailleurs si on prend pour m 'unique entier tel que ¢; (2) = may
alors v = x — mb € ker(p;) NG = H. 1l existe bien un unique couple (m,v) € Z x H tel que
x =mb+wv.

(e) Montrons par récurrence sur n = dim(E) que si G est un sous-groupe non nul de A, alors il
existe un sous-espace vectoriel F' de F tel que G soit un réseau de F'. La cas n =1 a été vu en
(b). Supposons n > 1 et le résultat démontré pour n — 1. On utilise les notations de (c) et (d).
Si G C Fi, alors G est un sous-groupe du réseau A; de Fj et on peut appliquer '’hypothése
de récurrence. Si G ¢ Fi, alors a1 # 0. Si H = {0} alors G = Zb est un réseau de la droite
vectorielle engendrée par b. Si H # {0}, alors par ’hypothése de récurrence c’est un réseau
d’un sous-espace vectoriel L de Fy, de Z-base (fa,..., f4); on en déduit que (b, fo, ..., fq) est
une base du sous-espace F' = Rb @ L et d’apres (d) ¢’est une Z-base du réseau G de F.
L’unicité de F est claire car F' = Vectr(G).

(a) Puisque 0 < || b]| = £[|b]| < m(A), ona +b¢& A.

(b) Le (a) montre que 71, . . ., r,, sont premiers dans leur ensemble, donc (Bézout) il existe (s1,...,8,) €

Z" tels que Y. s = 1.

(¢) f induit un homomorphisme du groupe additif A dans Z, dont I'image est un sous-groupe de
Z qui contient 1 par (b). Donc f(A) = Z. Le noyau H = ker(f) N A de la restriction f|a est un
sous groupe de A. Soit 2 un élément de A. Si z = ab4+u avec a € Z et u € H, alors f(z) = a et
u = x — ab, ce qui montre I'unicité. Comme x — f(z)b appartient bien & H, tout x € A s’écrit
de fagon unique sous la forme z = ab+ u avec u € H et a € Z.
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(d) Dans le cas n = 1 on utilise que A = Zb. Supposons n > 1. Alors H est un sous-groupe non
nul de A, et donc un réseau d’un sous-espace F de E d’apres 9. Soit bs, ..., b, une Z-base de
H. D’apres (c), tout élément de A est de maniére unique combinaison linéaire & coefficients
entiers de b, ba, ..., bg. D’apres 7, k =n et (b,ba, ..., b,) est une Z-base de A.

(e) Puisque F est un supplémentaire de Rb et que p est la projection sur F parallelement & Rb,
p(A) est un réseau de F' par application directe de 8.

Réseaux et matrices de Gram

e; - €j est bien le produit ligne-colonne de la i-eme ligne de "M par la j-éme colonne de M. Donc
G ='M M. Donc det(G) = det(M)?, et £ est une base de E si et seulement si det(M) # 0 si et
seulement si det(G) # 0.

On a det(A)? = detq(€)? = det(G) par (a).

. La matrice dont les colonnes sont les coeffcients de by, ...,b, dans £ est a coefficients entiers et

|det(B)| = | det(B)|/| det(£)| = | det(B)|/ det(A) .

D’apres A.3, B est une Z-base de A si et seulement si |detg(B)| = 1, c.-a-d. si et seulement si

| detq(B)| = det(A).

(a) Soit B = (by,...,b,) une Z-base de A. Si u est une isométrie de E sur F qui envoie A sur A’,
alors (u(by),...,u(b,)) est une Z-base de A’ qui a méme matrice de Gram que B.
Réciproquement, si B’ = (b],...,b],) est une Z-base de A’ qui a méme matrice de Gram G que B,
alors 'isomorphisme linéaire v : E — F défini par u(b;) = b; pour i = 1,...,n vérifie u(A) = A’
et est une isométrie. En effet si X est le vecteur colonne des coordonnées de x € E dans la base B,
c’est aussi le vecteur colonne des coordonnées de u(x) dans B’ et on a ||2]|? = ' X G X = |Ju(x2)|>.

(b) Tl existe une similitude de rapport A > 0 envoyant A sur A’ si et seulement s’il existe une
isométrie envoyant AA sur A’ si et seulement s’il existe une Z-base de AA et une Z-base de A’
ayant des matrices de Gram égales (d’apreés (a)) si et seulement s’il existe une Z-base B de A
de matrice de Gram G et une Z-base B’ de A’ de matrice de Gram G’ telles que G’ = \2G.

(c) S’il existe une similitude s de rapport A > 0 envoyant A sur A’, alors m(A’) = Am(A) et
det(A’) = A" det(A). Donce T'y,(A’) = T, (A). Par ailleurs s envoie S(A) sur S(A’), et donc ces

deux ensembles ont méme cardinal.

Quelques exemples de réseaux

. On adet(Z") =1, m(Z™) =1, S(Z") = {£e;, i =1,...,n} et Card(S(Z™)) = 2n.

2. (a) D,, est le noyau du morphisme de groupes Z" — Z/27Z défini par (z1,...,2,) — 21 + -+ +

2, mod 2. C’est donc un sous-groupe de Z".

(b) Les vecteurs ey, ..., e, sont dans D,,. Par ailleurs, si z = (z1,...,z,) € R", alors

Tp + -+ 2o — 21 Tp + -+ 2o+ 2
es+ e

2 2

Cette formule montre que B = (eq, ..., e,) est un systéme générateur, et donc une base, de R™.

Elle montre aussi que tout x € D,, est combinaison linéaire a coefficients entiers de ey, ..., e,.

Donc D,, est un réseau de R™ admettant B comme Z-base.

T = Tnent(Tn+an_1)en—1+-+(@nt: - +a3)es+ 1-

(¢) Un vecteur non nul de D,, a au moins deux coordonnées entiéres non nulles et est donc de norme
> /2. Comme |le;|| = V2, on a m(D,,) = v/2. Les éléments de S(D,,) sont les vecteurs ayant
deux coordonnées de valeur absolue 1 et les autres nulles : S(D,,) = {£e; £¢;, 1 <i < j <n}.
Le cardinal de cet ensemble est 4 x () = 2n(n — 1).

(d) Par développement suivant la premiere colonne,

1 -1 0 --- 0
1 1 -1
detg, B = 0 0 1 o0 |=1+41=2,
g
0 0 1




donc det(D,,) = 2.

(e) La matrice de Gram associée & B est

(f) Dy admet pour Z-base (g1 + €2, —£1 + €2). La similitude directe d’angle 7/4 et de rapport v/2
envoie Z2 sur Ds.
(g) Pour n > 3, on a 2n(n — 1) > 2n et donc S(D,,) et S(Z™) ont des cardinaux différents. Ceci
entraine que D,, n’est pas semblable a Z".
3. (a) B est une base du plan H. Les vecteurs e; = €5 — &1 et e2 = €9 — €3 sont dans As. Tout vecteur
T = xT1€1 + X262 + 1363 de Ao est combinaison linéaire a coefficients entiers des vecteurs de B :
T = —x1e1 — x3e2. Donc Ay est un réseau de H qui admet B pour Z-base.

(b) La matrice de Gram associée a B est G ;)

(¢) Un vecteur de As non nul a au moins deux coordonnées entieéres non nulles et est donc de norme
> /2. Comme |le1]| = v/2, on a m(Ay) = /2. Les éléments de S(Az) ont deux coordonnées
de valeur absolue 1 de signes opposés et la troisieme nulle : S(A3) = {£e1, £eq, £e1 — €2}, son
cardinal est 6.

(d) i Az et D3 ne sont pas semblables car S(Az) et S(D2) n’ont pas méme cardinal.

ii. La matrice de Gram de (uj,u2) est la moitié de la matrice de Gram de B. Donc Ay et A
sont semblables, d’apres B.4(b).

iii.

D

1. (a) Soit 2 la b.o.n. de E formé de by /||b1|| et une b.o.n. Q' de (Rby)*. Puisque p(u;) = u; — ﬁ b1,
on a

detq (b, ug, ..., uy) = detq(by, p(usg), ..., p(uy)) = ||b1]| deta (p(uz), ..., p(un)) ,
d’ott det(A) = ||b1]] det(A").
(b) Soit m un entier & distance minimum de . On a |m — a| < 3, dott (m — @)? < 1. Puisque
xo,b1 € A, © = 2o — mby appartient & A. On a p(x) = p(zg) — mp(by) = 2’ car by €
Pythagore,
l2]* = ll2"|* = lle = 2"[|* = (@ = m)ba[|* = (m — @)?||ba]|* .
En utilisant (m — a)? < L et [|by]> < [2]? (car € A), il vient [|2/|? > 2|z]]?, c-a-d.
l[l? < 5 [l=[12.
2. (a) Pour n =1, A = Zu; pour un vecteur non nul u; de la droite E et |lu1|* = det(A)2. Supposons

n > 1 et le résultat établi pour n — 1. Avec les notations de 1, par ’hypothese de récurrence il
existe une Z-base (uj,...,u,) de A’ telle que

’ U 'n

n i 4 (n—1)(n—2)/2 s
[T < (5 det(A)? |
1=2



3.

(a)

(b)

D’apres 1(b), il existe des vecteurs us,...,u, de A tels que p(u;) = u} et [Jugl|* < 3 [

D’aprés A.8, en posant uy = by, (u1,us,...,u,) est une base de A et d’apres 1(a) elle vérifie
n 4 ((n—1)(n—2)/2)+n—1 4 n(n—1)/2
[Tl < (3) b desiar? = (3) 0 dertar
i=1

D’apres C.3(b), le déterminant de la matrice de Gram pour As est 3, donc d’apres B.2
det(Az) = V3. On a T'y(Ay) = m(A)?/det(Ay) = 2/4/3. Comme v, < (%)1/2 = 2//3,
on en déduit vo = 2/\/§

i. Transformer le réseau par une homothétie (cas particulier de similitude) ne change pas
I'5. On peut choisir ’homothétie de rapport 1/m(A), ce qui permet de se ramener au cas
oum(A) =1.

ii. Vu que T'y(A) = 2/4/3, ceci entraine det(A) = +/3/2. D’aprés 2(a), on a une Z-base
(u1,u2) de A telle que ||uy||? [Juz]|* < 1. Comme ||u;| > 1 puisque m(A) = 1, ceci impose
[ur || = [luzll = 1.

iii. Choisissons une b.o.n.  de E dont le premier vecteur est u;. Puisque | detq(uy,us)| =
\/5/2 et que ug est unitaire, les coordonnées de uy dans Q sont (41/2, :I:\/§/2) (avec les
signes indépendants). Le dessin de C.3(d) montre que A est isométrique au réseau qui y
est représenté, et donc semblable & A,.

1. (a) Siy € fu(K™*), alors il existe z € K* tel que y = 2™ et donc y®=1/™m = 2P~ = 1 d’apres le

2.

(b)

()
(a)
(b)

théoreme de Lagrange appliqué au groupe K* de cardinal p — 1.

Tout élément de f,,,(K*) est racine du polynéme X~1/™ _ 1 qui a au plus (p — 1)/m racines
dans K. Donc Card f,,(K*) < (p — 1)/m. Puisque Card f,,(K*) x Card ker(f,,) = Card K* =
p — 1, on en déduit Card ker(f,,) > m.

x € ker(fp,) si et seulement si = est racine de X™ — 1 dans K. D’apres (b) ce polynome de
degré m a au moins m racines dans K. Il est donc scindé dans K[X].

Daprés 1, X* —1 = (X2 —1)(X?%+1) est sindé dans K[X], donc X2 +1 est scindé dans K[X]
et en particulier a une racine dans K ; ceci entraine qu’il existe u € Z tel que u?>+1 = 0 mod p.

Soit « = apey + b(uey + e2) € A (a et b sont entiers). Alors
|2)|? = (ap + bu)? + b? = (a®p + 2abu)p + b*(u® +1) =0 mod p .

Donc, pour tout x de A, ||z||? est un entier divisible par p.

poul_
0o 1"

on en déduit qu’il existe x € A non nul tel que ||z]|? < %p < 2p. Puisque ||z|? est un entier

D’aprés D.2(b), on a m(A)? < % det(A). Comme det(A) est la valeur absolue de

> 0 et divisible par p, ceci impose ||z|* = p.

Si p = 1 mod 4, d’apres ce qui précede il existe x € A C Z? tel que ||z|?
a,b € Z tels que p = a? + b2.

Dapres 1, X8 —1 = (X* — 1)(X* + 1) est scindé dans K[X], donc X* + 1 est scindé dans
K[X] et en particulier a une racine z (forcément # 0) dans K. Alors

1> 2z
<z) =z 1172:72’
z z

donc X? + 2 a une racine dans K, ce qui veut dire qu’il existe u € Z tel que u? +2 = 0 mod p.

= p. Donc il existe

Soit A le réseau de base (per,ue; + v/2ez). On montre comme ci-dessus que pour tout z de
A, ||z]|? est un entier divisible par p. Ici det(A) = v/2p, donc il existe z € A non nul tel que

|lz|* < %p < 2p; forcément ||z|? = p. Comme A C Ze; + Zv/2 ez, il existe a,b € Z tels que
2 2
p=a”+ 2b°.



4. (a)

Dapres 1, X3 —1 = (X —1)(X2 + X + 1) est scindé dans K[X], donc (X2 + X + 1) est scindé
dans K[X] et en particulier a une racine z (forcément # 0) dans K. Alors

-3=-3,

< 1)2 A2+ (Z24z+1D)(2—2+1)
z——] = -3 =
22 22

donc X? + 3 a une racine dans K, ce qui veut dire qu’il existe v € Z tel que u? + 3 = 0 mod p.

Soit A le réseau de base (per,ue; +V3es). Si x = ape; + b(ue; + V3 ez) € A (a et b entiers),
on a

|2||* = (ap + bu)? + 3b* = p(a®p + 2abu) + b*(u* +3) = 0 mod p .
Par ailleurs, ou bien ap + bu et b sont de parités différentes, auquel cas |z est impair, ou
bien ils ont méme parité et alors ||z||? est divisible par 4. Le seul cas non évident est celui ot
ap +bu = 2k + 1 et b = 20 + 1 sont tous les deux impairs; alors (2k + 1)? + 3(2¢ + 1)? =
4(k* +k+ 3024+ 30+1).
Ici det(A) = V3 p, et on en déduit qu'il existe x € A non nul tel que ||z]|?> < 2p. Le cas 2p
est & exclure car 2p n’est ni impair ni divisible par 4 (remarquer que p # 2). Donc il existe
x € A C Zey +ZV3ey tel que ||z]|?> = p. Ceci montre que pour tout premier p = 1 mod 3, il
existe a,b € Z tels que p = a? + 3b2.



