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Exercice 1

Soit G un sous-groupe additif de R, G 6= {0}. On pose

G∗+ = {x ∈ G, x > 0} (1)

et on note a la borne inférieure de G∗+.

1. (a) On suppose que a > 0. Montrer que a ∈ G et que G = aZ.

(b) On suppose que a = 0.

i. Montrer que:

∀ε > 0, ∃g ∈ G, 0 < g < ε. (2)

ii. En déduire que G est dense dans R.

(c) Montrer que les sous-groupes fermés de R sont R et les groupes
de la forme aZ, a ∈ R.

(d) Montrer que tout sous-groupe non fermé de R est dense dans R.

2. Soit (α, β) ∈ (R∗)2 tel que β/α ∈ R \Q. On pose

G(α, β) = {pα + qβ, (p, q) ∈ Z2}. (3)

Montrer que G(α, β) est dense dans R et distinct de R.

3. Soit ω ∈ R tel que
ω

2π
6∈ Q. On pose

Γ(ω) = {eipω, p ∈ Z}. (4)

Montrer que Γ(ω) est dense dans U = {z ∈ C, |z| = 1}.

4. Soit H un sous-groupe de U = {z ∈ C, |z| = 1}. Montrer que: H est
soit le groupe des racines n ièmes de 1 pour un certain entier n, soit
un sous-groupe infini et dense de U.
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Exercice 2

1. (a) Montrer que pour tout x ∈]0, 1[, il existe un unique entier q ∈ N
tel que

(q − 1)x < 1 ≤ qx. (5)

Dans la suite, on note f(x) := q et on pose

g(x) = qx− 1. (6)

(b) Montrer que 0 ≤ g(x) < x et que f est une fonction décroissante
sur ]0,1[.

(c) Soit x ∈]0, 1[\Q. Montrer que la suite (xn)n≥0 définie par:

x0 = x, xn = g(xn−1) (7)

est convergente vers une limite y ≥ 0.

(d) Montrer que la suite de terme général qn = f(xn) est croissante
vers +∞.

(e) En déduire que y = 0.

2. Soit α ∈ R \Q. On pose

Dα = {pα + q, (p, q) ∈ N× Z}. (8)

Montrer que la suite (xn) définie par (7) est dans Dx. En déduire que
Dα est dense dans R.

3. Soit ω ∈ R. On suppose que ω/π ∈ R \Q et on pose

Cω = {eipω, p ∈ N} (9)

Montrer que Cω est dense dans U = {z ∈ C, |z| = 1} et Cω 6= U .
Comparer ce résultat avec celui de l’Exercice 1.

4. (a) Soit x ∈ R \ Q et soit N ∈ N∗. Montrer qu’il existe des qi, pi,
i = 1, · · · , N , tels que:

1 ≤ qi ≤ N, 0 < qix− pi < qi+1x− pi+1 < 1, 1 ≤ i ≤ N (10)

(b) En déduire que pour tout x ∈ R et pour tout N ∈ N∗, il existe
des entiers p, q tels que

1 ≤ q ≤ N et |qx− p| ≤ 1

N + 1
. (11)
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Exercice 3

1. Soit f : A→ R définie sur A = R+ ou A = R vérifiant

f(x+ y) = f(x) + f(y), ∀x, y ∈ A. (12)

Montrer que: ∀x ∈ A, ∀r ∈ Q∗+, f(rx) = rf(x).

2. Montrer que si f est continue, alors f est de la forme

x 7→ kx, k ∈ R. (13)

3. Montrer que (13) reste valable lorsque f est supposée monotone, non
nécessairement continue.

4. Soit ϕ : R∗+ → R une application continue vérifiant

ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y), ∀x, y > 0. (14)

(a) Montrer que:
∀x > 0, ϕ(x) > 0. (15)

(b) En utilisant un changement de variable: θ : R 7→ R+
∗ , exprimer ϕ

en fonction de f .

(c) En déduire que ϕ est de la forme

x 7→ xk, k ∈ R. (16)

(d) Que devient ϕ si A = R+? si A = R?

5. Montrer que tout morphisme continu non constant de (R,+) dans
(U,×) est surjectif.

Exercice 4

Soit (E, d) un espace métrique, soit f : R+ → E une application uni-
formément continue et soit (xn) une suite de réels > 0, strictement croissante
vers +∞, telle que

lim
n→+∞

(xn+1 − xn) = 0. (17)

3



1. Soit (un) une suite de réels > 0 tendant vers +∞. Pour tout n ≥ 0, on
pose

pn = 0 si un ≤ x0 (18)

et
pn = inf{p ∈ N, xp ≥ un} sinon. (19)

Montrer que la suite (pn)n≥0 tend vers +∞ et que

lim
n→+∞

|un − xpn| = 0. (20)

2. On suppose que
lim

n→+∞
f(un) = b. (21)

Montrer que b est une valeur d’adhérence de la suite (f(xn)).

3. En déduire que l’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (f(xn))
cöıncide avec l’ensemble des valeurs d’adhérence de f en +∞.

4. Montrer que l’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite de terme
général cos(

√
n) est [−1, 1].

5. Montrer que l’ensemble {eixn , n ≥ 0} est dense dans U.

6. Soit f : R → E continue, périodique de période T > 0. Montrer que
l’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (f(xn)) est f(R).

Exercice 5

Soit (xn) une suite réelle bornée telle que

lim
n→+∞

(xn+1 − xn) = 0. (22)

et soit A l’ensemble des valeurs d’adhérence de (xn) dans R.

1. On suppose que c n’est pas une valeur d’adhérence de (xn). Montrer
qu’il existe α > 0 et un entier n0 > 0 tels que

{xn, n ≥ n0} ⊂]c+ α,+∞[ ou {xn, n ≥ n0} ⊂]−∞, c− α[. (23)

2. En déduire que A est contenu dans l’un des intervalles ] − ∞, c[ et
]c,+∞[.

3. Montrer que A est un intervalle de R.
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