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Exer
i
e 1

Soit G un groupe multipli
atif de 
ardinal �ni N ∈ N
∗
.

1. Montrer que aN−1
est un inverse de a dans G.

2. On 
onsidère la dé
omposition en base 2 de N − 1 :

N − 1 =

k∑

i=0

xi2
i

ave
 k ∈ N, xi ∈ {0, 1}, i ∈ {0, 1, . . . , k} et xk 6= 0.

On 
onsidère les suites �nies (ai)0≤i≤k+1 et (bi)0≤i≤k+1 dé�nies par :

a0 = 1, b0 = a, ∀i ∈ {0, 1, . . . , k}, ai+1 = aib
xi

i
, bi+1 = b2i .

(a) Montrer que ak+1 est l'inverse de a dans G.

(b) En déduire un algorithme de 
al
ul de a−1
et pré
iser en fon
tion de k son 
oût (ie le

nombre maximum de multipli
ations dansG que né
essite le 
al
ul de a−1
). L'algorithme

doit prendre 
omme argument a et N .

Exer
i
e 2

Soit G le groupe des éléments inversibles de Z/148Z.

1. Déterminer le 
ardinal de G.

2. Démontrer que 5 est un élément de G et déterminer son inverse par la méthode de la question

2(b) de l'exer
i
e 1.

3. Donner une autre méthode pour déterminer 
et inverse.

Exer
i
e 3

1. Soit G un groupe multipli
atif. Soit π ∈ G. Soit e un entier relatif. Soit α = πe
. On 
onsidère

l'appli
ation :

fα : Z×G −→ G2,

(k, τ) 7−→ (πk, ταk).

(a) Exhiber une fon
tion φe : G
2 −→ G ne dépendant que de e et véri�ant :

τ = φe ◦ fα(k, τ) ∀(k, τ) ∈ Z×G.

(b) On suppose le groupe G et l'élément π 
onnus de tous les membres d'une asso
iation.

L'un deux, A, garde se
ret l'entier e et rend publi
 l'élément α = πe
, ainsi don
 que

la fon
tion fα. On re
her
he une pro
édure permettant à 
ha
un d'envoyer à A un

message 
rypté sous la forme d'un (ou de plusieurs) élément(s) τ de G, telle que la seule


onnaissan
e de e su�se à retrouver le message initial.

Justi�er le fait que, si l'auteur dé
ompose son message en parties telles que 
ha
une

puisse être représentée par un élément τi du groupe, 
hoisit pour 
ha
une d'elles un

entier ki et envoie les 
ouples fα(ki, τi) = (λi, µi) àA, alors 
e dernier peut les dé
rypter

grâ
e à φe.

2. Dans 
ette question G est le groupe F
∗
29 des inversibles du 
orps à 29 éléments et les nombres

π = 2 et α = 18 sont supposés publi
s. Chaque asso
ié sait que les entiers (1, 2, . . . , 26, 27, 28)
modulo 29, dans 
et ordre, représentent les éléments du 28-uplet (A,B, . . . , Z, ‘ ′, .) où ‘ ′ �gure
l'espa
e séparant deux mots et . est le point de �n de phrase.

(a) Sa
hant que l'algorithme de dé
ryptage employé par A repose sur la seule table 
i-

dessous des résidus modulo 29 des puissan
es dix-septièmes des entiers entre 2 et 28 :

λ 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

λ17
21 2 6 9 13 24 10 4 15 3 12 22 11 18 7 17 26 14

20 21 22 23 24 25 26 27 28

25 19 5 16 20 23 27 8 28

Conje
turer la valeur de e et la 
ontr�ler grâ
e à α.

(b) Dé
rypter le message suivant (on donne les 
ouples (λi, µi)) :

(16, 17) (18, 24) (28, 22) (17, 21) (23, 23) (24, 8).
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Exer
i
e 4

Soit F16 le 
orps �ni à 16 éléments.

1. (a) Comment peut-on 
onstruire F16 ?

(b) Démontrer que le groupe multipli
atif F
∗
16 est formé des puissan
es su

essives d'un

élément ω véri�ant l'égalité ω4 + ω3 + 1 = 0.

(
) Démontrer que ω, ω2
, ω4

et ω8
sont les ra
ines du polyn�me X4 +X3 + 1 dans F16.

(d) Démontrer que la famille (ω, ω2, ω4, ω8) est une base de F16 sur F
2
.

2. Soit a ∈ F16. Résoudre dans F16 l'équation x5 = a, en dis
utant éventuellement selon la

valeur de a.
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