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Soit E' un C-espace vectoriel de dimension finie sur C.

Définition 0.1 On appelle forme sesquilinéaire sur E une forme bi-additive de E x E dans C
vérifiant les conditions suivantes :

YA€ C,Y(z,y) € ExE, bAr,y) = \b(z,y) et bz, \y) = \b(z,y).

Définition 0.2 Une forme sesquilinéaire est dite symétrique si elle vérifie :

V(z,y) € Ex E, bx,y)=0b(y,x).

Définition 0.3 Une forme sesquilinéaire symétrique est dite définie positive (respectivement définie
négative) sur un sous-espace vectoriel F' de E, si pour tout x € F et x £ 0, on a :

b(z,x) >0 (respectivement b(z,z) < 0).

Définition 0.4 On appelle espace sesquilinéaire un couple (E,b) ot b est une forme sesquilinéaire
sur un espace vectoriel E de dimension finie sur C.
Un espace sesquilinéaire (E,b) est dit symétrique si la forme b est symétrique.

Définition 0.5 Soit (E,b) un espace sesquilinéaire symétrique. Soit F' est un sous-espace vectoriel
de E. On définit l'orthogonal de F, noté F*, par :

Ft={zeFE; blx,y) =0, YyecF}

Définition 0.6 Une base B = {e1,ea,...e,} d’un espace sesquilinéaire symétrique (E,b) est dite
orthogonale si b(e;, e;) est nul pour tous i # j.

On dit qu’elle est semi-orthonormée si elle est orthogonale et si de plus pour tout i, b(e;, e;) vaut
0,1 ou —1.

Exercice 1

Soit (F,b) un espace sesquilinéaire symétrique. On suppose que b est non nulle.
1. Montrer qu’il existe un vecteur x € E, tel que b(x, z) # 0.

2. Montrer qu'il existe un vecteur y € E tel que b(y,y) soit égal & 1 ou —1.

Exercice 2

Soit (F,b) un espace sesquilinéaire symétrique.
Montrer qu'’il existe une base semi-orthonormée de (E,b).

Exercice 3

On suppose que E = C? et que la forme b est définie par la matrice :

0 1
()
Construire une base semi-orthonormé de (E,b).

Exercice 4

Soit (E, b) un espace sesquilinéaire symétrique. Soit B = {ey, ea, ..., e, } une base semi-orthonormée
de (E,b). Soit E; (respectivement E_, Fy) le sous-espace vectoriel de E engendré par les vecteurs
e; tels que b(e;, e;) = 1 (respectivement b(e;, ;) = —1, b(e;, €;) = 0). Soit F' un sous-espace vectoriel
de E.

1. (a) Montrer que F'N (E_ @ Ey) est nul si b est définie positive sur F.
(b) Montrer que F'N (E4 @ Ep) est nul si b est définie négative sur F.
2. En déduire que le nombre ). b(e;, €;) est indépendant de B. On le note dans la suite (£, b).
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Exercice 5

Soit n > 0. Soit £ = C™ muni de sa base canonique {ey,...,e,}. Soit b la forme sesquilinéaire sur
FE vérifiant :
1 sii+j=n+1
blei,e5) = { o ’
0 sinon.

Calculer le nombre o(E, b).

Exercice 6

Soit (E,b) un espace sesquilinéaire symétrique. Soit = un vecteur non nul de E.

1. On suppose que z € E*. Montrer qu'il existe une base semi-orthonormée B = {ej, e, ..., e, }
telle que x = ey.

2. On suppose que b(x, x) est non nul. Montrer qu’il existe une base semi-orthonormée B = {ey, es, . ..

et un réel A > 0 tels que x = Ae;.

Exercice 7

Soit (E, b) un espace sesquilinéaire symétrique. Soit F' = Cx le sous-espace vectoriel de E engendré
par le vecteur non nul z € E. Soit G = F* son orthogonal.
Déterminer I'espace G selon les cas de I'exercice 6 et montrer que dans tous les cas, on a :

o(E) =0(F)+o(Q).

Exercice 8

Soit (E,b) un espace sesquilinéaire symétrique. Soit F' un sous-espace vectoriel de E et G = F*.
Soit {u1,usg,...,up} une base semi-orthonormée de (F,b). Pour tout ¢ < p, on note F; le sous-
espace vectoriel engendré par {uy,...u;} et G; = F-.

Déterminer (en fonction de o(E)) les nombres o(F;) + o(G;). En déduire la formule :

o(E) =o(F)+o(Ft).

Soit (E,b) un espace sesquilinéaire. Soit F' un sous-espace vectoriel de F.

Définition 0.7 On appelle orthogonal a droite (respectivement a gauche) de F l'ensemble F*
(respectivement + F ) des vecteurs x € E vérifiant :

Yy € F, b(y,x) =0 (respectivement b(zx,y) =0).

Définition 0.8 On dit que la forme b est non-dégénérée si les espaces E+ et ~E sont nuls.

Exercice 9
Soit (E,b) un espace sesquilinéaire. Soit B = {eq,...,e,} une base de E. Soit M la matrice de b
dans cette base.

1. Soient x,y € F et X, Y les matrices colonnes ayant comme coefficients les coordonnées de x
et y dans la base B. Montrer la formule :

b(z,y) = 'XMY.

2. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) b est non-dégénérée ;
(b) M est inversible;
(c) B+ ={0};
(d) ~E={0}.
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Exercice 10

Soit (F,b) un espace sesquilinéaire. Soit F' un sous-espace vectoriel de E.
1. Montrer que F'* et - F sont des sous-espaces vectoriels de E.

2. (a) Montrer les inégalités :
dimF 4+ dim F+ > dimE et dimF +dim *F > dim E

(b) Montrer que ces inégalités sont des égalités si b est non-dégénérée sur E.

3. On suppose que b est non-dégénérée sur I'. Montrer les égalités :
E=FoF- e Fo'F=E.
Exercice 11
Soit £ = C? muni de sa base canonique (e, e2). Soit b la forme sesquilinéaire sur E vérifiant :
Vi € {1, 2}, b(ei,el) =0 et b(ei,eg) =1.

Déterminer un sous-espace vectoriel F' de E tel que F* et L F n’aient pas la méme dimension.

Exercice 12

Soit (E,b) un espace sesquilinéaire. Montrer qu’il existe un endomorphisme bijectif f de F tel que
la forme (z,y) — b(f(z),y) soit une forme sesquilinéaire symétrique.
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