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Exercice 1 A-t-on toujours

loge® =z, log(e® €*?) = z1 + 227

Exercice 2 Soit f une fonction holomorphe sur £ un ouvert simplement connexe de C tel que 1/f
soit holomorphe sur €2 aussi. Montrer qu’il existe g € H(Q) telle que f = exp(g).

Exercice 3 Soit f une fonction holomorphe non constante sur un ouvert 2. Le but est de prouver
que pour tout zy dans C, il existe un entier m et un difffomorphisme d’un voisinage de zy sur un
voisinage de 0 tel que

f(z) = fz0) = (2)™.
Soit alors zy dans C.
1. Montrer qu’il existe m tel que sur un voisinage de zo, f(z) — f(20) = a(z — z9)™h(z) avec h
holomorphe sur €, h(zp) = 1.
2. En utilisant 'existence d’une détermination analytique de la racine m-iéme sur D(1, 1) (disque centré
en 1 et de rayon 1), montrer qu’il existe sur un voisinage de z; une fonction g analytique telle que
h=g™.
3. Conclure.

Exercice 4 Soient I un intervalle de R et p une fonction sur I a valeurs dans R;. On suppose qu’il
existe un réel a > 0 tel que

/e“lx‘ plx)dr < oo.

I

Il s’agit de montrer que les polynémes orthogonaux associés a p forment une base hilbertienne de
L2(I, pdx).
1. Soit f une fonction de L2(I, pdz). Montrer que la fonction ¢ définie par

f(x)p(x) sizel,

go:xER»—){ )
0 sinon,

est une fonction L!(R).
2. On pose (transformée de Fourier de ¢)

p:£€eER— /f(x)p(:c)e_’fwdx.
I
Montrer que ¢ est bien définie, est qu’elle se prolonge en une fonction F' holomorphe sur B, = {z €

C,|Imz| < a/2}.
3. En calculant F(™(0), montrer que si

VneN, (f,a™) = /f(ac)x"p(x)dx =0,
I



alors f = 0 dans L%(I, pdz). Conclure.

Remarque : Il est bon de connaitre les familles de polyndmes orthogonauzx usuelles (Legendre, Her-
mite, Tchebychev, ...), avec les fonctions poids associées, de savoir retrouver les relations de récurence,
prouver ’orthonormalité de la famille...

Exercice 5 On définit ]

f:ze(C\ZHZm.

ne”Z

1. Montrer que f est une fonction holomophe sur C \ Z.
2. Montrer que pour tout z € C\ Z,
- 2
1z) = (sin(wz)) '

Indication : on pourra montrer que la différence se prolonge en une fonction entiére (i.e. holomorphe
sur C) et bornée, puis appliquer le théoréme de Liouwville.

Exercice 6 Soit f € CJ(R) (fonction continue & support compact). On pose

+OO 2 2
fulw) = 2 / @ fy)dy.

1. Montrer que la suite f, converge uniformément vers f sur tout compact.

2. Montrer que f, s’étend en une fonction holomorphe sur C.

3. Soit f € C?(R) non dérivable en 0. La suite f,, peut-elle converger uniformément dans un voisinage
complexe de 07



