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Exer
i
e 1 (Extrait du sujet 2007)

Soit G un groupe multipli
atif de 
ardinal �ni N ∈ N
∗
.

1. Montrer que aN−1
est un inverse de a dans G.

2. On 
onsidère la dé
omposition en base 2 de N − 1 :

N − 1 =

k∑

i=0

xi2
i

ave
 k ∈ N, xi ∈ {0, 1}, i ∈ {0, 1, . . . , k} et xk 6= 0.

On 
onsidère les suites �nies (ai)0≤i≤k+1 et (bi)0≤i≤k+1 dé�nies par :

a0 = 1, b0 = a, ∀i ∈ {0, 1, . . . , k}, ai+1 = aib
xi

i , bi+1 = b2i .

(a) Montrer que ak+1 est l'inverse de a dans G.

(b) En déduire un algorithme de 
al
ul de a−1
et pré
iser en fon
tion de k son 
oût (i.e. le

nombre maximum de multipli
ations dansG que né
essite le 
al
ul de a−1
). L'algorithme

doit prendre 
omme argument a et N .

Exer
i
e 2 (Extrait du sujet 2007)

Soit G le groupe des éléments inversibles de Z/148Z.

1. Déterminer le 
ardinal N de G.

2. Démontrer que 5 est un élément de G et déterminer son inverse par la méthode de la question

2(b) de l'exer
i
e 1.

3. Donner une autre méthode pour déterminer 
et inverse.

Exer
i
e 3 (Extrait du sujet 2008)

1. Soit M ∈ GLn(Z) d'ordre m ≥ 2. Soit p un nombre premier tel que p ≥ 3. On suppose que

M = In+prN ave
 r ∈ N
∗
et N ∈ Mn(Z)\pMn(Z) (où pMn(Z) est l'ensemble des matri
es

de Mn(Z) dont tous les 
oe�
ients sont des multiples de p).

(a) Montrer que mprN ∈ p2rMn(Z). En déduire que p divise m.

(b) On pose m = pm′
et M ′ = Mp

. Montrer que p divise m′
.

(
) Con
lure à une 
ontradi
tion.

2. Soit p un nombre premier tel que p ≥ 3. Soit G un sous-groupe �ni de GLn(Z). On rappelle

que la surje
tion naturelle Z −→ Fp induit un morphisme de groupes GLn(Z) −→ GLn(Fp).
Montrer que G est isomorphe à un sous-groupe de GLn(Fp).

3. Soit G un sous-groupe �ni de GL2(Z). Montrer que le 
ardinal G est un diviseur de 48.

Exer
i
e 4 (Extrait du sujet 2009)

1. Soit K un 
orps de 
ara
téristique di�érente de 2. Soit n ≥ 1. Soit G un sous-groupe multi-

pli
atif de GLn(K) tel que pour tout M ∈ G, M2 = In.
Montrer que G est abélien de 
ardinal inférieur ou égal à 2n.

2. En déduire que pour tout (m,n) ∈ (N∗)2, les groupes multipli
atifs GLn(K) et GLm(K) sont
isomorphes si et seulement si n = m.
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