
Prépa agreg TD 8 - Séries formelles 2015�2016

Exer
i
e 1 (Extrait du sujet 2012)

Une appli
ation f : N −→ Z est dite polynomiale s'il existe un polyn�me P ∈ C[T ] tel que pour

tout n ∈ N : f(n) = P (n).
Une appli
ation f : N −→ Z est dite quasi-polynomiale s'il existe un entier N ∈ N∗

et des

polyn�mes P0, . . . , PN−1 ∈ C[T ] tels que pour tout n ∈ N : f(n) = PrN (n)(n) où rN (n) désigne le

reste de la division eu
lidienne de n par N .

Soit d ∈ N∗
. Soient m1, . . . ,md ∈ N∗

. Pour tout n ∈ N, on pose :
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


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
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

un = Card

({

(k1, . . . , kd) ∈ N
d;

d
∑

i=1

miki = n

})

,

vn =
n
∑

i=0

ui.

1. Démontrer que la somme et le produit de deux fon
tions quasi-polynomiales sont des fon
tions

quasi-polynomiales.

2. (a) Déterminer la suite (vn)n∈N dans le 
as où d = 1.

(b) L'appli
ation n 7−→ vn est-elle quasi-polynomiale dans 
e 
as ?

3. Pour i ∈ {1, . . . , d}, on pose Ui =
∑

k∈N
T kmi

et on dé�nit la série formelle :

U =
∑

n∈N

unT
n ∈ Z[[T ]].

(a) É
rire U à l'aide des séries formelles Ui.

(b) Déterminer le produit U ×
∏

d

i=1(1− Tmi).

4. On dé�nit la série formelle V =
∑

n∈N
vnT

n
. Trouver une relation entre les séries formelles

V et U .

La dérivée d'une série formelle F =
∑

n∈N
anT

n
est la série formelle F ′ =

∑

n≥1 nanT
n−1

. On

pourra utiliser sans preuve la formule (F1F2)
′ = F ′

1F2 + F1F
′
2 pour des séries formelles F1 et F2.

Les dérivées su

essives d'une série formelle F sont obtenues en posant F (0) = F et en dé�nissant

F (k+1)

omme la dérivée de la série F (k)

.

5. On pose G =
∑

n∈N
T n

.

(a) Trouver une relation entre les séries formelles G2
(
arré de la série G) et G′

.

(b) Soit k ∈ N. Trouver une relation entre les séries Gk+1
et G(k)

.

(
) Trouver des expressions expli
ites pour les suites (un)n∈N et (vn)n∈N dans le 
as où on a

les égalités m1 = . . . = md = 1. Montrer dans 
e 
as parti
ulier que la fon
tion n 7−→ vn
est polynomiale.
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	(Extrait du sujet 2012)

