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Séparabilité du dual. Difféomorphismes

Exercice 1

1. Soit 0 < a < b < 1 et soit V' un sous-espace vectoriel fermé de C([0, 1])
tel que tout f € V est de classe C* sur [a,b]. On définit:

v(x,y) € [a, b]Q avec T #vy, VfeV, g(z,y)(f) — %?J;(y)
(a) Montrer que ) € V*.
(b) Montrer que

vfev SUp [y ()] < +o0

(z.y)€la,b]?, z#y
(c¢) Montrer qu'il existe N (a,b) > 0 tel que:
VieV, Y(z,y) €la b, [f(z)—f)l <Nz —yllflx.

(d) Soit (t¢)o<z une suite finie de points de [a, b] tels que

0<t€+1—t5§ 0</l< L et ty = a, t;, = b.

1
N(a,b)

Montrer que

VieV, swp |fO] < sup [f(t)]+ 5lfll
0<t<L

te[a,b]

2. Soit Fy un sous-espace vectoriel fermé de C([0,1]) tel que tout f € Fy
est de classe C! sur [0,1]. Montrer que Fj est de dimension finie.

3. Soit X un sous-espace vectoriel fermé de C([0, 1]) tel que tout f € X
est de classe C! sur [0,1].



(a) Soit (a;);>0, a; € [0,1], une suite strictement croissante vers 1 et
soit (Sp)n>0, Sn € [0, 1], une suite strictement croissante vers 1.
Soit (n;);>0 une suite d’entiers strictement croissante vers +oo.
On suppose que sg = a9 =0 et Vj € N,

t Vne 1} < L
Sp, = a; € ne{n;, -, nj1—1} Ssp1—8, < ——.
A g ? " "7 Nay, a544)
Soit J : f € Xo +— (f(Sn))n>0. Montrer que J prend ses valeurs
dans l'espace ¢ des suites numériques convergentes muni de la
norme

u € ¢ Ny(u) = sup |u,|
n>0

et que:

[flloe < 2No(J(f)) < 2[|fllo: VS € Xo.

(b) En déduire que X, est isomorphe & un sous-espace de ¢ puis que
X est isomorphe a un sous-espace Zy de l'espace ¢y des suites
numériques convergentes vers 0.

Indication: Utiliser I'application T qui associe a v € ¢ la suite
(lauo_la"'7un_la"')'
(c) Montrer que X est isomorphe a Zj. En déduire que X est
séparable.
Indication: On pourra s’appuyer sur le Théoreme de Hahn-Banach
et la propriété d’isomorphisme entre ¢, et £'.
4. On se propose de montrer par 'absurde que C([0, 1])* n’est pas séparable.
(a) On pose:
Vo e [0,1], VfeC([0,1]), d6.(f)=f(z).
Montrer que 9§, € C([0,1])*, Vx € [0, 1], et que
V($, y) S [07 1]27 x ?é Y, ||5$ - 6yHC([071])* = 2.

(b) Soit (wp)n>o une suite dense dans C([0, 1])* et soit x 1'application
qui a tout € [0, 1] associe un entier n tel que ||0; —wy||c(o,1)+ < 1.
Montrer que y induit une bijection de [0, 1] sur une partie de N.
En déduire que C([0, 1])* n’est pas séparable.



Exercice 2

Soit v > 0 et soit £, I'’ensemble des fonctions f : R — R ~-Lipschitziennes
s’annulant en 0.

1. (a) Montrer que I’application
p(z) —P(x
4, (o) o sup L 2D
20 2]
est une distance sur L.

(b) Montrer que pour la métrique définie par la distance d., £, est
complet.

(c) On munit R? de la norme || - ||o. Pour toute application h €
C!(R?, R) de différentielle dh € L(R? R) on pose:

Al = sup |h(z)],  [dh|e = sup [|dhs||

z€R? z€eR?
olt ||dh,|| est la norme subordonnée dans £(R?* R), Vo € R?,
|h|cr = max(|h|so, |dh|s)-

Soit u > 0, h € CYR%:R), ¢ € L, tels que |h|ci(1+7) < p.
Montrer que I'application G, définie par

Ve e R, Gu(x) = pux+ h(z,p(x))

est strictement croissante. En déduire que G, est un homéomorphisme
sur R.

2. Soit A\, € R vérifiant 0 < A < 1 < u. Soit «, 8 € CH(R?,R?) vérifiant
«(0,0) = 5(0,0) = 0 et soit f: R? — R? définie par

f(@,y) = (px + a(z,y), Ay + B(z,y)).
On suppose qu'il existe § > 0 tel que |a|er < § et |B|er < 6.

(a) Montrer que si 20 < A, alors f est un difféomorphisme de R?.

Indication: On pourra montrer que V(2',y’) € R?, I'application

, g alry) ¥y Blxy)
F(J:’,y’) : (J},y) —> (; T, X T

3



est strictement contractante.

Dans la suite, on fixe v > 0 vérifiant:

=2

0<vy<l et 0<d<
K v+ 2

(b) On appelle graphe d’une application ¢ : R — R ’ensemble

Hcp:{(x,cp(x)), :L‘ER}.

Montrer que Vo € L, il existe une unique application 1 : R — R
telle que f(Hyp) = Ht. On note f, : ¢ — 1 'application ainsi
définie.

(c) Montrer que f, est une application de £, — L.
(d) Montrer que Vo, ¢" € L,, VzreR,

[fe(0)(Gp(2) = ful@)(Gp(@))] < (A +0(1 +7))lp(x) — ¢ (2)].

ou 'on a posé:
Go(w) = i + alz, o(x).

(e) En déduire qu’il existe une application ¢* € L, dont le graphe
Hyp™ est invariant par f.

(f) Montrer que
(2,07 (@))] = (b = 0)|(z, " (2))].

(g) Montrer que si 0 > 0 est suffisamment petit et si v > 0 est con-
venablement choisi, alors:

; —-n + —
veeR, I [ ¢ (@) =0



