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Année 2015–2016

Séparabilité du dual. Difféomorphismes

Exercice 1

1. Soit 0 < a < b < 1 et soit V un sous-espace vectoriel fermé de C([0, 1])
tel que tout f ∈ V est de classe C1 sur [a, b]. On définit:

∀(x, y) ∈ [a, b]2 avec x 6= y, ∀f ∈ V, ξ(x,y)(f) =
f(x)− f(y)

x− y

(a) Montrer que ξ(x,y) ∈ V ∗.
(b) Montrer que

∀f ∈ V, sup
(x,y)∈[a,b]2, x 6=y

|ξ(x,y)(f)| < +∞

(c) Montrer qu’il existe N (a, b) > 0 tel que:

∀f ∈ V, ∀(x, y) ∈ [a, b]2, |f(x)− f(y)| ≤ N (a, b)|x− y|‖f‖∞.

(d) Soit (t`)0≤L une suite finie de points de [a, b] tels que

0 < t`+1 − t` ≤
1

N (a, b)
0 ≤ ` < L et t0 = a, tL = b.

Montrer que

∀f ∈ V, sup
t∈[a,b]

|f(t)| ≤ sup
0≤`≤L

|f(t`)|+
1

2
‖f‖∞.

2. Soit F0 un sous-espace vectoriel fermé de C([0, 1]) tel que tout f ∈ F0

est de classe C1 sur [0, 1]. Montrer que F0 est de dimension finie.

3. Soit X0 un sous-espace vectoriel fermé de C([0, 1]) tel que tout f ∈ X0

est de classe C1 sur [0, 1[.
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(a) Soit (aj)j≥0, aj ∈ [0, 1[, une suite strictement croissante vers 1 et
soit (sn)n≥0, sn ∈ [0, 1], une suite strictement croissante vers 1.
Soit (nj)j≥0 une suite d’entiers strictement croissante vers +∞.
On suppose que s0 = a0 = 0 et ∀j ∈ N,

snj
= aj et ∀n ∈ {nj, · · · , nj+1−1}, sn+1−sn ≤

1

N (aj, aj+1)
.

Soit J : f ∈ X0 7→ (f(sn))n≥0. Montrer que J prend ses valeurs
dans l’espace c des suites numériques convergentes muni de la
norme

u ∈ c 7→ N∞(u) = sup
n≥0
|un|

et que:
‖f‖∞ ≤ 2N∞(J(f)) ≤ 2‖f‖∞, ∀f ∈ X0.

(b) En déduire que X0 est isomorphe à un sous-espace de c puis que
X0 est isomorphe à un sous-espace Z0 de l’espace c0 des suites
numériques convergentes vers 0.

Indication: Utiliser l’application T qui associe à u ∈ c la suite
(l, u0 − l, · · · , un − l, · · ·).

(c) Montrer que X∗0 est isomorphe à Z∗0 . En déduire que X∗0 est
séparable.

Indication: On pourra s’appuyer sur le Théorème de Hahn-Banach
et la propriété d’isomorphisme entre c∗0 et `1.

4. On se propose de montrer par l’absurde que C([0, 1])∗ n’est pas séparable.

(a) On pose:

∀x ∈ [0, 1], ∀f ∈ C([0, 1]), δx(f) = f(x).

Montrer que δx ∈ C([0, 1])∗, ∀x ∈ [0, 1], et que

∀(x, y) ∈ [0, 1]2, x 6= y, ‖δx − δy‖C([0,1])∗ = 2.

(b) Soit (ωn)n≥0 une suite dense dans C([0, 1])∗ et soit χ l’application
qui à tout x ∈ [0, 1] associe un entier n tel que ‖δx−ωn‖C([0,1])∗ < 1.
Montrer que χ induit une bijection de [0, 1] sur une partie de N.
En déduire que C([0, 1])∗ n’est pas séparable.
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Exercice 2

Soit γ > 0 et soit Lγ l’ensemble des fonctions f : R → R γ-Lipschitziennes
s’annulant en 0.

1. (a) Montrer que l’application

dγ : (ϕ, ψ) 7→ sup
x 6=0

|ϕ(x)− ψ(x)|
|x|

est une distance sur Lγ.
(b) Montrer que pour la métrique définie par la distance dγ, Lγ est

complet.

(c) On munit R2 de la norme ‖ · ‖∞. Pour toute application h ∈
C1(R2,R) de différentielle dh ∈ L(R2,R) on pose:

|h|∞ = sup
x∈R2

|h(x)|, |dh|∞ = sup
x∈R2

‖dhx‖

où ‖dhx‖ est la norme subordonnée dans L(R2,R), ∀x ∈ R2,

|h|C1 = max(|h|∞, |dh|∞).

Soit µ > 0, h ∈ C1(R2,R), ϕ ∈ Lγ tels que |h|C1(1 + γ) < µ.
Montrer que l’application Gϕ définie par

∀x ∈ R, Gϕ(x) = µx+ h(x, ϕ(x))

est strictement croissante. En déduire queGϕ est un homéomorphisme
sur R.

2. Soit λ, µ ∈ R vérifiant 0 < λ < 1 < µ. Soit α, β ∈ C1(R2,R2) vérifiant
α(0, 0) = β(0, 0) = 0 et soit f : R2 → R2 définie par

f(x, y) = (µx+ α(x, y), λy + β(x, y)).

On suppose qu’il existe δ > 0 tel que |α|C1 < δ et |β|C1 < δ.

(a) Montrer que si 2δ < λ, alors f est un difféomorphisme de R2.

Indication: On pourra montrer que ∀(x′, y′) ∈ R2, l’application

F(x′,y′) : (x, y) 7→
(
x′

µ
− α(x, y)

µ
,
y′

λ
− β(x, y)

λ

)
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est strictement contractante.

Dans la suite, on fixe γ > 0 vérifiant:

0 < γ < 1 et 0 < δ <
γ(µ− λ)

γ + 2
.

(b) On appelle graphe d’une application ϕ : R→ R l’ensemble

Hϕ = {(x, ϕ(x)), x ∈ R}.

Montrer que ∀ϕ ∈ Lγ il existe une unique application ψ : R→ R
telle que f(Hϕ) = Hψ. On note f∗ : ϕ 7→ ψ l’application ainsi
définie.

(c) Montrer que f∗ est une application de Lγ → Lγ.
(d) Montrer que ∀ϕ, ϕ′ ∈ Lγ, ∀x ∈ R,

|f∗(ϕ)(Gϕ(x))− f∗(ϕ′)(Gϕ(x))| ≤ (λ+ δ(1 + γ))|ϕ(x)− ϕ′(x)|.

où l’on a posé:
Gϕ(x) = µx+ α(x, ϕ(x)).

(e) En déduire qu’il existe une application ϕ+ ∈ Lγ dont le graphe
Hϕ+ est invariant par f .

(f) Montrer que

|f(x, ϕ+(x))| ≥ (µ− δ)|(x, ϕ+(x))|.

(g) Montrer que si δ > 0 est suffisamment petit et si γ > 0 est con-
venablement choisi, alors:

∀x ∈ R, lim
n→+∞

|f−n(x, ϕ+(x))| = 0.
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