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Notions de mesures. Polynémes trigonométriques

Exercice 1

Soit n > 3. L’espace vectoriel R” est muni du produit scalaire euclidien usuel
défini par:

(00) = D mg, Vo= (o0 ,0a) ER, VY= (g0 ,pn) € R
k=1

La norme euclidienne associée est notée:

||1’||: V <l’,l’>, \V/l':(l‘l,"',,fn)ERn.

On note S ! la sphere unité de R™, B" la boule unité fermée de R”. Pour
toute partic A C S"~ !, on définit le cone engendré par A comme 1’ensemble

C(A) = {tx, (t,z) €[0,1] x A}.

Lorsque C(A) est mesurable pour la mesure de Lebesgue \,, on définit:

An(C(A))
As(A) = ———==
s(4) WE:D)
En particulier: Ag(S"7!) = 1. On admet que les images réciproques de

boréliens de R par des restrictions & S"! de fonctions mesurables sur R”
sont mesurables.
1. Montrer que pour tout h > 0, on a
2"h
An(B™)

As (8" PN ([=h,h] x [-1,1]"7)) <

2. Montrer que Ag est invariante par rotation, i.e.: pour toute rotation
vectorielle » de R™ et pour toute partie mesurable A C S"!, on a

As(r(4)) = As(A).



3. Pour 0 < a < 8 <27, on définit le quartier de disque , g:
Qap = {(rcosb,rsind), r € [0,1], 0 € [o, 5]}
puis le quartier de sphere @, s:
Qop=1{x= (21, ,7,) €S" 1 (11,72) € Qup}-
Vérifier que:
V(0,0) € {(0,0') e RY, 0 < 0+0 <21}, As(Qopre) = As(Qop)+As(Qoer)-
En déduire que:

b —«

AS(Q%B) = o

4. Soit a,b € S*~!. Montrer qu’il existe une constante X > 0 indépendante
de a et b telle que:

1o —all = K|[b — a||* < Arccos((a, b)) < [|b = al| + K|[b — al|*.

5. Soit 6 € [0,7]. On considere les deux points de S"~! définis par:
a=(1,0,---,0), b= (cosf,sinh 0---,0).
Déterminer en fonction de 6 la quantité:
As ({z €S, (x,a)(x,b) <0}).
En déduire que si a et b sont quelconques dans S**:

Arccos(a, b)

™

)\S ({m € Snila <$7a><x’b> S 0}) =

6. Soit ¢ + 7(t) une fonction de classse C* sur un segment I C R, &
valeurs dans S*~!. Pour tout a € S*~!, on définit le nombre de passages
orthogonaux en a pendant l'intervalle J C I par

Ny(a) =card{t € J | a L v(t)} € NU {+o0}.

On admet la mesurabilité des fonctions /V; et on se place dans le cas
ot il existe M > 0 tel que N;(a) < M, Va € S* 1.
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(a) Soit a € SV h > 0. Montrer que si (a,y(t))(a,v(t +h)) <0,
alors Ny in(a) > 1.

(b) Montrer que si Ny ¢n)(a) > 2, alors il existe ¢ € [t, ¢+ h] tel que
a L +'(c). En déduire que: |{a,v(t))] < R2||7"||co-

(c) Montrer la méme inégalité lorsque (a,(t)){a,y(t + h)) > 0 et
N[t,t+h](a) > 1.

7. On définit I'aire orthogonale balayée par v par:

A = / Ni(a) dhg( EXs(
! aeS(n—1) S Z S

(a) Déduire des résultats précédents qu’il existe des constantes C et
(5 indépendantes de t telles que

As(Ng v

OD—%MWMW®WU+MMSCW2

1
[Ausen = 210 = o(t-+ 1)1 < Cun,

1
(b) Montrer que A; = — / 17 (2)]] dt.
T Jr

Exercice 2

On considere I'espace vectoriel complexe V' = C%([—1,1],C). Pour tout f €
V', soit D(f): [—1,1] — C l'application définie par

vo € [-1,1], D(f)(z) = (1-2*)f"(x) - 22f'(z).

Pour tout A € C, on note V), le sous-espace de V' défini par

w=Af eV, D(f) =Af}

1. (a) Pour tout n € N, on considere le polynome U, = (X? — 1)" de
dérivée nieme U™ =: P,. Montrer que (X2 — 1)U/, = 2nXU,.

P, )
(b) En déduire que L, = DT vérifie: D(L,) = —n(n + 1)L,.
"n!



2. Soit f,g € V. Montrer que
/ D7) (B)g(t) di = / D)0 d

3. Soit ¥ = {\ € C, V) # {0}}. Montrer que
Y={-nn+1), ne N}

4. Soit n € N. Montrer que V_,,(,41) = C L,,.

Indication: On pourra calculer le Wronskien de deux solutions de
I'équation différentielle: (1 — z?)y”(x) — 2zy'(z) + n(n + 1)y(z) = 0.
5. Soit € I'espace des applications u € C*(R x [—1,1],C) solutions de
0?u 0%u

V(t,x) € R x [—1,1], W(t’@ =(1- x2)@(t,x) - Qx%(t,m)

Montrer que les éléments de £ de la forme (¢, x) — a(t)b(z) avec a,b €
C%*(R x [~1,1],C) sont les applications

(t,z) — Ly(x) (aei\’ n(ntDE L Be~iv ”("“)t) , n €N (a,B) € C?,

et les applications: (t,z) — M +pu, (A, u) € C%

Exercice 3
Soit n € N* et soit (ay,- -, a,) € C". On définit p € Pz en posant:

VteR, p(t) = Zakeikt.
k=1

1. Montrer que

n(n+1)
1P lloe <= == IIPllo-
2. Montrer qu’il existe un segment S C R de longueur —— tel que
n(n+1)
17100
vte s, p(t)l =2 =~



