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1 Introduction

2 Convergence des suites de fonctions

2.1 Convergence uniforme

Proposition

Soit X un espace topologique, (Y, d) un espace métrique. Soit F(X,Y)
I’ensemble des fonctions X — Y muni de la distance de la convergence
uniforme :

d(f,g) =supd(f(z),g(z)), Vf,ge F(X)Y).

zeX

Si Y est complet, alors (F(X,Y),d) est complet.

Démonstration

1. Soit (f,) € F(X,Y) une suite de Cauchy pour d. Soit £ > 0 et soit
no > 0 tel que

Vn > ng, Vp=>0, d(fn—i-pa fn) <é&.
Soit x € X. Alors :
Vn >ng, Yp >0, d(foip(z), fu(z)) <e.
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i.e. que la suite (f,(z)) est de Cauchy dans (Y,d) complet, donc
convergente : soit f,(x) — f(z).
2. Soit € > 0 et soit ng > 0 tel que
Vo € X7 vn Z No, Vp Z 07 d(fner(x)? fn(x)) <é&.

On fixe n > ng. Alors :

Vee X,  lim d(foip(2), fu(x)) =d(f(z), fu(x)) <¢

p——+00
Le.: d(f, fn) <e, Vn>no,
et donc f,, — f dans (F(X,Y),d).

Proposition

1. L’espace C(X,Y) est fermé dans F(X,Y)
2. Si de plus Y est complet, alors (C(X,Y),d) est complet.

Démonstration

1. On suppose X compact. Soit (f,) € C(X,Y) une suite convergente
dans (F(X,Y),d), soit f, = f € F(X,Y). Soit 2y € X et soit ng >0
tel que

d(fa, f) <e, Vn>no.

On fixe n > ng. Alors
d(f(x), f(x0)) < d(fn, [)F+d(fu(), fu(w0))+d(fn, f) < 2e+d(fu(), ful20)).
Comme f, € C(X,Y), il existe n, > 0 t.q.

Ve e X, d(z,x0) < np = d(fu(z), fu(x0)) < €.

Soit d(z, x¢) < ny,. Alors d(f(x), f(x)) < 3e.

2. Si en outre Y est complet, alors C(X,Y) est fermé dans F(X,Y)
complet, donc complet.

2.2 Convergence simple

Théoréme de Dini

Soit X un espace compact et soit (f,,) € C(X,R) une suite monotone qui
converge simplement vers f sur X. Alors la convergence vers f est uniforme

sur X.



Démonstration

1. Pour fixer les idées, on suppose que la suite (f,,) est croissante vers f.
En remplacant f, par f — f,, on se ramene au cas ou f, décroit vers
0.

2. Soit € > 0. On pose :
X,={reX, fulx)>e}, VneN

Les fonctions f, étant continues, X, est un fermé, Vn. On remarque
que :
T E Np>o Xy <= V>0, fu(z)>¢

ce qui contredit que f,,(z) — 0, Vz € X. On en déduit que N,>0 X, = 0
dans X compact, donc qu’il existe ny < ng < ---ny, tels que NE_, X, =
(). La suite (f,,) étant décroissante par hypothese, il en est de méme de
(X,) et alors N¥_, X,,. = X,,, = 0. On en déduit que X,, = 0, Vn > ny,
ie. :

Vee X, Yn>ng 0<fu(r)<e,

ce qui termine la preuve.

2.3 Théoreme d’Ascoli

Proposition

Un espace métrique (X, d) est compact si et seulement si (X,d) est
complet et si Ve > 0, X peut étre recouvert par un nombre fini de boules
ouvertes de rayon ¢.

Démonstration

1. <= Soit € > 0. On suppose que X est complet et peut étre recouvert
par un nombre fini de boules ouvertes de rayon ¢.

Soit (2,,)n>0 une suite de X et soit X = vazolB(:v(o),s) un recouvre-

i
ment fini de X. La suite (z,),>0 étant infinie (sinon, le résultat est

immédiat), il existe une suite extraite (2yom)) € B (xz(-(?),s) contenue
dans une boule B(xl(g),g). De meéme, soit X = UZN:llB(xEl),a/Z) un
(1)

recouvrement de X et soit (Zygop,(n)) € B(2;,’,€) contenue dans une

1 . . . :
boule B (xgl), e). Par récurrence sur k, on construit des suites extraites
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(% pg0-opp(n) € B(azgf),&t/Qk). On pose Y, = Tygo..0pm(n)- Par construc-
tion y,, € B(ng),g/Q”). Soit n,p > 0. Alors
(g ) € Bl /22, ¥n.p >0

ce qui montre que (y,) est de Cauchy dans X complet, donc conver-
gente, soit y, — y,. On conclut que X est compact.

2. = La réciproque est immédiate.

Corollaire

Dans (X, d) complet, A C X est compact si et seulement si Ve > 0, A
peut étre recouvert par un nombre fini de boules ouvertes de rayon ¢.

Théoréme d’Ascoli

Soit (X, d) compact, (Y,d) complet. On suppose que la famille A C
C(X,Y) est équicontinue et vérifie : Vo € X, 'ensemble {f(x), f € A} est
compact. Alors A est compact.

Démonstration

1. Soit € > 0. La famille A étant équicontinue sur le compact X, il existe
n > 0 tel que

Vo,y € X, d(z,y) <n=VfeA df(z),fly) <e

Soit X = U!_, B(z;,n) un recouvrement fini. Pour tout 4, { f(x;), f € A}
est compact par hypothese, donc peut étre recouvert par un nombre
fini de boules ouvertes de rayon 7. Soit donc

Ui {f (1), f € A} C UL B(y;.)-

Soit f,g € Aetsoit x € X, par exemple z € B(x;,1), f(x;) € B(y;,€),
g(x;) € B(yk, ). Alors

d(f(x),g(x)) < d(f (@), f(x:) +d(f (@), y;) + d(y5, ye) + dye, 9(2:))+

+d(g(xi), g(x)) < 4e + d(y;, yr)-

Sij =k = 7(i), alors d(f(x),g(z)) < 4e. Pour réaliser cela, on
introduit ’ensemble I' des applications v : {1,---, I} — {1,---,J}
et on note

Ay ={f€A f(x)€ B(yyu,e), Vi}, Vyel.
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Alors A C U,er A, et le recouvrement est fini. On a : Vy € T,
Vf,ge A, d(f, g) <d4e.

i.e.: A, C B(gy,4¢c) pour tout choix de g, € A,, v € I'. Comme I est
fini et que A C Uyer A4, on a obtenu un recouvrement fini de A par
des boules ouvertes de 4¢, Ve > 0.

Le théoreéme suivant est la variante LP du théoreme d’Ascoli.

Théoreme de Fréchet-Kolmogorov

Soit Q C RY un ouvert, soit w CC Q un ouvert, i.e. w C Q et w est un
compact. Soit F C LP(Q2), 1 < p < 400, une partie bornée de LP(2). On
suppose que

Ve>0, >0 tq n<dwRY\Q)

et

Vh € RN? ’h’ <n= HThf - fHLp(w) <e
ott 7f = f(z + h), p.p. dans w. Alors, F|, est un compact de LP(w),
1<p<+o0, Vw CC €.

Démonstration

1. Soit p € C>®(RY) définie par :

671/(17“”‘2) Si |y| < ]_’
=1 § Sl > 1,

pn(x) = CnNp(nx), Vo eRY
ou C = (fj;o p(y)dy)~t de sorte que

/_+00 pn(x)dr = 1.

o0

A tout f € LP(2), on associe son prolongement a RY par 0 :

< flz) si €
f(x):{() sioxe RV\Q

Alors : Vo € w,

oerfe)-fol < [ . ) o (/ ) - for) "
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donc, si ng > 0 est assez grand pour avoir : 1/ng < 7,

/ |on * f(x) = fla)|Pde < / oWy f = Fll oy dy < €8, n > mny,
i i (1)

. Soit m > ng. Soit x,x’ € w et soit f € F. On a

‘pn*f(l")—pn*];(x/)’ =

/RN Pn(y)*f(x —y)dy—/ Pn(y)*f(x’ _y)dy| <

RN
< [ 19pullelle =211y <

< Vonllsclle = 21 fll21@) < Calw)llz — 2 [H1LF ]l o)

donc la famille p,, x F|,, € C(w,R) est équicontinue.

. Soit x € w et soit n > ng. On a

|on % f(2)| =

[ e = vs| < 1l < C@N e < €

Donc le fermé

{pnx f(x), feF}
est borné dans R, donc un compact de R.

. La famille p, x F |, vérifie les hypotheses du théoreme d’Ascoli dans
C(Q,R). donc p, * F|.est un compact de C(w,R).
. Soit € > 0 et soit n > ng. D’apres (1),

|pn* f — f||Lp(w) <e, VfelF.

La famille p, x F|, est relativement compacte dans C(w,R), donc
pn * F | peut étre recouvert par un nombre fini de boules de rayon ¢,
soit :

pn*"f’w C Ui\;13<gi76)7 gi € C(va)

Soit f € F et soit p, * f € B(gi,e). Alors

If = gill o) < f = pox Fllioe) + lon* F = gill o) < 2¢

i.e. Fl, C UN,B(g,2¢). On conclut & I'aide de la Proposition 2.3.
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Corollaire

Soit F C LP(2) bornée vérifiant :
Ve>0, YwcCCQ, >0 tq n<dwRY\Q) et

V| <n, lNmnf = fllrw) <€

et
Jucc Q) taq. ||fHLp(Q\w) <e, VfelF.

Alors F est un compact de LP(€Q).

Démonstration

1. Soit € > 0 et soit w CC € tel que || f||rr@w) <&, Vf € F. Soit f €
F. D’apres le Théoreme de Fréchet-Kolmogorov, F |, est un compact
de LP(w).

2. Soit F, C U;_~vB(g;, ) un recouvrement fini de F|, par des boules
de LP(w) derayon € > 0, g; € LP(w). Soit f € F et soit f|, € B(gi, ).
On a )

1f = Gill ey < 1f = gill Ly + [ fll L) < 2¢

ie : F C Ug_~nB(g;,2¢) et F est un compact de LP(Q) d’apres la
Proposition 2.3.
Remarque
1. Soit ¢ € C.(R). On pose :
on(z) = p(x +n), VreR
Alors {p,, n € N} n’est pas compact dans LP(R), Vp € [1, +o0].
2. En effet, ¢, — 0 dans R pour la convergence simple, et
lenllr@ = llellLr@) >0, Vn > 0.

3. Lasuite (ip,,) vérifie les hypotheses du théoreeme de Fréchet-Kolmogorov.
En effet,

lenllze®) = llollr@ < C, Vn >0
| Thon — (PnHLP(]R) = ||Tne — SOHLP(R), Yn>0, VheR

et par continuité uniforme de ¢ sur son support compact :

li — —0.
m T — ¢l Lr(r)



4. La suite (p,) ne vérifie pas ’hypothese supplémentaire du Corollaire.
En effet :

nlle@\(=n/2.m/2)) = ll@llze@) >0, Vn >0

5. La réciproque du Corollaire est vraie.

3 Grands théoremes d’analyse fonctionnelle

3.1 Théoréeme de Banach-Steinhauss

Lemme

Soit E un espace de Banach, F' un espace vectoriel normé. Si (f;) : E —
R une famille de fonctions semi-continues inférieurement sur E telle que

sup fi(z) < +o0, Vr € E.
icl

Alors il existe un ouvert U C FE et une constante M > 0 telles que

sup fi(z) < M, VzelU.

el

Démonstration

1. On pose f(z) = sup;c; fi(x), Vo € E et on définit :
U,={z € FE, f(z)>n}.

qui est un ouvert car f est semi-continue inférieurement. Si U,, = E,
Vn € N, alors £ = N,>oU,, par la propriété de Baire appliquée a E.
Soit alors x € E et soit x — = avec z3, € Ny>oU,. On a

f(x) > limsup f(zx) > n, n>0.

k—4o00
Ceci contredit, f(x) < +o0o, Vo € E. Donc Uy, C E et Uy, # E pour
un ng > 0. Alors E\ Uy, # 0.

2. Soit zg € E\ Uy, et soit B(zg,p) C E\ Up,. On conclut avec U =
B(zg, p) et M = ny.



Théoréeme de Banach-Steinhauss

Soit E, F' des espaces de Banach et soit u; € L.(E, F), i € N, avec

sup [|lui(z)| < +oo, Vx € E.

ieN

Alors
sup ||u; || < 4o0.
ieN

Démonstration

1. D’apres le Lemme 3.1, il existe U C E un ouvert et M > 0 avec

Ve e U, supllu(x)| < M.

i€N
2. Soit xg € U et soit B(xg, p) C U. Alors, par linéarité des u;

Vo € Blwo,p), - [wa(w=ao)|l < llus(@)[+uizo)| < Mtsup fus(zo)l| =: Mo

le. :
d’ou : Iy
||| < —O,qudVi > 0.
p
Corollaire

Soit E' un espace de Banach, F' un espace vectoriel normé. Soit u, €
L.(E, F) convergeant simplement vers u dans E. Alors u € L.(E, F).

3.2 Théoréeme de Stone-Weierstrass

Proposition

Soit X compact et soit # C C(X,R) vérifiant :
— Yu,v € H, sup(u,v) €H et inf(u,v)e€ H,
— Vr,ye X, Va,feR, aveca=[siz=y,
JueH t.q ulx)=aetuly) =270,
Alors H = C(X,R).



Démonstration

Soit f € C(X,R) et soit € > 0. Soit g € X. Alors, Yy € X, il existe
u, € H tel que uy(xg) = f(xo) et u,(y) = f(y). Pour tout y € X, on pose :

Uy ={reX, uylz)> f(x)—¢e}

qui est un ouvert contenant y, Yy € X. Par compacité de X, X = UY,U,,
pour une famille finie y;,--- ,yny € X. On pose u = maxu,,. Soit x € X,
par exemple z € U,,. Alors

u(z) 2wy (r) > f(z) —e

ie.:ueHetu> f—e Comme u dépend du choix de z(, on pose v,, := u.
Pour tout y € X, soit

Vy={z e X, v(x) < f(z) +¢}

qui est un ouvert contenant y, Vy € X. Par compacité de X : X = Ujj‘ilvyj
pour une famille finie y;,--- ,ys € X. On pose v = minu,,. Soit z € X,
par exemple x € V.. Alors

v(x) < vy, (7) < f(x) +e.

Ceci est vrai, Vo € X,doncv e Het f—e<v< f+e.

Théoréme de Stone-Weierstrass

Soit X compact et soit H C C(X,R) vérifiant :

— H contient les fonctions constantes,

— Yu,veH, ut+tveH et weH,

— Vo #yeX, JueH tq ulx)#uly),
Alors H = C(X,R).

Lemme

Soit (p,) la suite de polynémes définie par :

t— pn(t)Q.

M=0 et pua(t) = palt) + — 2

Par récurrence sur n, on vérifie que
0<pa(t) <Vt Vtelo,1].
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car

Poia(t) — Vit = %(pn(t) — V) (1 —Vt+1- pn(t)> < = (palt) = V1)

1
2
On en déduit que

0 < pu(t) < poa(t) < VE, VEE[0,1],

puis que (p,) décroit simplement vers v/t. D’aprés le théoreme de Dini, la
convergence est uniforme.

Démonstration

1. Soit P(X) lensemble des polynomes de la variable X et soit
P(H) = {p(u), u e H}

P(H) = {p(u), u € H}
Les deux premieres hypotheses sur H entrainent que P(H) C H et
P(H) C H.
2. Soit u € H et soit € > 0. Soit n > 0 tel que
palt) = Vil < e, Ve o],
Comme |u| < M pour une constante M > 0, quitte a remplacer u par
% € H, on peut supposer |u| < 1. Alors
[pa(u®) = |ul] < e dans [0,1]
avec p,(u?) € H. Donc |u| € H. Il en résulte que :

sup(u,v) € H, inf(u,v) €H, VYu,v€H.

3. Soit x # y € X et soit a, B € R. Soit u € H tel que u(x) # u(y). On

o v:mw—a)(“‘—“(y)).
u(@) — u(y)

Alors v € H et v(z) = o, v(y) = B.
4. De la Proposition 3.2 on déduit que H = C(X,R).
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Corollaires

1. Toute aplication f € C(X,R) avec X compact est limite uniforme
dans X d’une suite de polynomes.

2. Si f est continue et périodique sur R, alors elle est limite uniforme
d’une suite de polynomes trigonométriques.

3.3 Théoréeme de Banach

Théoréeme

Soit V', F' deux espaces de Hilbert et soit A € L(V, F'). On suppose que
A est surjectif. Alors il existe ¢ > 0 tel que

VfeF, JzeV tq f=Ax et |z| <c | f].

Démonstration

1. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

a) Il existe ¢ > 0 tel que
VieF, JxzeV tq f=Ar et |z <c | f].

b) Ve > 0, il existe n > 0 t.q. Br(0,1) C ABy(0,¢)
ou les boules Br(0,7) et By(0,¢) sont ouvertes.

2. = Soit £ > 0, n > 0 et soit f € Bp(0,n), z € V tel que f = Az et
|zl] < c7H|f|l. Alors ||z]] < ¢™1n et il suffit de prendre n < ce.

3. <= Soit f € F et soit ¢ > 0, n > 0 t.q. Bp(0,n) C ABy(0,¢). Soit
/

0 < n < n. Alors HZHf € Br(0,n) et il existe x € By(0,¢) t.q.
U4 :
—f = Az, ie.
171]
oW e My W0,
n n n

/

On conclut en prenant ¢ = n
3

4. On admet temporairement que Ve > 0, Vn > 0,

2BF(0,7]> C ABv<€) = BF(O,T]) C ABv(€)
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5. Soit € > 0. On a V = U,>onBy(0,¢) et comme A est surjectif : F' C
Un>onABy (0, ) ou chaque X, = nABy (0, ¢) est fermé par définition.
D’apres la propriété de Baire, dn > 0 t.q. X # (). Soit alors zy € X
et soit n > 0 t.q. By(zo,n) C X,. Alors By (0,n7) C —x¢ + X,, C

92X, = 2nABy(0,2), ie. : 2By (o 4i) c ABy(0,2).

Lemme préliminaire

Ve >0, Vn > 0,

2Br(0,1) C ABy(c) = Br(0,1) C ABy(¢).

Démonstration

1. Soit € > 0 et soit n > 0 t.q. :
QBF(O,W) C ABv(E)

Soit f € Bp(0,n). Alors 2f € ABy(¢) et il existe zyp € ABy(e) t.q. :
I2f — zo|| < . De méme, en remplagant f par 2f — zp, on montre qu’il

existe z; € ABy(e) t.q. [|2(2f — 20) — z1|| <7, i.e.: H2f — 2z — ? <

g. Par récurrence sur n, on construit une suite (z,) € ABy(¢) t.q.

n 2
12f =) 5
k=0

Pour tout k£ > 0, soit y, € By(e) t.q. : zx = Ayg. On pose :

1 - Yk
k=0
Alors : Vn,p > 0,
n+p
€ 1 € 1
[Znsp — 2| < §k21 o~ om <1 - 2p+1>
:n+

d’on on déduit que (z,,) est de Cauchy dans V' complet, donc conver-
gente. Soit x,, — x, € V.
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2. Ona:Vn >0,

Eem 1 1
||xn||<52§=€(1—w) <€
k=0

donc, quand n — +o00 : [z, <e.

3. Par construction :

IF = Aval) < 5 >0

donc, quad n — 400 : f = Az, avec ||z.| <e.

4. Le raisonnement qui précede est vrai si on remplace f par Af avec
A>1t.q. || f| < Alf]| <n. Autrement dit, pour un tel A > 1 :

A = Az, avec |z <e.

1
On en déduit que f = XAx avec sz € By(0,¢).

Corollaires

1. Si A€ L.V, F) est bijectif, alors A~! € L.(F,V).

2. Soit V', F' deux espaces de Hilbert. Alors A € L(V, F') est continue si
et seulement si son graphe est est fermé, i.e. si et seulement si : pour
toute suite (x,) € V' convergeant simplement vers 0 dans V, si Az,
converge simplement vers f € F' alors f = 0.

Démonstration

1. Si A € L.(V, F) est bijectif, alors on applique le théoreme de Banach
a AL

2. < Par hypothese, le graphe G(A) = {(z, Az), 2 € V} C V x F est
fermé dans V' x I qui est un espace de Hilbert, donc G(A) est complet,
donc un espace de Hilbert. La projection canonique p : G(A) — V
est lindaire, continue et bijective, donc son inverse p~! est continue.
Soit 7 : G(A) — F la projection de G(A) sur F. Alors A = wop™!
est continue comme composée d’applications continues.
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