! . MINISTERE
DE L’EDUCATION

REPUSLICUT FLAsCAnE NATIONALE

EAE MAT 2

SESSION 2018

AGREGATION

CONCOURS EXTERNE

Section : MATHEMATIQUES

COMPOSITION D’ANALYSE ET PROBABILITES

Durée : 6 heures

L'usage de tout ouvrage de référence, de tout dictionnaire et de tout matériel électronique (v compris
la calculatrice) est rigoureusement interdit,

Dans le cas o un{e) candidat{e) repére ce gqui lui semble dire une ervenr d'énoncé, il (elle) le signale trés
lisiblement sur sa copie, propose la correction et poursuit ['épreuve en conséguence,

De méme, si cela vous conduit & formuler une ou plusicurs hypothéses, il vous est demandé de la fou les)
mentionner :.'.\:pﬁ.::fn;.'mn;mf,

NB : La copie que vous rendrez ne devea, conformément au principe d’anonymat, comporter aucun signe
distinctif, tel que nom, signature, origine, ete. Si le travail qui vous est demandé comperte notamment la
rédaction d’un projet ou d’une note, vous devre; impérativemient vous abstenir de signer ou de Uidentifier.
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INFORMATION AUX CANDIDATS

Vous trouverez ci-aprés les codes nécessaires vous permettant de compléter les rubriques
figurant en en-téte de votre copie.

Ces codes doivent étre reportés sur chacune des copies que vous remettrez.

Concours Section/option Epreuve Matiére
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Les calculatrices, téléphones, tablettes, ordinateurs et autres appareils élec-
tronigues similaires, ainsi que les documents sont interdits.

La qualité de la rédaction sera un facteur important d’appréciation des copies.
On invite done les candidats & produire des raisonnements clairs, complets et
concis.

Les candidats peuvent utiliser les résultats énoncés dans les questions ou par-
ties précédentes, en veillant dans ce cas 4 préciser la référence du résultat
utilisé,

Notations

— Soit N un entier naturel non-nul. Pour a = (a1, ..., an) et b= (by,...,by) des vecteurs de R¥,
on note a-b = E‘f_l ajbj le produit sealaire euclidien et ||a|| = /377 |a;|? la norme associce.
On notera. B(0, R) la boule fermée de RY définie par {z € RV, ||z|| < R}.

Pour 1 < p < oo, on désigne par LP(RN) I'ensemble des (classes de) fonctions f définies sur
RY, & valeurs dans R = R U {—o0, 400} ou dans C, telles que =+ | f(2)|? est intégrable (au
sens de la mesure de LEBESGUE). On note L(RN) 'ensemble des (classes de) fonctions [
définies sur RY | A valeurs dans R ou dans C, pour lesquelles il existe € = 0 tel que |f(z)| < €
est satisfait pour presque tout z € RY (au sens de la mesure de LEBESGUE).

— Pour f une fonction définie sur RV, & valeurs dans R ou dans ©, on désigne par supp(f) son
support : supp(f) = RY \ O oit @ est la réunion de tous les ouverts sur lesquels f est nulle
presque partout. En particulier, pour presque tout z & supp(f), on a f(z) = 0.

— Pour f une fonction de classe C! sur RY, on note, pouri € {1,..,N}, ,%E ln dérivée de f par

par rapport i sa 1™ variable,

— Pour tout borélien B € RY, on note mes(B) = [; dz sa mesure et on désigne par 15 la fone-
tion caractéristique de cet ensemble B : 15(x) vaut 1 8i x € B et vaut 08l x ¢ B,

— Boit [ une fonction intégrable sur RN, On définit sa transformée de FOURIER par
f: £ e RY — f(E) = /RN e e f(z) de.
— Soit f une fonction mesurable sur [0, co[, on définit sa transformée de LAPLACE par
1€ Cr L(f)(2) = [ome‘*“f(t) dt, (L)
i o elle eat bien définie. |

Le sujet débute par trois questions préliminaires qui serviront dans la suite du probléme mais qui
penvent étre traitées de maniére indépendante. L'objectif de la partie 1T est d’établir des propriétés
de la transformée de LAPLACE et d'en déduire une résolution d'équations différentielles. Les parties
suivantes sont centrées sur la transformée de FOURIER, des propriétés fondamentales sont établies
dans les parties IIT et IV et les parties suivantes V, VI et VII sont consacrées & I'étude d'un espace
de HILBERT et des propriétés topologiques de suites de fonctions dans cet espace de HILBERT. Les
parties sont généralement indépendantes; en cas de besoin, on pourra admettre les résultats établis
par certaines questiona pour aborder les parties suivantes,
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Rappels

On rappelle tet quelques définitions uliles el des dnoneds qui pourront étre exploilés sans démonstra-
tion tout au long du sujet.

L'ensemble des fonctions de classe €™ sur RY A support compact, noté C°(RY), est dense
dans L'(RM).
Solent E, F' deux espaces vectoriels normés, Soit D C F et soit F une famille de fonetions
définies sur D A valeurs dans (F, |.||F).
On dit que la famille F est équibornée si et seulement 8'il existe K = 0 tel que pour tout f € F
et tout z € D, on a || f(z)||r = K.
On dit que la famille F est dguicontinue sur D si et seulement si pour tout ¢ = 0, il existe 5 = 0
tel que pour tous x,y € D, si ||z —y||g = n alors, quel que soit f € F,ona ||f(z) ~ f(¥)||r < e
Théoréme d’ARZELA-ASCOLI
Soit D ¢ R"™ un ensemble compact et F une famille de fonctions continues sur D A valeurs
dans C telle que

s F est équicontinue,

s pour tout @ € 1), 'ensemble { f(x), f & F} est relativement compact dans C.
Alora F est relativement compacte dans 'ensemble des fonetions continues sur I3 4 valeurs
dans C, noté (C(D,C), |« ||ec), muni de la norme ||f||e = supgep |f(2)].
Théoréme d’inversion de la transformée de FOURIER
Pour toute fonction f € L'(RY) telle que fE LY(RM), on a, pour presque tout = € RV,

1

@) = Gow RN IGL

Théoréme de PLANCHEREL

La restrietion de la transformée de FOURIER A L"(RN) Bl LQ(RN) ge prolonge eén un iso-
morphisme de L2(RY) sur L2(RY), que I'on note encore f —+ f, et pour toutes fonctions
frge L*(RY) on a

—— 1 - =
Jo @ bz = e [ FeerTE o

Il s’ensuit que, pour tout f € L*(RY),

1 =
11z = Gl FllZa:

Convolution et transformée de FOURIER
Pour f et g deux éléments de L'(RY), on pose

e RN s fugl@)= [ S Og)dt

qui définit une fonction de L'(RY). On a alors, pour tout £ € RV, mw) - f(}:)g(g)



I Exercices préliminaires

Cette partie est consacrée A trois résultats généranx et indépendants entre eux. Lorsqu'ils seront utiles
dans la suite du probléme, une référence claire y sera faite. Le troisiéme exercice est plus exigeant
techniquement ot n'intervient que dans la Partie VII du probléme.

1. Soit g € ([0,1], R) telle que fnl w"g(u) du = 0 pour tout n € N. Montrer que g est Uapplication
nulle,
2. Soit f € LY(RN). Montrer que f est une fonction bien définie, continue et bornée sur RV,

3. Seit D un ensemble compact de RY, On considére une suite de fonctions (”“)nen définies sur
L) et A valeurs réelles qui vérifie les trois propriétés suivantes

i) pour tout n € N, la fonction uy est continue sur D,
ii) pour tout n € N et tout £ € I, on a 0 < upy(2) < un(z),
iii) pour tout € 12, on a “ll}nga tn(z) = u(z), on la fonction u est continue sur D.

Montrer que (g )nen converge vers u uniformément sur D,

II  Autour de la transformée de LAPLACE

1. Soit f une fonction mesurable sur [0, oo A valeurs dans C. On note
A(f)={scRtel quet s |f(t)]e™™ € Ll([(],-i-m[)}.

Meontrer que si 8 € A(f) alors pour tout 8’ = s, &' € A(f). En déduire que si I'ensemble A(f)
eat non vide, alors ¢'est un intervalle non borné 4 droite,

On appelle alors abscisse de sommabilité de f, 'élément o( f) appartenant & R défini par
a(f) = inf (A(f)).

On s'intéresse A la transformée de LAPLACE (L) de f.
On note ¥ 'ensemble des fonetions mesurables qui admettent une abscisse de sommabilité dans
RU {-o0o}:

2. Montrer que L(f) est bien définie sur le demi-plan Fy(py = {z € C,Re(z) = o(f)}.

3. Montrer que L(f) est une fonction holomorphe sur Fy sy et exprimer les dérivées nme de L(f)
sous forme d'intégrales puis sous forme de transformées de LAPLACE.

4. On suppose f de classe C' sur [0, 00] et on désigne par a(f’) I'abscisse de sommabilité de J,
qu'on supposera finie. On pose # = max(e(f),o(f")) et on note Pz = {z € C,Re(z) = f}.
Montrer que, pour tout z € Pg, on a L{f')(z) = zL(f)(z) = f(0).

5. Déterminer les abacisses de sommabilité et transformées de LAPLACE (lorsque cela est possible)
des fonetions suivantes. Le cas échéant, on justifiera que ces transformées de LAPLACE sont
prolongeables en des fonctions méromorphes sur C en précisant le ou les poles de ces fonetions.

(a) £+ sin(wt), avee w € R.
(b) t = cos(wt), aveec w € R.
(e) ¢ tsin(wt), avec w € R,
(d) ¢ et

Tournez la page S.V.P.



6. L'objectif de cette section est de démontrer que la transformée de LAPLACE est une application
injective sur le sous-ensemble X' = {f : [0, +-00[+ C, continue, o(f) < +oo0} de %

(a) Soit f € X', Soient z € R tel que z = o(f) et a = 0.
Pour t = 0, on pose h(t) = f,:‘; e~ ™ f(u)du. Montrer que

+oo
L)z +a) = .:;fn e~ th(t) dt.

(b) On suppose, de plus, que L{f) = 0.

1. Montrer que pour tout n € N, l'intégrale ]r;l u™ h(— In(u)) du existe et vaut 0.

ii. Conclure en se servant de la question 1 de la partie [,

7. On considére le probléme
(P1) ¢ +y=2cos(t), ¥(0)=0, ¥ (0)=1

(a) Justifier l'existence, sans caleul, d'une unique solution f; définie sur Ry de (P1).

(b) On suppose que o(f;) et o(f]) sont finis. Justifier que la transformée de LAPLACE de f;
vérifie, pour un certain # € R que I'on ne cherchera pas A déterminer, la relation suivante
pour tout z € Fy

2z 1

CESVR e

L(fi)(z) =

(¢) En déduire 'expression de la solution fj.

IIT Transformée de FOURIER en dimension 1

1. Un premier exemple,
Soit b €]0, +0o[. On pose fy = 1j_p 4.
(a) Déterminer la transformée de FOURIER de [,
(b) A-t-on f, dans L'(R)?
2, Un deuxié¢me exemple,
Soit a = 0. On considére les fonctions f, :z € R g—az? (définie sur R) et g, : 2 € C > e~
(définie sur C).
(a) Vérifier que f, € LY(R).
(b) En considérant la fonction g, et un contour fermé adéquat établir qu’on a, pour tout £ € R,

~(Vaztighe)® 4 _ Lf —ud
fl’tﬂ dx e Rﬂ du,

(¢) En déduire I'expression de ?:.
[Indication ; on pourra utiliser, sans démonstration, U'dgalité [ e~ du = V.|

(d) Montrer que f, admet également une transformée de FOURIER et 'exprimer en fonction
de f,.

3. Soit K : x € R e~*|. Montrer que K admet une transformée de FouriEr et la déterminer.



1A%

v

4. On considére le probléme (P2) : 3" —y = [.

On note .#'(R) 'ensemble des fonctions g indéfiniment dérivables sur R et telles que pour tous
entiers v, f e N, on a
Pa,p(g) = sup |2%g!#)(z)| < +o0.
R
(n) On suppose dans cette question que f € #(R).
i. Soit y une solution de (P2) qui admet une transformée de FOURIER, notée j. Montrer
que pour tout £ € R, on a §(£) = lLl(%)g

il. En utilisant les résultats de la question 3 de cette partie et les résultats rappelés en
début de sujet, montrer que (P2) admet une unique solution y € .#(R).

(b) On suppose maintenant que f € L*(R).

i. On introduit la fonction définie par g : £ € R — g(£) = _'1L|('?T Montrer qu'il existe
un unique y € L*(R) tel que § = g.

ii. Montrer que y est une solution faible de 4" — y = f, ¢’est & dire qui vérifie, pour toute
fonction ¢ € C22(R), la relation

fR y(x)(—p(z) + " (2)) dz = frt fz)ep(x) de.

Transformée de FOURIER en dimension 2

. Soit @ > 0. On note h: z = (z1,72) € R? = exp (—a(z} + z3)).

Montrer que h € L'(R?) et déterminer sa transformée de FOURIER.
[Indication : on pourra se servir de la question 2 de la partie I11.]

2, Soit f une fonction de classe ' sur R* A support compact.

(n) Montrer que ?%L. admet une transformée de FOURIER et que pour tout £ = (£1,£) € R?
on a o
af

7ar (8) = 67(6)

(b) En déduire qu'il existe Cy > 0, dépendant de f, telle que pour tout £ € R*\ {0} on a

HGES1

. Montrer que si f € L'(R?) alors on a ”ﬂ}im‘ f(&)=o.
]

. Montrer que si f € L'(R?) alors f est uniformément continue,

[Indication : on pourra utiliser la question 2 de la partie L]

Etude d’un espace de HILBERT

Dans toute la suite, o désigne un réel positif ou nul. On désigne par H™ Uensemble des fonctions

[:R* = R de L*(R?) telles que

0o = 0+ 1) 17(€) d < oo
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1. Soit U"H)HCN. une suite de vecteurs de R? qui tend vers 0 lorsque n tend vers +o00. Montrer que
gn:x e i@ _ l)ne converge uniformément vers la fonction nulle sur B(0, R), pour tout
réel 0 < R < oo.

2. Déterminer 'ensemble des réels o = 0 tels que intégrale

o T TR
Rr2 L+ [[€]|%

M

soit finie,

Les questions 3, 4 et § sont indépendantes.

3, Soit fe H* avec o = 1.
(a) Montrer que ft: L'(R?).
n déduire que met un représentant continu et borné, ¢'est-a-dire est égale presque

(b) En dédui J admet caentant ti t borné, c'est-A-di t égal
partout & une fonction continue et borndée,
{Indication : on pourra utiliser, sans plus de justification, le fait que, si f € L{ (R?) vérifie
Jiz f(2)ip(z) dz = 0 pour tout ¢ € C®(R?), alors f est nulle presque partout. On pourra
également exploiter le résultat de la question 2 de la partie 1]

4, Soit e = 0. L'objectif est de montrer que H® est un espace de HILBERT.
(a) Justifier que H® et || - || yo définissent un espace préhilbertion.
(b) Soit (fr)new une suite de Cauchy de H®.
i. Montrer que (fn)nen admet une limite, qu'on notera g, dans L?(R?).
ii. Montrer que g € H™,
[Indication : on pourra® remarquer d’abord qu'il existe une constante C = 0 telle que,
pour tout 0 < R < 00, on a [y (1 + €12 |g(€)2dé < €]
iii. Conelure que ™ est un espace de HILBERT,
5. Soit (f“)m;N une suite bornée dans L*(R?) (c'est-d-dire qu'il existe A = 0 tel que pour tout
ne Nonal|ful2 = A) et telle qu'il existe 0 < M < oo vérifiant supp(f,) € B(0, M) pour
tout n € N.

(a) Montrer que, pour tout 0 < R < oo, la suite (ﬁ‘)"EN est équibornée et équicontinue sur
B(0, R).

(b) On suppose de plus que (fﬂ)m_N est bornée dans H™ pour o = 0. En déduire que I'ensemble
{fn, n € N} est relativement compact dans L*(R?),

(¢) En conclure, sous les hypothéses du b), que 'ensemble {fﬂ. n € N] est relativement
compact dans L*(R?).

VI Une propriété de régularisation

Dans cette partie on g'intéresse & une guite de fonctions f, ¢ (::, k) € R3 ® R2 = falz, k) € R qui
vérifio
(H1) aupf fu(z, k)| dkdz = Mo < o,
neN JRI<RA

. N2 ks o
(H2) ﬂﬁfmxm Ik - Vafu(z, k) dk de = My < oo,

1. mais d'autres approches sont possibles,



et telle que supp(fu) € {(z, k) € R? x R?, ||z|| £ R, ||k|| £ R} et o on a utilisé la notation abrégée

2
k Vo= k

i=1

9
{?:r‘.; .

Les dérivées sont ici comprises au sens des distributions et sont supposées étre L? « au sens faible » sui-
vant? : on a f € L3(R? x R?) et on suppose qu'il existe une constante €' = 0 telle que pour toute
fonction 1 € C2°(R? x R?), on a
k) k- . = .
oy 1K) ke Vit k) dkda| < Clollagasry
Dans ce cas on écrit k- V. f € L*(R? x R?) et on note

1/2
I VeSlaoxny = ([, 1 Vaf(a b dhd)

'f Jlz, k) k-« Vayp(z, k) dk dz
RixR?

41l 22 < m2)

¥ € CP(R? x R?)\ {0}

= sup

Dans toute la suite, I désigne un réel strictement positif, quelconque,
Soit ¢ € C®(R?) & support compact telle que supp() C {k € R?, ||k|| < R} = B(0, R). On pose

(@) = [ Iula,) (k) d

On va étre amend & manipuler des fransformations de FOURIER partielles, On note alors

R0 = [ fa(w ke € dz,
et
pul€) = [ | Fale k) (k) . )

Enfin, on pourra exploiter sans plus de justification le fait que || /|| La(r2xRa) et ||f||L*{l’t*xl’t'-") sont des
normes équivalentes sur L?(R? x R?).

L'objectif de cette partie et de la suivante (sous des hypothéses plus faibles) est de montrer que Uen-
semble {pp, n € N} est en fait relativernent compact dans L?(R?).

1. Montrer que la suite (pﬂ,)ﬂeﬂ est bornée dans L?(R?).

2. Justifier que la formule (#) définissant 7, (£) a bien un sens pour presque tout tout £ ¢ R?,
3. Soit ¢ = 0. Pour £ # 0, on introduit les domaines

B(€) = {k e R? |6 k[ < ellEll},  Ge(é) = {k e R?, € k| > ell€]l}.

Puis on pose gy = jn + by avee

bin(€) = fﬂ RZGEE IO /ﬂ PRAGDECED

2, Il n'est pas nécessaire de s’attarder sur le cadre fonetionnel déerit cl-dessous qui précise le cadre de iravail.
On peut aborder les questions suivantes directement.
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(a) Représenter graphiquement le domaine B, (£) N B(0, B) pour 0 < e < 1,
(b) Pour £ # 0 fixé, on note u; = 'ﬂéﬂ et wug tel que (uy,ug) soit une base orthonormée de

R? pour sa structure euclidienne canonique. Montrer que pour tout vecteur & de R? de
coordonnées dans la base canonique (ky, kz) € R?, il existe un unique couple (k],k}) € R?
tel que k = kjuy + khus.
Montrer que (ky,kz) = (k],k5) définit un changement de variables dont le jacobien est de
valeur absolue égale 4 1,

(¢) Montrer, & 'aide du changement de variables défini ei-dessus, que
mes(B,(¢) N B(0, R)) := / dk < Ce
Be(£)NB(0,R)
ol ' = 0 est une constante indépendante de e.
(d) En déduire que |pn(€)| < v/ Ha(€) ot (Hp), . est une suite bornée dans L?(R?),
(e) En exploitant I'hypothése (H2), obtenir une estimation de la forme

1
i (£)] = ml’ﬂ(f)

ol (Fﬂ)nFN est une suite bornée dans L?(R?).
[Indication : on pourra & nouveau ubiliser le changement de variables défini par (b).]
(f}) En optimisant les inégalités précédentes par rapport & ¢, en conclure que la suite (pﬂ)
gl bornde dans H”Q.
4. En déduire que 'ensemble {pﬂ,, neN } est relativement compact dans L?(R?).

neM

VII Une propriété de compacité

On wlilise les mémes notations el hypothéses que dans la partie VI mais on affaiblit Vhypothése (H2)
en la remplacant par

(H2) aup ( f (a(k). Vi, WP dk dz ) = My < o0,
neN Y RIxR?

ot a: R? = R? est une fonction mesurable donnée telle que pour tout 0 < R < oo et tout £ € R?\ {0}

mes({k € B(0, R), a(k)- £ = 0}) = ff o Mty =0y k=0

On rappelle que, pour 0 < R < oo, B(0,R) = {k € R?, ||k|| < R}.

1. On introduit une fonction x : R < [0, 1] de classe C™ et telle que
pourtout se R, 0= x(s) =1, x(s)=1si|s| <1, x(s)=0si]|s| =2

et, de plus, ¥ est paire et monotone sur [0, 4-col.
(a) Représenter graphiquement la fonction .
(b) On note 8 = {¢ &€ R2,||¢|| = 1}. Soit 0 < ¢ < ¢/, On note

e : ¢ € 8 — me() = f M) dk.

B(0,R) ( ‘

Meontrer que, pour tout { € S, on a

mes({k € B(0,R), |a(k) - ¢| < ¢}) = fmn . Ljagkycize Ak < me(€) < my (€).
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(e) Montrer que (m,,)nen converge uniformément vers 0 sur 8 lorsque (€,)pen @8t une suite
décroissante qui tend vers 0.
[Indication : on pourra se servir de la question 8 de la partie I.]

2. (a) En gardant les notations de la partie VI, établir que, pour € #0 et 0 < ¢ < 1, on a

1
el[€]]

|2 (€)] = () + ﬁn(ﬁ)‘/mea({k € B(0,R), |a(k) - ﬁ| < e})

ol les suites (ﬁ‘,.,)ﬂc” et (ﬁ“)new sont bornées dans LQ(RQ).

(b) En déduire que
Ii / i) 2d:l )} = (],
Avoo {2:5 ( (=X 1P d3

3. En g'inspirant de I"approche développée 4 la question V-5, en conclure que I'ensemble
{pﬂ, ne N} est relativement compact dans L?(R?).
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