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Maintenant que lesorbites sont munies d'une topologie, consid\303\251rons \303\240

nouveau la bijection

\303\224\303\202: GLm(K) x GLn(K)/GA \342\200\224>0r,

o\303\271A est une matrice fix\303\251ede rang r. Il est raisonnablement naturel de se
demander :

> comment mettre une topologie sur le quotient GLm(K) x GLu(K)/Ga ?

> peut-on esp\303\251rer que W\303\202soit continue ? Voire que ce soit un hom\303\251omor-

phisme, c'est-\303\240-dire que sa bijection r\303\251ciproque soit aussi continue ?

Ces questions motivent l'introduction de topologie dans les actions, ce qui

est l'essentiel du chapitre II.

A. Annexe. Vocabulaire des actions de groupes
Ce paragraphe un peu aust\303\250re a vocation \303\240rappeler les concepts essentiels

pour la manipulation des actions de groupes.

A.l. D\303\251finitions

A. 1.1. D\303\251finition. Soit G un groupe et X un ensemble. On appelle action

\303\240gauche ou op\303\251ration \303\240gauche ou, plus simplement, action ou op\303\251ration

de G sur X une application a : G x X \342\200\224>X, (g, x) t-> g \342\200\242x telle que :

1. V(5>fl') \342\202\254G, Vx \342\202\254X, g
\342\226\240

(g'
\342\226\240

x)
= (gg') \342\226\240

x,

2. Vx G X, e \342\200\242x = x (o\303\271e est le neutre de G).

A.1.2. Remarque. On associe \303\240l'action a le morphisme ip : G \342\200\224>6(X),

g t->
ipg de G vers le groupe &(X) des permutations de X dans X d\303\251fini

par \\ ij)g(x)
= g \342\200\242x pour g de G et x de X.

Inversement, \303\251tant donn\303\251 un morphisme i\\) : G \342\200\224>&(X), on d\303\251finit une

action par a(g,x) = ipg(x) pour g de G et x deX.

A.1.3.Miseen garde.Ainsi, les donn\303\251es de a et de ip sont \303\251quivalentes,

mais il ne faut pas les confondre. En particulier, a n'est pas un morphisme

ou, par exemple, une application partielle G \342\200\224\302\273X, g t-> g \342\200\242x non plus

(eh ! l'ensembleX n'estpasun groupe en g\303\251n\303\251ral); en tout \303\251tatde cause,

le stabilisateur d'un point x n'estpas un noyau (il n'est pas distingu\303\251 en

g\303\251n\303\251ral).

Ainsi, si l'on parle du \302\253noyau de l'action \302\273,il faut comprendre le noyau du

morphisme i/j.
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A. 1.4. Remarque. On d\303\251finit de m\303\252me une action \303\240droite de G sur X

comme \303\251tantune application /3 : G x X \342\200\224>X, (g, x) i-> x \342\200\242
g, telle que

1. V(s, <?') eG,VxeX9x.(g>g') = x> {gg'),

2. \\/x G X, x \342\200\242e = x (o\303\271e est le neutre de G).

On v\303\251rifieimm\303\251diatement qu'une application /3 : G x X \342\200\224yX est une action

\303\240droite si et seulement si l'application a : G x X \342\200\224>X, (#,#) t-> x \342\200\242
g-1

(c'est-\303\240-dire, a(^,x)
= P{g~l^x) pour tout (#,#)) est une action \303\240gauche.

A.1.5. D\303\251finition. Soit a : G x X \342\200\224yX une action. L'orbite d'un point x
de X est l'ensemblenot\303\2510X ou Orb(x) ou G \342\200\242x d\303\251finipar :

G \342\200\242x = {g \342\200\242x , 5GG}.

L'action est dite transitive si elle n'admetqu'uneseuleorbite : pour tout x

de X, G-x = X ; autrement dit, pour x et x' quelconquesdans X, il existe g
de G tel que x' =

g
- x.

A.1.6. D\303\251finition. Soit G un groupe agissant sur un ensemble X. On

appelle ensemble quotient de X par G l'ensemble des orbites de X pour
l'actionde G.Cetensemble sera not\303\251X/G.

C'est le moment d'introduire la d\303\251finition la plus fumeuse de l'ouvrage,
mais pourtant bien utile : la notion de forme normale. Dans une orbite,

on choisira un repr\303\251sentant plus agr\303\251able que les autres et on l'appellera
forme normale (de l'orbite). Ce choix peut d\303\251pendre de plusieurs facteurs :

affectivit\303\251, simplicit\303\251, visibilit\303\251 seront les crit\303\250res principaux. Comme on

peut le constater, on nage dansle subjectif, il est donc pertinent de parler
de normalit\303\251. Un petit r\303\251sum\303\251sur les formes normales pourra \303\252tretrouv\303\251

dans l'annexe II-E.

A.1.7. D\303\251finition. Soit a : G x X \342\200\224>X une action. Le stabilisateur ou

groupe d'isotropie d'un point x de X est le sous-groupe not\303\251Stab<3(#) ou

encore Gx d\303\251finipar :

StabG(#) = Gx = {g G G , g
\342\200\242x = x}.

L'action est dite libre si tous les stabilisateurs sont triviaux, i.e. r\303\251duits au

neutre e : pour tout x de X, Gx
= {e}.
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A.1.8. Remarque (Importance du stabilisateur).Il y a au moins

quatre types de raisonspour s'int\303\251resser aux stabilisateurs des points de X :
ils permettent d'identifier une orbite \303\240un quotient G/Gx (c'est la raison
principale,voir le th\303\251or\303\250me1-3.2), ils donnent un crit\303\250re pour qu'une action

soit doublement transitive (on veut que, pour tout #, Gx agisse
transitivement sur X\\{x}), ils permettent de donner un analogue des \302\253cercles \302\273

dans un contexte tr\303\250sg\303\251n\303\251ral,voir exercice I-A.1.9, ils permettent de voir

si une action reste transitive par restriction \303\240un sous-groupe, voir

proposition I-A.1.12.

A.1.9. Exercice. Dans le cadre de l'action d'un groupe G sur un

ensemble X, on convient d'appeler cercle de centre A G X, passant par
B G X, l'orbite, G a ' B, de B pour le stabilisateur de A. Montrer que
l'on retrouve notre bonne vieille notion de cercle en consid\303\251rant l'action

naturelle du groupe orthogonal 0(2) (ou m\303\252me S0(2)^, sur le plan
vectoriel euclidien.

Voici tout de suite une premi\303\250re proposition essentielle pour la

compr\303\251hensionde la relation entre groupes et orbites.

A.1.10.Proposition.Soit G un groupe op\303\251rant sur un ensemble X et x
dans X. Alors, Gg.x

= gGxg~x.

D\303\251monstration. On a (gGxg-1)
\342\200\242

(g
\342\200\242

x)
= (gGx) \342\200\242x = g \342\200\242x. On en d\303\251duit

l'inclusion gGxg~l C Gg.x. En rempla\303\247ant x par g \342\200\242x et g par g~l dans
la formule, il vient g~1Gg.xg C G5-i.(5.x), ce qui donne l'inclusioninverse,

c'est-\303\240-dire Gg.x C gGxg~x. \342\226\241

A.1.11. Remarque. Il y a ici une chose essentiellequ'il faut retenir sur

les groupes : il y a deux mondes, celui des groupes et celui des objets
sur lesquels les groupes agissent. La translation dans le monde des objets

(comprendre x *->g-x dans X) setraduit en une conjugaison dans le monde
des groupes(comprendre h \\-\302\245ghg~x dans G). De grandes confusionsse
dissiperont apr\303\250slecture en boucle de ce principe.

Si G est un groupe agissant transitivement sur un ensemble X, on peut se
demander si l'actionest encoreassez\302\253puissante \302\273pour rester transitive

apr\303\250srestriction \303\240un sous-groupe H pas trop petit. Tout d\303\251pend bien s\303\273r

du stabilisateur d'un \303\251l\303\251mentde X. Ce crit\303\250re sera utile dans la suite pour
montrer qu'une action transitive le reste apr\303\250srestriction \303\240un sous-groupe.
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A.1.12. Proposition. Soit G un groupe agissant transitivement sur un

ensemble X et H un sous-groupe de G. Les conditions suivantes sont
\303\251quivalentes

(i) Le sous-groupe H agit transitivement sur X.

(ii)Il existe x dans X tel que G = HGX.
(iii)Il existe x dans X et une famille (gi)iei de repr\303\251sentants dans G de

H\\G telle que gi G Gx pour tout i.

D\303\251monstration.

(i) => (ii). Prenons (en fait) x quelconque dans X. Soit g dans G, on veut

montrer que g G hGx, avec h G H. On posey
= g

\342\200\242x.

Par hypoth\303\250se, il existe h dans H tel que h - x \342\200\224
y. Cela prouve que

h-1 g G Gx, d'o\303\271l'assertion.

(ii) => (iii). Par hypoth\303\250ses, on a G =
{JgeGx^9- Or, lesclassesHg sont

soit \303\251gales, soit disjointes. On peut donc extraire de Gx une famille {gijiei
telle que G = \\JieIHgi^ o\303\271la r\303\251union est cette fois disjointe. Cela prouve
la conclusionvoulue.

(iii) => (i). Avec les hypoth\303\250ses, il vient

H.x={jH'X=\\jH.(9i.x)
=

\\J (H9i) .x = G-x = X.

iei iei iei

Cela prouve la transitivit\303\251 de H.

\342\226\241

A. 1.13. D\303\251finition (Propri\303\251t\303\251s d'une action). Soit a : G x X -* X

une action d'un groupe G sur un ensemble X.

L'action est dite :
> fid\303\250lesi l'intersection des stabilisateurs des points deX est triviale, i.e.

s'il n'existe pas d'\303\251l\303\251mentsde G autre que e qui fixe tous les points
de X, i.e. si le noyau du morphisme de l'action est trivial;

> libre si tous les stabilisateurs des points de X sont triviaux ;

> doublement transitive si, \303\251tant donn\303\251 deux couples (x 1,0:2) et (2/1,2/2)
d'\303\251l\303\251mentsdistincts de X, il existe g de G tel que g-x\\

= y\\ et g-X2 =
2/2 ;

> n fois transitive (o\303\271n est un entier naturel non nul) si, \303\251tant donn\303\251

deux n-listes (#i)i^n et (yi)i^i^n d'\303\251l\303\251mentsdeux \303\240deux distincts

de X, il existe g de G tel que g-Xi =yi pour tout i ; on dit qu'elle est n
fois simplement transitive si, de plus, un tel g est unique ;

> simplement transitive si elle est une fois simplement transitive, c'est-\303\240-

dire si pour tout x, y de X, il existeun unique g de G tel que g -x =
y.

Notons que dans ce cas, l'application g i-> g
\342\200\242x est une bijection de G

vers X pour tout x de X.
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A. 1.14. Exercice. Montrer qu'une action est doublement transitive si
et seulement si la restriction de Vaction \303\240chacun des stabilisateurs des

points de X est transitive sur X \\ {x}(autrement dit, pour tout x de X, le

groupe Gx agit transitivement sur X \\ {x}).

o

A.1.15. Exemple. L'action du groupe lin\303\251aire sur les droites est transitive
mais pas fid\303\250le: les homoth\303\251ties agissent trivialement.

Une action induit une action fid\303\250ledu quotient du groupe par le noyau de

l'action, i.e. le noyau du morphisme associ\303\251 \303\240l'action.

A. 1.16. Exemple (E uno plures)
Si G agit sur X et n est un entier naturel non nul, on obtient une action

dite diagonale de G sur Xn par la formule :

VgeG, V(xi,...,xn) G Xn, g'(xu...,xn) = (g \342\200\242
xu... ,g -xn).

A. 1.17. Remarque. Soit a : G x X -> X une action (\303\240gauche) d'un

groupe G sur un ensemble X. Pour tout ensemble y, on h\303\251rited'une action

sur l'ensemble ^\"(X, Y) des applicationsde X dans Y comme suit : pour g
\303\251l\303\251mentdu groupe, / application de X dans y, on d\303\251finit g

\342\200\242
/ par :

Vx\342\202\254X, g-f(x) = f(g-1-x).

La pr\303\251sence de l'inverse est n\303\251cessaire pour avoir une action \303\240gauche et

non \303\240droite.

De plus, si Y = K est un corps, <^(X,K) est un espace vectoriel (l'espace
des fonctions sur X \303\240valeurs dans K), et l'action ainsi d\303\251finie est lin\303\251aire :

autrement dit, c'est une repr\303\251sentation lin\303\251aire de G. C'est une id\303\251e

fondamentale en th\303\251orie des repr\303\251sentations : une action g\303\251om\303\251triqueint\303\251ressante

de G sur X donne lieu \303\240des repr\303\251sentations lin\303\251aires int\303\251ressantes de G.

Elle sera largement illustr\303\251e dans notre \303\251tude des repr\303\251sentations des sous

-groupes finis de S03(M) et SU2(C) dans [7, Chap. X et XI].
Bien s\303\273r,avec des groupes et des ensembles infinis, il y a trop de
fonctions. On ne prend alors que les fonctions continues, ou d\303\251rivables, ou po-

lynormales, ou bien on consid\303\250re des avatars de fonctions : distributions,
sectionsde fibres, etc.

A.1.18. Exercice. On suppose que le groupe G agit sur Vensemble X et
donc sur l'ensembledes fonctions &(X,Y) comme ci-dessus. On note

&(X,Y)G := {/ \342\202\254&(X,Y), g-f =
f,Vg\342\202\254G}

l'ensemble des fonctions G-invariantes de X dans Y.
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1. Montrer que si f v\303\251rifie g
\342\200\242

/ = / pour un g de G, alors h- f = f pour

tout h dans le sous-groupe (g) engendr\303\251 par g.

Le stabilisateur de / contient g et, comme c'est un sous-groupe, il

contient (g).

2. En d\303\251duire que si f v\303\251rifie g
\342\200\242

f
= f, alors la fonction f d\303\251finit par

passage au quotient une fonction f de X/(g) vers Y telle que f(x) =

f{x), o\303\271xd\303\251signe rorbite dex. En d\303\251duire que l'ensemble des fonctions
de X vers Y invariantes par g est en bijection avec &(X/{g),Y).

Soit h dans (g). On a /(fc \342\200\242
x)

= (h~x
\342\200\242

f)(x)
= /(#), par invariance.

L'action passedonc bien au quotient.

On consid\303\250re l'application i qui envoie / sur /, qui est bien d\303\251finie par

ce qui pr\303\251c\303\250de.On note que / = i(f) o
7rp, o\303\271irg d\303\251signe

l'applicationquotient X \342\200\224\302\273X/(g). Cela prouve facilement que i est injective,

surjective, et donc bijective de &(X,Y)b> vers &(X/(g),Y).

A. 1.19. Remarque. Cet exercice trouvera une application haute en
couleurs au moment de V\303\251tude des solides platoniciens, voir [6, Exercice C6].

o

Actionsd'un groupesur lui-m\303\252me

A.1.20. D\303\251finition. Soit G un groupe. On d\303\251finit trois actions de G sur
lui-m\303\252me :

> par translations \303\240gauche : l'action de g sur h est : g \342\200\242h = gh ;
> par translations \303\240droite : l'action de g sur h est : g \342\200\242h = hg~l ;
> par conjugaison : l'action de g sur h est : g \342\200\242h = ghg~x.

L'action d'un groupe G par translations est libre et transitive. L'action par
conjugaison n'est jamais libre (sauf groupe trivial) et pas n\303\251cessairement

fid\303\250le: son noyau est le centre du groupe, souvent not\303\251Z(G).

A.1.21. D\303\251finition. Soit G un groupe et soit H un sous-groupe de G. On

appelle centralisateur de H l'intersection des stabilisateurs des \303\251l\303\251ments

de H pour l'action par conjugaison :

ZG(H)= {geG, VheH,ghg-1= h}.

(Ainsi, par exemple, le centre de G est : Z(G)
=

Zq(G).)

Ces actions induisent des actions sur les parties de G : par exemple, si g
est un \303\251l\303\251mentde G et V une partie de G, la partie gV est l'ensemble des
\303\251l\303\251mentsgh o\303\271h parcourt V\\ la partie gVg~x est l'ensembledes ghg~l
o\303\271h parcourt F, etc.
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A.1.22. D\303\251finition. Soit G un groupe et soit H un sous-groupe de G.

On appelle normalisateur de H le stabilisateur de H pour l'action par
conjugaison :

NG(H)= {geG, VheH,ghg-1G H}.

A. 1.23. Exercice. Montrer que le normalisateur de H dans G est le plus
grand sous-groupede G dans lequel H est distingu\303\251.

On suppose maintenant le groupe fini. Montrer que le cardinal de l'ensemble
des sous-groupesde G qui sont conjugu\303\251s \303\240H est \303\251gal\303\240l'indice de Nq(H)
dans G, c'est-\303\240-dire au cardinal de l'ensemble quotient G/Nq(H).
On voit directement que H est inclus dans Nq(H). Par construction, H

est distingu\303\251 dans son normalisateur, puisque qu'il est stable par action
par conjugaison de son normalisateur. Maintenant, si H est distingu\303\251 dans

un sous-groupe N de G, l'actionpar conjugaison de N stabilise H et donc
N c NG(H).

La derni\303\250re question est juste une application du th\303\251or\303\250me3.2.

o

A.1.24. Exercice. Montrer que le centralisateur d'un sous-groupe est un

sous-groupe distingu\303\251 de son normalisateur. Exemple : quel est le quotient
du normalisateur par H lorsque G est le groupe lin\303\251aire et H le groupe des
matrices diagonales?

Soit g dans le normalisateur de H, c dans le centralisateur de H, et h

dans H. Alors, g~lhg est dans H et, donc, c le centralise. On a ainsi

gcg~lh=
gc(g~1hg)g~1

= gig^hg^g'1 = higcg'1.

Donc, gcg~l est encoredans le centralisateur de H.

Pour la derni\303\250re question, le quotient est le groupe sym\303\251trique qui permute

les \303\251l\303\251mentsde la diagonale ! On le verra au moment de [?, 1-3], voir aussi
l'exerciceIII-D.6.Cetexempleest crucial pour \303\251tendre la d\303\251composition

de Bruhat aux groupes classiques.
o

Principe de translation
A.1.25.Principe.Dans l'action d'un groupe (resp. d'un groupe
topologique, d'un groupe de Lie) sur lui-m\303\252me par translations (\303\240gauche ou \303\240

droite), la translation par un \303\251l\303\251mentg est une bijection (resp. un hom\303\251o-

morphisme, un diff\303\251omorphisme). Aussi, elle permet d'\303\251tendre des

propri\303\251t\303\251svraies au voisinage du neutre vers un voisinage de g. (Par exemple, le
neutre e est un point isol\303\251ou pas de G ; le singleton {e} est ferm\303\251; si une

partie V est un voisinage [...] du neutre, gV est un voisinage [...] de g, etc.)
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Principe de conjugaison

A.1.26. Principe (D. Perrin[20]- M.Audin [2]). Si g est un \303\251l\303\251ment

d'un groupe de transformations G sur un ensemble X,

(i) un conjugu\303\251 hgh-1 de g par un \303\251l\303\251menth \342\202\254G est \302\253de m\303\252me nature

g\303\251om\303\251trique\302\273que g ;

(ii) les \303\251l\303\251mentsd\303\251finissant cette \302\253nature \302\273sont, pour le conjugu\303\251 hgh~l,

les images, dans X, de ceuxde g par h.

Dans les exemples qui suivent, on illustre ce principe : \303\240chaque fois que
Ton conjugue par g, l'effet de la conjugaison, sur la g\303\251om\303\251triesur laquelle

le groupe G agit, se fait par image directe par g. Et r\303\251ciproquement ! Le

deuxi\303\250me exemple est embl\303\251matique : lorsque Ton prend (l'image directe)
de x par fe, le stabilisateur de x est chang\303\251 en son conjugu\303\251 par h.

Prenez une minute pour m\303\251diter sur ce principe qui changera votre vie.

A.1.27. Exemples.Voici une batterie d'exemples plus ou moins familiers.

1. Soit G = &n un groupe sym\303\251trique. Le conjugu\303\251 d'un p-cycle est un

autre p-cycle, et, plus pr\303\251cis\303\251ment, si g =
(\303\256i,...,\303\256p)est un p-cycle,

hghr1 est le p-cycle(/i(ii),..., h(ip)).

2. Dans une orbite, tous les stabilisateurssont conjugu\303\251s, voir

propositionI-A.1.10. Plus pr\303\251cis\303\251ment, soit G un groupe op\303\251rant sur un

ensemble X. Pour x G X, on note Gx sonstabilisateur.Alors,

Gh-x = hGxh

3. Soit G agissantsur un ensemble X. Pour tout k de G, on note

Xk := {x,k.x = x},

l'ensemble des fc-invariants dans X. Alors, Xhgh = h(X9), pour h
et g quelconques.

4. Soitg une rotation d'axe D et h une isom\303\251trie. Alors, hgh~l est encore
une rotation, d'axe h(D) (et de m\303\252me angle).

5. Soit g et h deux endomorphismesd'un espacevectoriel S, avec h

inversible. Soit E\\ le sous-espace propre de g pour la valeur propre \303\200.Alors,

h(E\\) est le sous-espace propre de hgh-1pour la valeur propre \303\200.

On utilise tr\303\250ssouvent le principe de conjugaison dans des situations de

commutation : si h commute avec#, alorsh stabilise les \303\251l\303\251ments

caract\303\251ristiquesde g (par exemple points fixes,sous-espacespropres...).
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A.1.28. Lemme
1.Soit g et h deux \303\251l\303\251mentsqui commutent dans un groupe G. On suppose

que le groupe G agit sur un ensemble X, Vensemble des points fix\303\251spar g

est stable par h.

2. On suppose que g et h sont deux endomorphismesd'un espacevectoriel

et que ceux-ci commutent. Alors, tout sous-espace propre de g est stable
par h.

D\303\251monstration.

1. Soit X9 l'ensemble des \303\251l\303\251mentsde X stabilis\303\251s par g et x dans X9.
Alors,

g
-

(h- x) = (gh) \342\200\242x = (hg) \342\200\242x = h \342\200\242
(g

\342\200\242
x)

= h \342\200\242x.

On en d\303\251duit que h \342\200\242x G X9 (en fait, on peut aussile voir comme un

cas particulier de l'exemple 3 ci-dessus).
2. Soit E\\ le sous-espace propre de g pour la valeur propre \303\200et v dans E\\.

Alors,

9{Kx)) = (gh)(x)= (hg)(x)
=

h(g(x))
= h(Xx) = \\h(x).

On en d\303\251duit que h(x) G E\\.

Le lemme suivant sera utilis\303\251 plusieurs fois, sinon dans la lettre, du moins

dans l'esprit.

A. 1.29. Lemme. Soit G un sous-groupe du groupe lin\303\251aire GLn(K).

Supposons que pour toute droite D de Kn, il existeun \303\251l\303\251menth de G dont

la droite D est un sous-espace propre, c'est-\303\240-dire D = Ker(/i
\342\200\224

\303\200In)pour

un scalaire \303\200convenable. Alors, le centre de G est constitu\303\251 des homo-

th\303\251ties qui appartiennent \303\240G. En particulier, le centre de GLn(K)est le
sous-groupe K*In des homoth\303\251ties de GLn(K).

D\303\251monstration. En effet, si g est un \303\251l\303\251mentdu centre de G, alors, par
le principede conjugaison, lemme I-A.1.28, les hypoth\303\250ses impliquent que

toute droite est stable par g. Il en r\303\251sulte que g stabilise toute droite,
et g est doncune homoth\303\251tie, par la proposition II-4.4.6. R\303\251ciproquement,

toute homoth\303\251tiecommute avec tout \303\251l\303\251mentde G. Cela prouve la premi\303\250re

assertion.

On consid\303\250re l'espace Kn, muni de sa base canonique (ei,..., en).
Il suffit maintenant de montrer que toute droite peut \303\252trer\303\251alis\303\251ecomme

sous-espace propre d'un \303\251l\303\251mentde GLn(K).
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On v\303\251rifie que la matrice

/l 0\\
1 1

\342\226\240A-n
\342\200\224

'\342\200\242\342\200\2421

Vo \303\2561/

G JZn(K)

poss\303\250de Ken comme droite propre pour la valeur propre 1.

Soit D une droite quelconquede Kn. On peut trouver, par le th\303\251or\303\250mede

la base incompl\303\250te, une base (e^,..., e'n) de Kn telle que D soit engendr\303\251e

par e'n. Par le principe de translation, on voit facilement que D est droite
propre pour la valeur propre 1 de PAnP-1, o\303\271P est la matrice de passage
de (ei,..., en) vers (ei,..., e^), i.e. Pei = ej pour tout i.

Comme on a bien s\303\273rPAnP~l G GLn(K), il en r\303\251sulte par ce qui pr\303\251c\303\250de

que le centre de GLn(K) est r\303\251duit aux homoth\303\251tiesK*In de GLn(K).4 D

A.1.30. Exemple.On vient de voir que, lorsque G est le groupelin\303\251aire,

le lemme s'applique.

Pour le groupe orthogonal O(n) ou le groupe unitaire U(ri), c'est encore
plus facile : pour v vecteur non nul, la r\303\251flexion d'hyperplan qui fixe v1-
convient.

A.1.31. Remarque. On trouvera dans l'exercice I-C.8 une variante
instructive prouvant que le centre du groupe orthogonal est r\303\251duit \303\240ses

homoth\303\251ties, c'est-\303\240-dire \302\261In.

A.2. \303\211tudier une action

Voici un programme g\303\251n\303\251riquepour \303\251tudier une action d'un groupe G sur
un ensemble (ou un espace topologique) :

> classerlesorbites(par un ensemble combinatoire assez simple) ;
> trouver une \302\253forme normale \302\273(c'est-\303\240-dire, un \303\251l\303\251ment\302\253plus simple

que les autres \302\273dans chaque orbite) ;
> (dans le cadre topologique) d\303\251crire les adh\303\251rences de chaque orbite.

C'est parfois tr\303\250sfacile : pour l'action de GLn(K) sur Kn (o\303\271K est un corps
et n un entier naturel), il y a deux orbites : l'ensembledesvecteurs non

nuls et le singleton {0}; comme forme normale, on peut choisir le premier
vecteur de la base canonique ; le vecteur nul forme une orbite ferm\303\251e qui

est dans l'adh\303\251rence de l'autre orbite.

Lorsque l'action est plusriche,c'estsouvent plus compliqu\303\251 : le th\303\251or\303\250me

d'inertie de Sylvester classe les orbites de formes quadratiques r\303\251elles sous

l'action du groupe lin\303\251aire par leur signature, voir d\303\251finition V-B.3.3.

4Notez que l'utilisation de la matrice An rend valide la preuve sur tout corps, m\303\252me

le corps F2 = !


