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1 Compacité des ensembles de fonctions

régulières

1.1 Convergence uniforme

Proposition

Soit (X, τ) un espace topologique, (Y, d) un espace métrique. Soit F(X, Y )
l’ensemble des fonctions X → Y muni de la distance de la convergence uni-
forme :

d(f, g) = sup
x∈X

d(f(x), g(x)) ∈ [0,+∞], ∀f, g ∈ F(X, Y ).

Si Y est complet, alors (F(X, Y ), d) est complet.

Démonstration

1. Soit (fn) ∈ F(X, Y ) une suite de Cauchy pour d. Soit ε > 0 et soit
n0 > 0 tel que

∀n ≥ n0, ∀p ≥ 0, ∀x ∈ X, d(fn(x), dn+p(x)) < ε.

Soit x ∈ X. Alors :

∀n ≥ n0, ∀p ≥ 0, d(fn+p(x), fn(x)) < ε.

i.e. que la suite (fn(x)) est de Cauchy dans (Y, d) complet, donc
convergente : soit fn(x)→ f(x).
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2. Soit ε > 0 et soit n0 > 0 tel que

∀x ∈ X, ∀n ≥ n0, ∀p ≥ 0, d(fn+p(x), fn(x)) < ε.

On fixe n ≥ n0. Alors :

∀x ∈ X, lim
p→+∞

d(fn+p(x), fn(x)) = d(f(x), fn(x)) ≤ ε

i.e. : d(f, fn) ≤ ε, ∀n ≥ n0,

et donc fn → f dans (F(X, Y ), d).

Proposition

Soit (X, τ) un espace topologique et soit (Y, d) un espace métrique.

1. L’espace C(X, Y ) est fermé dans (F(X, Y ), d) muni de la distance de
la convergence uniforme.

2. Si de plus Y est complet, alors (C(X, Y ), d) est complet.

Démonstration

1. Soit (fn) ∈ C(X, Y ) une suite convergente dans (F(X, Y ), d) et soit f
sa limite. Soit ε > 0. Il existe n0 > 0 t.q. :

∀n ≥ n0, ∀x ∈ X, d(fn(x), f(x)) < ε.

Soit x0 ∈ X et soit n ≥ n0. Comme fn est continue en x0, il existe un
voisinage V ⊂ X de x0 t.q. :

∀x ∈ V, d(fn(x), fn(x0)) < ε.

On en déduit : ∀x ∈ V ,

d(f(x), f(x0)) ≤ d(f(x), fn(x))+d(fn(x), fn(x0))+d(fn(x0), f(x0)) < 3ε,

i.e. f est continue en x0, ∀x0 ∈ X.

2. Si en outre Y est complet, alors C(X, Y ) est fermé dans F(X, Y )
complet, donc complet.

1.2 Convergence simple

Théorème de Dini

Soit X un espace compact et soit (fn) ∈ C(X,R) une suite monotone qui
converge simplement vers f sur X. Alors la convergence vers f est uniforme
sur X.
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Démonstration

1. Pour fixer les idées, on suppose que la suite (fn) est croissante vers f .
En remplaçant fn par f − fn, on se ramène au cas où fn décrôıt vers
0.

2. Soit ε > 0. On pose :

Xn = {x ∈ X, fn(x) ≥ ε}, ∀n ∈ N.

Les fonctions fn étant continues, Xn est un fermé, ∀n. On remarque
que :

x ∈ ∩n≥0Xn ⇐⇒ ∀n ≥ 0, fn(x) ≥ ε

ce qui contredit que fn(x)→ 0, ∀x ∈ X. On en déduit que ∩n≥0Xn = ∅
dans X compact, donc qu’il existe n1 < n2 < · · ·nk tels que ∩ki=1Xni

=
∅. La suite (fn) étant décroissante par hypothèse, il en est de même de
(Xn) et alors ∩ki=1Xni

= Xnk
= ∅. On en déduit que Xn = ∅, ∀n ≥ nk,

i.e. :

∀x ∈ X, ∀n ≥ nk, 0 ≤ fn(x) < ε,

ce qui termine la preuve.

1.3 Théorème d’Ascoli

Proposition

Un espace métrique (X, d) est compact si et seulement si (X, d) est
complet et si ∀ε > 0, X peut être recouvert par un nombre fini de boules
ouvertes de rayon ε.

Démonstration

1. ⇐ Soit ε > 0. On suppose que X est complet et peut être recouvert
par un nombre fini de boules ouvertes de rayon ε.

Soit (xn)n≥0 une suite de X et soit X = ∪N0
i=1B(x

(0)
i , ε) un recouvre-

ment fini de X. La suite (xn)n≥0 étant infinie (sinon, le résultat est

immédiat), il existe une suite extraite (xϕ0(n)) ∈ B(x
(0)
i0
, ε) contenue

dans une boule B(x
(0)
i0
, ε). De même, soit X = ∪N1

i=1B(x
(1)
i , ε/2) un

recouvrement de X et soit (xϕ0◦ϕ1(n)) ∈ B(x
(1)
i1
, ε) contenue dans une

boule B(x
(1)
i1
, ε). Par récurrence sur k, on construit des suites extraites
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(xϕ0◦···◦ϕk(n) ∈ B(x
(k)
ik
, ε/2k). On pose yn = xϕ0◦···◦ϕn(n). Par construc-

tion yn ∈ B(x
(n)
in
, ε/2n). Soit n, p ≥ 0. Alors

(yn+p, yn) ∈ B(x
(n)
in
, ε/2n)2, ∀n, p ≥ 0

ce qui montre que (yn) est de Cauchy dans X complet, donc conver-
gente, soit yn → y∗. On conclut que X est compact.

2. ⇒ La réciproque est immédiate.

Corollaire

Dans (X, d) complet, Ā ⊂ X est compact si et seulement si ∀ε > 0, A
peut être recouvert par un nombre fini de boules ouvertes de rayon ε.

Théorème d’Ascoli

Soit (X, d) compact, (Y, d) complet. On suppose que la famille A ⊂
C(X, Y ) est équicontinue et vérifie : ∀x ∈ X, l’ensemble {f(x), f ∈ A} est
compact. Alors A est compact.

Démonstration

1. Soit ε > 0. La famille A étant équicontinue sur le compact X, il existe
η > 0 tel que

∀x, y ∈ X, d(x, y) < η ⇒ ∀f ∈ A, d(f(x), f(y)) < ε.

SoitX = ∪Ii=1B(xi, η) un recouvrement fini. Pour tout i, {f(xi), f ∈ A}
est compact par hypothèse, donc peut être recouvert par un nombre
fini de boules ouvertes de rayon η. Soit donc

∪Ii=1{f(xi), f ∈ A} ⊂ ∪Jj=1B(yj, ε).

Soit f, g ∈ A et soit x ∈ X, par exemple x ∈ B(xi, η), f(xi) ∈ B(yj, ε),
g(xi) ∈ B(yk, ε). Alors

d(f(x), g(x)) ≤ d(f(x), f(xi)) + d(f(xi), yj) + d(yj, yk) + d(yk, g(xi))+

+d(g(xi), g(x)) < 4ε+ d(yj, yk).

Si j = k = γ(i), alors d(f(x), g(x)) ≤ 4ε. Pour réaliser cela, on
introduit l’ensemble Γ des applications γ : {1, · · · , I} → {1, · · · , J}
et on note

Aγ = {f ∈ A, f(xi) ∈ B(yγ(i), ε), ∀i}, ∀γ ∈ Γ.
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Alors A ⊂ ∪γ∈ΓAγ et le recouvrement est fini. On a : ∀γ ∈ Γ,

∀f, g ∈ Aγ, d(f, g) ≤ 4ε.

i.e. : Aγ ⊂ B(gγ, 4ε) pour tout choix de gγ ∈ Aγ, γ ∈ Γ. Comme Γ est
fini et que A ⊂ ∪γ∈ΓAγ, on a obtenu un recouvrement fini de A par
des boules ouvertes de 4ε, ∀ε > 0.

2 Construction d’espaces de fonctions

2.1 Espaces hilbertiens à poids

Soit Ω ⊂ RN un ouvert de RN . Dans la suite, on convient d’identifier
L2(Ω) avec son dual.

L’espace L2(Ω, a)

Soit a : Ω → R un poids sur Ω, i.e. une fonction continue, > 0 sur Ω.
Alors la forme bilinéaire définie sur Cc(Ω) par

((f, g))a :=

∫
Ω

f(x)g(x)a(x) dx, ∀(f, g) ∈ Cc(Ω) (1)

est un produit scalaire sur Cc(Ω).

Proposition

L’espace

L2(Ω, a) := {f : Ω→ R,
∫

Ω

|f |2a dx < +∞}

est le complété de Cc(Ω) pour la norme ‖ · ‖a associée au produit scalaire
(1). C’est un espace de Hilbert qu’on choisit de ne pas identifier à son dual
puisque L2(Ω) a été pris comme espace pivot.

Démonstration

Soit f ∈ Cc(Ω)
‖·‖a

et soit (fn)n ∈ Cc(Ω) t.q. ‖fn − f‖a → 0. Alors (fn −
f)
√
a → 0 dans L2(Ω). On en déduit que la suite (fn

√
a)n est de Cauchy

dans L2(Ω) qui est complet, donc convergente dans L2(Ω). De l’unicité
de la limite dans L2(Ω), on déduit que f

√
a ∈ L2(Ω), i.e. f ∈ L2(Ω, a)
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et l’inclusion Cc(Ω)
‖·‖a ⊂ L2(Ω, a) est ainsi montrée. Réciproquement, soit

f ∈ L2(Ω, a). Alors f
√
a ∈ L2(Ω) et comme Cc(Ω) est dense dans L2(Ω), il

existe une suite (gn)n ∈ Cc(Ω) t.q. : gn → f
√
a dans L2(Ω), i.e.

gn√
a
−f → 0

dans L2(Ω, a) avec
gn√
a
∈ Cc(Ω).

Proposition

L’application bilinéaire (f, g) 7→ (f, g) :=
∫

Ω
f(x)g(x) dx est définie sur

L2(Ω, a) × L2(Ω, a−1) et met en dualité L2(Ω, a) et L2(Ω, a−1), l’opérateur
de dualité de L2(Ω, a) sur L2(Ω, a−1) étant l’opérateur de multiplication par
a.

Démonstration

Soit (f, g) ∈ L2(Ω, a)× L2(Ω, a−1). On a

(f, g) =

∫
Ω

f(x)
√
a(x)g(x)

1√
a(x)

dx

donc, l’inégalité de Cauchy-Schwartz entrâıne :

|(f, g)| ≤ ‖f‖a‖g‖a−1 <∞.

De plus, ∀f ∈ L2(Ω, a),

‖af‖2
a−1 =

∫
Ω

|af(x)|2 1

a
dx = ‖f‖2

a <∞,

i.e. af ∈ L2(Ω, a−1). D’autre part, ∀g ∈ L2(Ω, a),

|(af, g)| = |(
√
af, g
√
a)| ≤ ‖

√
af‖2‖g

√
a‖2 = ‖af‖a−1‖g‖a

i.e. :
|(af, g)|
‖g‖a

≤ ‖af‖a−1 , ∀g ∈ L2(Ω, a).

et l’égalité est réalisée pour g = f . On en déduit

sup
g∈L2(Ω,a)

|(af, g)|
‖g‖a

= ‖af‖a−1

De plus : ∀(f, g) ∈ L2(Ω, a) × L2(Ω, a−1), ((f, g))a = (af, g) ce qui montre
que l’opérateur de multiplication par a est l’opérateur de dualité.

6



Corollaire

L’opérateur de multiplication par
√
a est une isométrie de L2(Ω, a) sur

L2(Ω).

Proposition

On suppose qu’il existe c > 0 t.q. :

a(x) ≥ c > 0, ∀x ∈ Ω. (2)

Alors L2(Ω, a) s’identifie à un sous-espace dense de L2(Ω) et les inclusions :

L2(Ω, a) ⊂ L2(Ω) ⊂ L2(Ω, a−1).

sont des injections continues avec images denses.

Démonstration

Soit f ∈ L2(Ω, a). On a

|f | = | 1√
a
f
√
a| ≤ 1√

a
‖f‖a

donc l’inclusion L2(Ω, a) ⊂ L2(Ω) est continue. Comme de plus l’application
f 7→ f

√
a est une isométrie de L2(Ω, a) sur L2(Ω), l’inclusion est injective.

La densité de Cc(Ω) dans L2(Ω) entrâıne :

Cc(Ω)
|·|
⊂ L2(Ω, a)

|·|
⊂ L2(Ω)

i.e. : L2(Ω, a)
|·|

= L2(Ω).

Exemple

Pour tout s > 0, on définit l’espace Ĥs(RN) associé au poids

as(x) = (1 + ‖x‖2)s ∀x ∈ RN .

Définition

Le produit de convolution f ? g de deux fonctions f, g ∈ Cc(RN) est
défini par :

(f ? g)(x) =

∫
RN

f(x− y)g(y)dy =

∫
RN

f(y)g(x− y)dy.
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Remarque

1. Le produit de convolution de deux fonctions f, g ∈ Cc(RN) est une
fonction continue à support compact :

supp (f ? g) ⊂ supp(f)+ supp(g).

2. D’après le théorème de Fubini :∫
RN

(f?g)dx =

∫
RN

(∫
RN

f(y)g(x− y)dx

)
dy =

∫
RN

f(y)dy

∫
RN

g(t)dt.

On en déduit, par densité de Cc(RN) dans L1(RN) :

‖f ? g‖1 ≤ ‖f‖1‖g‖1, ∀f, g ∈ L1(RN). (3)

3. On pose : ∀h ∈ RN ,

τhϕ(x) = ϕ(x+ h), ∀ϕ ∈ Cc(RN).

On voit immédiatement que :

(τhf) ? g = f ? (τhg) = τh(f ? g), ∀f, g ∈ Cc(RN).

Proposition

Soit λ ∈ Cc(RN) continûment différentiable sur RN et soit f ∈ Cc(RN).
Alors f ? λ est différentiable de différentielle donnée par :

D(f ? λ) = f ? Dλ.

Démonstration

Soit K le support de λ. On a

1

‖h‖
(τh(f ? λ)− f ? λ− f ? Dλ · h) = f ?

1

‖h‖
(τhλ− λ−Dλ · h)

avec : ∀y ∈ RN ,

1

‖h‖
(τhλ− λ−Dλ · h) (y) =

1

‖h‖

∫ 1

0

(Dλ(y + th)dt−Dλ(y)) dt · h.

L’application λ est de classe C1 sur K, donc Dλ est uniformément continue
sur le compact K. Soit ε > 0 Il existe η > 0 t.q. :

∀y ∈ RN , ∀h ∈ B(0, η), |(Dλ(y + th)dt−Dλ(y)) · h| ≤ ε‖h‖.
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On en déduit :

∀y ∈ RN , ∀h ∈ B(0, η),

∣∣∣∣ 1

‖h‖
(τhλ− λ−Dλ · h) (y)

∣∣∣∣ ≤ ε

donc : ∀h ∈ B(0, η),∣∣∣∣ 1

‖h‖
(τh(f ? λ)− f ? λ− f ? Dλ · h)

∣∣∣∣ ≤ ε

∫
K

|f(x− y)|dy ≤ εCK‖f‖1

Remarque

Si f ∈ Cc(RN) et si ρ ∈ C∞c (RN), alors f ? ρ ∈ C∞c (RN).

Théorème

L’application : Cc(RN)× Cc(RN) 3 (f, g) 7→ f ? g ∈ Cc(RN) se prolonge
en une application linéaire continue de L1(RN)× L1(RN) dans L1(RN).

Démonstration

De (3), on déduit que l’application bilinéaire Cc(RN)×Cc(RN) 3 (f, g) 7→
f ?g ∈ L1(RN) est continue lorsque Cc(RN) est muni de la norme induite par
L1(RN). Le théorème de prolongement par densité valable dans les espaces
de Banach permet de conclure.

Corollaire

Le produit de convolution se prolonge de façon unique en une aplication

linéaire continue de Lp(RN) × Lq(RN) dans Lr(RN) où :
1

r
=

1

p
+

1

q
grâce

à l’inégalité :

‖f ? g‖r ≤ ‖f‖p‖g‖q.

Théorème

Pour tout λ ∈ L1(RN), l’opérateur de convolution λ? : L2(RN) 3 f 7→
λ?f ∈ L2(RN) est une application linéaire continue de L2(RN) dans L2(RN)
et on a

|λ ? f | ≤ ‖λ‖1|f |, ∀f ∈ L2(RN).
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Démonstration

Soit λ ∈ L1(RN) et soit f ∈ L2(RN). On a :∫
RN

|λ?f |2dx =

∫
RN

∣∣∣∣∫
RN

λ(y)f(x− y)dy

∣∣∣∣2 dx ≤ ∫
RN

(∫
RN

|λ(y)||f(x− y)|dy
)2

dx =

=

∫
RN

(∫
RN

√
|λ(y)|

√
|λ(y)||f(x− y)|dy

)2

dx ≤

≤
∫
RN

∫
RN

|λ(y)|dy
∫
RN

|λ(y)||f(x− y)|2dydx =

= ‖λ‖1

∫
RN

∫
RN

|λ(y)||f(x− y)|2dydx.

La mesure de Lebesgue étant invariante par translation, on en déduit,
d’après le théorème de Fubini :∫

RN

|λ ? f |2dx ≤ ‖λ‖2
1|f |2.

Théorème : approximation par convolution

Soit λ ∈ Cc(RN) t.q. : λ ≥ 0,

∫
RN

λdx = 1 et supp λ ⊂ B(0, 1) où B(0, 1)

est la boule unité ouverte de RN . Pour tout h ∈]0, 1[, on définit λh sur Rn

en posant :

λh(x) =
1

hN
λ
(x
h

)
, ∀x ∈ RN .

Alors, les opérateurs de convolution λh? sont bornés dans L2(RN) et convergent
simplement dans L2(RN) vers l’unité. De plus : ∀f ∈ L2(RN),

|λh ? f − f | ≤ ω(f, h) := sup
‖y‖≤h

(∫
RN

|f(x− y)− f(x)|2dx
)1/2

(4)

Démonstration

On remarque que pour tout h ∈]0, 1[, la fonction λh est continue, ≥ 0, à
support compact contenu dans une boule de rayon h et que, par changement
de variable : ∫

RN

λhdx =
1

hn

∫
RN

λ
(x
h

)
dx =

∫
RN

λh(y)dy = 1.

10



Du théorème précédent, on déduit que

‖λh ? ‖ := sup
f∈L2(RN )

|λh ? f |
|f |

≤ ‖λh‖1 = 1.

Il reste à montrer (4). Soit f ∈ L2(RN). On a∫
RN

|λh ? f − f |2dx =

∫
RN

∣∣∣∣∫
RN

λh(y)(f(x− y)− f(x))dy

∣∣∣∣2 dx ≤
≤
∫
RN

∫
RN

λh(y)dy

∫
RN

λh(y)|f(x− y)− f(x)|2dydx =

= ‖λh‖1

∫
B(0,h)

∫
RN

λh(y)|f(x− y)− f(x)|2dxdy ≤

≤ ‖λh‖1

∫
B(0,h)

λh(y)ω(f, h)2dy = ‖λh‖2
1ω(f, h)2 = ω(f, h)2.

Par densité de Cc(RN) dans L2(RN), limh→0 ω(f, h) = 0, d’où la conclusion.

Proposition

L’espace D(Ω) est dense dans L2(Ω).

Démonstration

Soit f ∈ L2(Ω) et soit ε > 0. Comme Cc(Ω) = L2(Ω), il existe f0 ∈ Cc(Ω)
t.q. |f − f0| ≤ ε. Soit K ⊂ Ω le support compact de f0. Il existe h1 > 0
suffisamment petit t.q. K+B(0, h) ⊂ Ω, ∀h ∈]0, h1[. Soit ρ ∈ D(RN) définie
par :

ρ(x) =

 exp

(
− 1

1− ‖x‖

)
si ‖x‖ < 1,

0 si ‖x‖ ≥ 1.

On pose : ρh(x) =
1

hN
ρ
(x
h

)
, ∀x ∈ RN , ∀h > 0. Alors, ρh ∈ D(Ω) a

son support contenu dans B(0, h). Donc, le support de ρh ? f0 est dans
K +B(0, h) ⊂ Ω, ∀h ∈]0, h1, et il existe h2, 0 < h2 < h1, t.q. :

|f0 − ρh ? f0| ≤ ω(f0, h) ≤ ε.

Il en résulte : ρh ? f0 ∈ D(Ω) et

|f − ρh ? f0| ≤ 2ε, ∀h < h2.
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2.2 Les espaces de Sobolev Hm
0 (Ω), Hm(Ω),

H−m(Ω)

Soit Ω ⊂ RN un ouvert de RN . On note D(Ω) l’espace des fonctions de
classe C∞ à support compact dans Ω et on choisit d’identifier L2(Ω) à son
dual.

Proposition

Sot D un espace vectoriel muni d’un produit scalaire (·, ·) et soit H le
complété de D pour (·, ·). Soit A = {Ap}p∈P une famille finie d’opérateurs
linéaires de D dans D. On suppose que A est fermée, i.e. : pour toute suite
(ϕn)n≥0 ∈ D qui converge vers 0 dans H et t.q. (Apϕn)n converge vers fp
dans H, ∀p ∈ P , on a fp = 0, ∀p ∈ P . Alors , il existe un complété H0(A)
de D pour la norme ‖ · ‖A associée au produit scalaire :

((ϕ, ψ))A := (ϕ, ψ) +
∑
p∈P

(Apϕ,Apψ),

pour lequel l’inclusion H0(A) ⊂ H est injective, d’image dense dans H.

Démonstration

Soit H0(A) un complété de D pour le produit scalaire ((·, ·))A, θ l’in-
jection canonique de D dans H0(A), j l’injection canonique de D dans H.
On remarque que j est continue sur D muni de la norme ‖ · ‖A. Il existe
donc une application continue ĵ ∈ L(H0(A), H) à image dense. On veut
montrer que ĵ est injective. Soit ϕ ∈ H0(A) t.q. ĵ(ϕ) = 0. Par constuction
de H0(A), il existe une suite (ϕn)n ∈ D t.q. : θ(ϕn)→ ϕ dans H0(A). Donc
(θ(ϕn))n est de Cauchy dans H0(A) et comme θ est une isométrie, (ϕn)n
est ausssi de Cauchy pour ‖ · ‖A, i.e., les suites (ϕn)n et (Ap(ϕn))n, p ∈ P ,
sont de Cauchy dans H. Comme H est complet, il existe f ∈ H, fp ∈ H,
p ∈ P , t.q. ϕn → f dans H et Apϕn → fp dans H, ∀p ∈ P . Comme ĵ est
continue, ĵθ(ϕn)→ ĵ(ϕ), i.e. j(ϕn) = ϕn → 0 dans H. Comme la famille A
est fermée, on en déduit que fp = 0, ∀p ∈ P . Finalement : ‖ϕn‖A → 0, i.e.
θ(ϕn)→ 0 dans (D, ‖ · ‖A). On en déduit que ϕ = 0.

Corollaire

Si Q ⊂ P et si B = {Ap}p∈Q ⊂ A, alors H0(A) ⊂ H0(B) ⊂ H, les images
des injections étant denses.
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Proposition

La famille Am des opérateurs de dérivation :

Dp =
∂|p|

∂xp11 · · · ∂x
pN
N

d’ordre |p| = p1 + · · ·+ pN ≤ m est fermée.

Démonstration

Les opérateurs Dp, 0 ≤ |p| ≤ m, sont des opérateurs linéaires D(Ω) →
D(Ω) vérifiant, d’après la formule d’intégration par parties : :∫

Ω

Dpϕψdx = (−1)|p|
∫

Ω

ϕDpψdx

Soit ϕn ∈ D(Ω) t.q. : ϕn → 0 dans L2(Ω). On suppose de plus qu’il existe
une famille (fp)|p|≤m t.q. :

Dpϕn → fp dans L2(Ω), |p| ≤ m.

Soit ψ ∈ D(Ω). On a∫
Ω

Dpϕnψdx = (−1)|p|
∫

Ω

ϕnD
pψdx

d’où, en passant à la limite :∫
Ω

fpψdx = 0, ∀ψ ∈ D(Ω).

Par densité de D(Ω) dans L2(Ω), on en déduit que fp = 0, |p| ≤ m, i.e. que
la famille Am est fermée.

Définition

On note Hm
0 (Ω) le complété de D(Ω) pour le produit scalaire

((ϕ, ψ))m :=
∑
|p|≤m

(Dpϕ,Dpψ) =
∑
|p|≤m

∫
Ω

DpϕDpψ dx

et par H−m(Ω) son dual. Par construction Hm
0 (Ω), appelé espace de Sobolev

d’ordre m, est dense dans L2(Ω). On appelle espace de Sobolev d’ordre −m
son dual H−m(Ω).
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Remarque

On déduit de ce qui précède les inclusions : ∀k ≤ m,

D(Ω) ⊂ Hm
0 (Ω) ⊂ Hk

0 (Ω) ⊂ L2(Ω) ⊂ H−k(Ω) ⊂ H−m(Ω) ⊂ D′(Ω)

où D′(Ω) est le dual algébrique de D(Ω). De plus, chaque espace est dense
dans le suivant, à l’exception de D′(Ω) qui n’est pas muni de topologie. Les
éléments de H−m(Ω) sont appelés distributions.

Corollaire

Si |p| ≤ m, l’opérateur de dérivation Dp se prolonge de façon unique en

un opérateur linéaire continu de Hm
0 (Ω) = D(Ω)

|·|
dans L2(Ω).

Si f ∈ L2(Ω), on définit la distribution Dpf ∈ H−m(Ω) en posant :

(Dpf, ϕ) = (−1)|p|(f,Dpϕ), ∀ϕ ∈ Hm
0 (Ω)

Définition

On appelle espace de Sobolev d’ordre m le sous-espace de L2(Ω) défini
par :

Hm(Ω) = {f ∈ L2(Ω), Dpf ∈ L2(Ω)}.

2.3 La Transformation de Fourier

Définition

1. Soit ϕ ∈ D(RN). On appelle transformée de Fourier de ϕ l’application

ξ 7→ F(ϕ)(ξ) =

∫
RN

e−2iπξ·yϕ(y)dy.

2. On dit que ϕ est à décroissance rapide sur RN si

sup
x∈RN

|xkϕ(x)| < +∞, ∀k ∈ N.

où xk est le produit : xk = xk11 · · · x
kN
N , ∀k = (k1, · · · , kN) ∈ NN .

On note S(RN) l’ensemble des fonctions de classe C∞, à décroissance
rapide sur RN ainsi que leurs dérivées.
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Proposition

La transformation de Fourier F est un opérateur linéaire de S(RN) sur
S(RN).

Démonstration

Soit ϕ ∈ D(RN). Sa transformée de Fourier est de classe C∞ et à
décroissance rapide sur RN . On a les relations :

DkF(ϕ) = F((−2iπx)kϕ),

(2iπξ)kF(ϕ)(ξ) = F(Dkϕ).

Il en résulte :
|2πξ||k||Fϕ(ξ)| ≤ ‖Dkϕ‖L1 . (5)

|Dk(Fϕ)(ξ)| ≤ ‖2πx||k|‖Dkϕ‖L1 . (6)

On conclut en remarquant que ces relations et les estimations associées
resent valides pour ϕ ∈ S(RN).

Théorème d’inversion

La transformation F définie par : ∀ϕ ∈ D(RN),

F(ϕ)(ξ) =

∫
RN

e2iπξ·yϕ(y)dy

est l’inverse de la transformation de Fourier F ∈ L(S(RN),S(RN)).

Démonstration

Soit ϕ ∈ S(RN). On pose

g(x) = e−π‖x‖
2

, ∀x ∈ RN .

Alors g ∈ S(RN) et
∫
RN g(x)dx = 1. D’autre part, en posant :

τaϕ(x) = ϕ(x+ a), ∀a, x ∈ RN ,

on obtient les formules :

F(τaϕ)(ξ) = e2iπa·ξF(ϕ)(ξ)

F(ϕh)(ξ) = F(ϕ)(hξ), F(x 7→ ϕ(hx)) = (F(ϕ))h où ϕh(x) =
1

hN
ϕ
(x
h

)
, ∀h ∈ R∗
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On a ∫
RN

e2iπξ·aF(ϕ)(ξ)g(hξ)dξ =

∫
RN

F(τaϕ)(ξ)g(hξ)dξ =

=

∫
RN

(τaϕ)(ξ)F(x 7→ g(hx))(ξ)dξ =

=

∫
RN

(τaϕ)(ξ)(F(g))h(ξ)dξ =

∫
RN

(τaϕ)(ξ)gh(ξ)dξ =

=

∫
RN

(τaϕ)(hξ)g(ξ)dξ =

∫
RN

ϕ(hξ + a)g(ξ)dξ.

D’après le théorème de convegence dominée, quand h→ 0 :

g(0)

∫
RN

e2iπξ·aF(ϕ)(ξ)dξ = ϕ(a)

∫
RN

g(ξ)dξ = ϕ(a),

i.e. : FF(ϕ)(a) = ϕ(a), ∀a ∈ RN .

Remarque

On montre de même FFϕ = ϕ.

Proposition (Parseval-Plancherel)

On munit L2(RN ,C) du produit hermitien :

(ϕ, ψ) 7→
∫
RN

ϕ(x)ψ(x)dx =: (ϕ, ψ)

Soit ϕ, ψ ∈ S(RN). On a

(ϕ, ψ) = (Fϕ,Fψ)

et par suite :
|ϕ|2 = |Fϕ|2

Démonstration

D’après le théorème d’inversion :

(ϕ, ψ) = (ϕ,FFψ) = (Fϕ,Fψ).

Théorème

Les transformations F et F se prolongent de façon unique en isométries
inverses l’une de l’autre de L2(RN) sur L2(RN).
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Démonstration

Comme D(RN) est dense dans L2(RN), il en est de même de S(RN).

Théorème

Les transformations F et F se prolongent de façon unique en des opérateurs
linéaires continus de L1(RN) dans C0(RN), ensemble des fonctions continues
tendant vers 0 à l‘infini.

Démonstration

Des estimations (5)–(6) on déduit que F est une application continue
de D(RN), ‖ · ‖L1) dans l’espace Cb(RN) des fonctions continues et bornées

sur RN , puis, par densité, de D(RN)
‖·‖1

dans S(RN)
Cb

, i.e. de L1(RN) dans
l’espace C0(RN) des fonctions continues tendant vers 0 à l‘infini.

Théorème

Les transformations F et F se prolongent de façon unique en isométries
inverses l’une de l’autre de Hm(RN) sur Ĥm(RN).

Démonstration

On remarque que Ĥm(RN) est formé des fonctions ψ ∈ L2(RN) t.q. ξ 7→
ξkψ(ξ) ∈ L2(RN), ∀k = (k1, · · · , kN) ∈ NN avec |k| := k1 + · · · + kN ≤ m
muni de la norme équivalente

‖ψ‖Ĥm(RN ) =

∑
|k|≤m

|2πξkψ|2
1/2

.

On conclut à l’aide des égalités

‖F(ϕ)‖Ĥm(RN ) = ‖ϕ‖Hm(RN ), ∀ϕ ∈ S(RN),

‖F(ψ)‖Ĥm(RN ) = ‖ψ‖Hm(RN ), ∀ψ ∈ S(RN).
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3 Résultats de compacité

3.1 Le cas des espaces de Sobolev

Théorème

Soit Ω ⊂ RN un ouvert régulier borné. Pour tout m > k ≥ 0, la boule
unité fermée de Hm(Ω) est compacte dans Hk(Ω).

Démonstration

Soit Bm la boule unité fermée de Hm(Ω) et soit (fn)n ∈ Bm. On
commence par admettre l’existence d’un opérateur de prolongement π0 ∈
L(Hm(Ω), Hm(RN)). Soit θ ∈ D(RN) une fonction t.q. θ = 1 dans un voi-
sinage de Ω. Les applications gn = θπ0(fn) sont dans une boule Bm(a) ⊂
Hm(RN) de rayon a > 1 et leurs supports sont contenus dans le support K
de θ.

Soit m > k ≥ 0 et soit ε > 0. La transformée de Fourier de gn est définie
par :

Fgn(ξ) =

∫
RN

e−2iπξ·ygn(y)dy

et on a la formule :
(2iπξ)kF(gn) = F(Dkgn).

La transformation de Fourier F est un isomorphisme de L2(RN) sur lui-
même qui transforme Hm(RN) en l’espace à poids Ĥ(RN). Soit M > 0. On
a : ∀n, p ∈ N,

(1 +M2)m−k
∫
‖ξ‖≥M

(1 + ‖ξ‖2)k|F(gn)(ξ)−F(gp)(ξ)|2dξ ≤

≤
∫
‖ξ‖≥M

(1 + ‖ξ‖2)m|F(gn)(ξ)−F(gp)(ξ)|2dξ ≤

≤ ‖yn − yp‖2
Hm(RN ) ≤ 2a.

On choisit M > 0 t.q. :
2a

(1 +M2)k−m
< ε. On en déduit : ∀n, p ∈ N,∫

‖ξ‖≥M
(1 + ‖ξ‖2)k|F(gn)(ξ)−F(gp)(ξ)|2dξ ≤

2a

(1 +M2)k−m
< ε. (7)

Soit n ≥ 0 et soit ξ, ξ′ ∈ RN . Soit ϕ ∈ D(RN) t.q. ϕ ≡ 1 sur K. On a :

F(gn)(ξ)−F(gn)(ξ′) =

∫
K

gn(y)(e−2iπξ·y − e−2iπξ′}·y)dy =
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=

∫
RN

gn(y)ϕ(y)(e−2iπξ·y − e−2iπξ′}·y)dy

avec : ∀y ∈ K,

|e−2iπξ·y − e−2iπξ′·y| = |1− e−2iπ(ξ′−ξ)·y| ≤ C‖ξ′ − ξ‖.

donc :

|F(gn)(ξ)−F(gn)(ξ′)| ≤ C‖ξ′ − ξ‖
∫
RN

|gn(y)||ϕ(y)|dy ≤

≤ C‖ξ′ − ξ‖‖gn‖L2(RN )‖ϕ‖L2(RN ) ≤ C‖ξ′ − ξ‖.
On en déduit que la famille des F(gn) est équicontinue sur toute boule de
rayon M > 0. On a aussi : ∀ξ ∈ RN ,

F(gn)(ξ) =

∫
RN

e−2iπξ·ygn(y)ϕ(y)dy

donc
|F(gn)(ξ)| ≤ ‖gn‖L2(RN )‖ϕ‖L2(RN ) ≤ a‖ϕ‖L2(RN ).

Du théorème d’Ascoli, on déduit que la suite des restrictions à B(0,M) des
fonctions F(gn) est relativement compacte dans C(B(0,M),R). Il existe
donc une sous-suite (F(gnk

))k qui converge uniformément vers une fonction
f continue sur B(0,M), i.e. : il existe n0 > 0 t.q. : ∀k, p ≥ n0 :

sup
‖ξ‖≤M

|F(gnk
)(ξ)−F(gnp)(ξ)|2 ≤ ε.

On en déduit :∫
‖ξ‖≤M

(1 + ‖ξ‖2)k|F(gnk
)(ξ)−F(gnp)(ξ)|2dξ ≤ CN(1 +M2)kMNε.

Compte tenu de (7), il en résulte que (F(gnk
))k est de Cauchy dans Ĥk(RN),

i.e. que (gnk
)k est de Cauchy dans Hk(RN), donc convergente dans Hk(RN)

qui est complet. Par construction, ‖fn‖Hk(RN ) ≤ ‖gn‖Hk(RN ), donc la suite
(fnk

)k est aussi de Cauchy dans Hk(RN), donc convergente dans Hk(RN).
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