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1 Compacité des ensembles de fonctions
régulieres

1.1 Convergence uniforme

Proposition

Soit (X, 7) un espace topologique, (Y, d) un espace métrique. Soit F(X,Y)
I’ensemble des fonctions X — Y muni de la distance de la convergence uni-
forme :

d(f,g) = supd(f(x),g(x)) € [0,+00], V[, g€ F(X,Y).

zeX

Si Y est complet, alors (F(X,Y),d) est complet.

Démonstration

1. Soit (f,) € F(X,Y) une suite de Cauchy pour d. Soit £ > 0 et soit
ng > 0 tel que

Vn>ng, Vp>0, VeelX, d(f.(x), dpp(x)) <e.
Soit x € X. Alors :
Vn >mng, Yp >0, d(fup(z), fulz)) <e.
i.e. que la suite (f,(z)) est de Cauchy dans (Y,d) complet, donc

convergente : soit f,(x) — f(x).
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2. Soit € > 0 et soit ng > 0 tel que
Vo € Xa Vn > no, VP > 07 d(fner(x)a fn(x)) <Eé.

On fixe n > ng. Alors :
Vi€ X, lim d(fusyl@) ful@) = d(f(2), fule) < ¢

ie.: d(f, fn) <e, Vn>nyg,
et donc f, — f dans (F(X,Y),d).

Proposition

Soit (X, 7) un espace topologique et soit (Y, d) un espace métrique.

1. L’espace C(X,Y) est fermé dans (F(X,Y),d) muni de la distance de
la convergence uniforme.

2. Si de plus Y est complet, alors (C(X,Y),d) est complet.

Démonstration

1. Soit (f,) € C(X,Y) une suite convergente dans (F(X,Y),d) et soit f
sa limite. Soit € > 0. Il existe ng > 0 t.q. :

Vn >mng, VreX, d(f.(z), f(z)) <e.

Soit g € X et soit n > ng. Comme f,, est continue en z, il existe un
voisinage V' C X de xg t.q. :

Ve eV, d(fu(z), fu(xe)) <e.
On en déduit : Vo € V,
d(f(x), f(zo)) < d(f(2), fu(2))+d(fa(x), fal20))+d(fr(20), f(20)) < 3e,

i.e. f est continue en xg, Vrg € X.

2. Si en outre Y est complet, alors C(X,Y) est fermé dans F(X,Y)
complet, donc complet.

1.2 Convergence simple

Théoréme de Dini

Soit X un espace compact et soit (f,,) € C(X,R) une suite monotone qui
converge simplement vers f sur X. Alors la convergence vers f est uniforme

sur X.



Démonstration

1. Pour fixer les idées, on suppose que la suite (f,,) est croissante vers f.
En remplacant f, par f — f,, on se ramene au cas ou f, décroit vers
0.

2. Soit € > 0. On pose :
X,={reX, fulx)>e}, VneN

Les fonctions f, étant continues, X, est un fermé, Vn. On remarque
que :
T E Np>o Xy <= V>0, fu(z)>¢

ce qui contredit que f,,(z) — 0, Vz € X. On en déduit que N,>0 X, = 0
dans X compact, donc qu’il existe ny < ng < ---ny, tels que NE_, X, =
(). La suite (f,,) étant décroissante par hypothese, il en est de méme de
(X,) et alors N¥_, X,,. = X,,, = 0. On en déduit que X,, = 0, Vn > ny,
ie. :

Vee X, Yn>ng 0<fu(r)<e,

ce qui termine la preuve.

1.3 Théoreme d’Ascoli

Proposition

Un espace métrique (X, d) est compact si et seulement si (X,d) est
complet et si Ve > 0, X peut étre recouvert par un nombre fini de boules
ouvertes de rayon ¢.

Démonstration

1. <= Soit € > 0. On suppose que X est complet et peut étre recouvert
par un nombre fini de boules ouvertes de rayon ¢.

Soit (2,,)n>0 une suite de X et soit X = vazolB(:v(o),s) un recouvre-

i
ment fini de X. La suite (z,),>0 étant infinie (sinon, le résultat est

immédiat), il existe une suite extraite (2yom)) € B (xz(-(?),s) contenue
dans une boule B(xl(g),g). De meéme, soit X = UZN:llB(xEl),a/Z) un

(1)
i1 0

recouvrement de X et soit (Zygop,(n)) € B(z;,”,€) contenue dans une

1 . . . :
boule B (xgl), e). Par récurrence sur k, on construit des suites extraites
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(% pg0-opp(n) € B(azgf),&t/Qk). On pose Y, = Tygo..0pm(n)- Par construc-
tion y,, € B(ng),g/Q”). Soit n,p > 0. Alors
(g ) € Bl /22, ¥n.p >0

ce qui montre que (y,) est de Cauchy dans X complet, donc conver-
gente, soit y, — y,. On conclut que X est compact.

2. = La réciproque est immédiate.

Corollaire

Dans (X, d) complet, A C X est compact si et seulement si Ve > 0, A
peut étre recouvert par un nombre fini de boules ouvertes de rayon ¢.

Théoréme d’Ascoli

Soit (X, d) compact, (Y,d) complet. On suppose que la famille A C
C(X,Y) est équicontinue et vérifie : Vo € X, Uensemble {f(z), f € A} est
compact. Alors A est compact.

Démonstration

1. Soit € > 0. La famille A étant équicontinue sur le compact X, il existe
n > 0 tel que

Vo,y € X, d(z,y) <n=VfeA df(z),fly) <e

Soit X = U!_, B(z;,n) un recouvrement fini. Pour tout 4, { f(x;), f € A}
est compact par hypothese, donc peut étre recouvert par un nombre
fini de boules ouvertes de rayon 7. Soit donc

Ui {f (1), f € A} C UL B(y;.)-

Soit f,g € Aetsoit x € X, par exemple z € B(x;,1), f(x;) € B(y;,€),
g(x;) € B(yk, ). Alors

d(f(x),g(x)) < d(f (@), f(x:) +d(f (@), y;) + d(y5, ye) + dye, 9(2:))+

+d(g(xi), g(x)) < 4e + d(y;, yr)-

Sij =k = 7(i), alors d(f(x),g(z)) < 4e. Pour réaliser cela, on
introduit ’ensemble I' des applications v : {1,---, I} — {1,---,J}
et on note

Ay ={f€A f(x)€ B(yyu,e), Vi}, Vyel.
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Alors A C U,er A, et le recouvrement est fini. On a : Vy € T,
Vg€ A, d(f,g) <4e

ie.: A, C B(gy,4¢) pour tout choix de g, € A,, v € I'. Comme I" est
fini et que A C U,crA,, on a obtenu un recouvrement fini de A par
des boules ouvertes de 4¢, Ve > 0.

2 Construction d’espaces de fonctions

2.1 Espaces hilbertiens a poids

Soit 2 € RY un ouvert de RY. Dans la suite, on convient d’identifier
L?(Q) avec son dual.

L’espace L?*(2,a)

Soit a : 2 — R un poids sur €2, i.e. une fonction continue, > 0 sur Q.
Alors la forme bilinéaire définie sur C.(2) par

(F9)i= [ f@h(@alo) do, V(7.9) € C.(2) (1)
est un produit scalaire sur C.(€2).
Proposition
L’espace

L*(Q,a) :={f: Q =R, /Q|f|2adx<+oo}

est le complété de C.(£2) pour la norme || - ||, associée au produit scalaire
(1). C’est un espace de Hilbert qu’on choisit de ne pas identifier a son dual
puisque L?(2) a été pris comme espace pivot.

Démonstration

7 lle

Soit f € C.(Q2) et soit (fr)n € Ce(Q) t.q. || fn — flla = 0. Alors (f,, —
f)v/a — 0 dans L*(Q). On en déduit que la suite (f,1/a), est de Cauchy
dans L?(2) qui est complet, donc convergente dans L?*(€2). De l'unicité
de la limite dans L*(Q), on déduit que fy/a € L*(Q), i.e. f € L*(Q,a)
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et U'inclusion C, (Q)” e L?(2,a) est ainsi montrée. Réciproquement, soit
f e L*,a). Alors fy/a € L*(Q) et comme C.(€2) est dense dans L*(), il

existe une suite (g ) € C() t.q. : g — fy/a dans L*(Q), i.e. 9771_ —f—=0
a
dans L*(Q, a) avec € C.().
\/_
Proposition
L’application bilinéaire (f, g) — = [, f( ) dx est définie sur

L*(Q,a) x L*(Q,a™!) et met en duallte Lz(Q a) et LQ(Q a™'), l'opérateur
de dualité de L*(2, a) sur L*(2,a™ ') étant 'opérateur de multiplication par
a.

Démonstration

Soit (f,g) € L*(Q,a) x L*(2,a™!). On a

_ / f(2)Va@)g()

! dz
Va(z)

donc, I'inégalité de Cauchy-Schwartz entraine :

[ < A llallgllamr < oo
De plus, Vf € L*(,a),
o 1 2
lofl2-s = [ laf(@)pdo = ] < o
Q a
ie. af € L?(Q,a™'). Dautre part, Vg € L*(Q, a),

(af,9)| = [(Vaf. gva)l < |IVafll2llgvallz = llaflla-llglla

1.e. :

a
LI < o, v € 2202.0)
et 1’égalité est réalisée pour g = f. On en déduit

|(af, 9)|

ger?@a)  |l9lla

= [laflla—

De plus : V(f,g) € L*(Q,a) x L*(2,a™), ((f,9))a = (af,g) ce qui montre
que 'opérateur de multiplication par a est 'opérateur de dualité.
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Corollaire

L’opérateur de multiplication par \/a est une isométrie de L?(€2, a) sur
L3(92).
Proposition

On suppose qu’il existe ¢ > 0 t.q. :
a(z) >c¢>0, Vrell (2)
Alors L?(9, a) s’identifie & un sous-espace dense de L?(Q) et les inclusions :
L*(Q,a) C L*(Q) C L*(Q,a™ ).

sont des injections continues avec images denses.

Démonstration

Soit f € L*(Q,a). On a

1= |1 val <

1 1 |
valvi =7
donc l'inclusion L?(€, a) C L*(2) est continue. Comme de plus I'application
f = f+v/a est une isométrie de L*(2,a) sur L*(Q), 'inclusion est injective.
La densité de C.(€2) dans L?*(f2) entraine :

[ flla

O c @) c )

ie.: 2((La) | = L(Q).

Exemple

Pour tout s > 0, on définit I'espace H*(RY) associé au poids
as(z) = (1 + ||lz]|?)* Vo e RY.
Définition

Le produit de convolution f x g de deux fonctions f,g € C.(RY) est
défini par :

(fxg)(x) = - flx—y)g(y)dy = . fy)g(z —y)dy.
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Remarque

1. Le produit de convolution de deux fonctions f,g € C.(RY) est une
fonction continue a support compact :

supp (f * g) C supp(f)+ supp(g).

2. D’apres le théoreme de Fubini :

[ o= [ ([ sgte-mac)ay= [ sy [ awar
RN RN \JRN RN RN
On en déduit, par densité de C.(RY) dans L'(RY) :

1f*glly <l flllglls,  Vf g€ L'RY). (3)
3. On pose : Yh € RY,
mhe(x) = o(x +h), Vo€ C(RY).
On voit immédiatement que :

(Thf)xg = fx(mg) =Ta(fxg), Vf g€CARY).

Proposition

Soit A € C.(RY) contintiment différentiable sur RY et soit f € C.(RY).
Alors f x A est différentiable de différentielle donnée par :

D(f*xA) = fxDA.

Démonstration

Soit K le support de A. On a

1 1
— (Th(f*x A) — A—fxDX-h)= — (A= AX—DX-h

avec : Vy € RV,

1 1 1
I (T\A — A — DX h) (y) = W/o (DA(y + th)dt — DA(y)) dt - h.

L’application X est de classe C! sur K, donc D\ est uniformément continue
sur le compact K. Soit € > 0 Il existe n > 0 t.q. :

vy € R, Vh e B(0,n), [(DAy+th)dt — DA(y)) - hl < e|[h].
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On en déduit :
1
vy € RV, Vh € B(0,7n), 'W(ThA—A—DA-h) (y)’ <e
donc : Yh € B(0,n),

ﬁmﬁmf*m—f*A—f*thﬂSe/ﬁﬂx—ywwéﬁﬁﬂﬂh
K

Remarque

Si f € C.(RY) et si p e C(RY), alors f*p € C(RY).

Théoréme

L’application : C.(RY) x C.(RY) 3 (f,g) — f *g € C.(R") se prolonge
en une application linéaire continue de L*(RY) x LY(RY) dans L*(RY).

Démonstration

De (3), on déduit que I'application bilinéaire C.(RY) xC.(RY) 3 (f, g) —
fxg € LY(RY) est continue lorsque C,(RY) est muni de la norme induite par
LY(RY). Le théoreme de prolongement par densité valable dans les espaces
de Banach permet de conclure.

Corollaire

Le produit de convolution se prolonge de facon unique en une aplication
1 1 1
linéaire continue de LP(RY) x L4(RY) dans L"(RY) oti : — = — + ~ grace
r P 4q
a l'inégalité :

1 *glle < [1£llpllgllq-

Théoréme

Pour tout A € LY(RY), l'opérateur de convolution M : L2(RY) > f
M f € L*(RY) est une application linéaire continue de L*(RY) dans L?(R")
et on a

A I < MBS VS € LARY).
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Démonstration

Soit A € LY(RY) et soit f € L2(RY). On a :

fopesas= [ we [ ([ polse-viar) g

- / (/ VWMW—y)uy)de <

/RN/RN ‘dy/ AW f(z — y)[Pdyde =
_||>\||1// If (& — ) Pdyde.

La mesure de Lebesgue étant invariante par translation, on en déduit,
d’apres le théoreme de Fubini :

2

[ A=y

[ e < XL

Théoréme : approximation par convolution

Soit A € C.(RY) t.q.: A >0, / Adz = 1etsupp A C B(0,1) ou B(0,1)
RN
est la boule unité ouverte de RY. Pour tout h €]0, 1], on définit \; sur R"

en posant :
1

hN
Alors, les opérateurs de convolution A\, sont bornés dans L*(RY) et convergent
simplement dans L?(RY) vers 'unité. De plus : Vf € L*(RY),

() = )\(%) Vz € RY.

Mk f = f1 S w(f,h) = sup (/ !f(x—y)—f(x)Ide>l/2 (1)

Démonstration

On remarque que pour tout h €]0, 1], la fonction Ay, est continue, > 0, a
support compact contenu dans une boule de rayon A et que, par changement
de variable :

1 T
Mdr = — AM =) dx = A dy = 1.
/RN ha hn RN <h> * /RN h(:U) Y
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Du théoreme précédent, on déduit que

A %
A+ := sup [ A+ f]
fEL2(RN) |f|

< [[Anlly = 1.

Il reste & montrer (4). Soit f € L2(RY). On a

[ wrs = spas= [

<[] s [ wlste =) = )Py -

2

| M) =) = f(@)dy | da <

=l [ L 0) — sy <

<l [ Nl Py = [l 1) = (5. )
B(0,h)
Par densité de C.(RY) dans L*(RY), limy,_,o w(f, h) = 0, d’out la conclusion.

Proposition

L’espace D(R) est dense dans L*(1).

Démonstration

Soit f € L*(Q) et soit € > 0. Comme C.(Q) = L?(Q), il existe fy € C.(Q)
t.q. |f — fol < e. Soit K C Q le support compact de fy. Il existe hy > 0
suffisamment petit t.q. K+ B(0,h) C Q, Vh €]0, hy[. Soit p € D(RY) définie
par :

1
exp| —— | si ||z|| <1,
=] oo (-g) e

0 si ) > 1.

1
On pose : pp(z) = NP (%), Ve € RY Vh > 0. Alors, p, € D(Q) a
son support contenu dans B(0,h). Donc, le support de p, * fy est dans
K+ B(O, h) C Q, Vh G]O, hy, et il existe ho, 0 < hy < hq, t.q. :

|fo — pn* fo| Sw(fo,h) <e.
Il en résulte : py x fo € D(Q) et

|f = pn* fol <2, Vh < hs.
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2.2 Les espaces de Sobolev H{'(2), H™(f2),
H="(9Q)

Soit Q2 € RY un ouvert de RY. On note D(£2) P'espace des fonctions de
classe C* & support compact dans et on choisit d’identifier L?(€) & son
dual.

Proposition

Sot D un espace vectoriel muni d'un produit scalaire (-,-) et soit H le
complété de D pour (-,-). Soit A = {A,},ep une famille finie d’opérateurs
linéaires de D dans D. On suppose que A est fermée, i.e. : pour toute suite
(¢n)n>0 € D qui converge vers 0 dans H et t.q. (A,pn), converge vers f,
dans H,Vp € P,on a f, =0, Vp € P. Alors , il existe un complété Hy(.A)
de D pour la norme || - || 4 associée au produit scalaire :

() a = (p,9) + Z(Ap90> Ap),

peEP

pour lequel l'inclusion Hy(A) C H est injective, d'image dense dans H.

Démonstration

Soit Hy(A) un complété de D pour le produit scalaire ((-,-))4, 6 'in-
jection canonique de D dans Hy(A), j l'injection canonique de D dans H.
On remarque que j est continue sur D muni de la norme || - || 4. Il existe
donc une application continue j € L(Hy(A), H) & image dense. On veut
montrer que j est injective. Soit ¢ € Hy(A) t.q. j((p) = 0. Par constuction
de Hy(A), il existe une suite (), € D t.q. : (p,) = ¢ dans Hy(A). Donc
(0(on))n est de Cauchy dans Hy(A) et comme 6 est une isométrie, (¢y,)n
est ausssi de Cauchy pour || - || 4, i.e., les suites (¢,)n et (Ay(pn))n, p € P,
sont de Cauchy dans H. Comme H est complet, il existe f € H, f, € H,
p € P, tq. ¢, — f dans H et A,p, — f, dans H, Vp € P. Comme ] est
continue, j0(¢,) — j(¢), i.e. j(¢n) = ¢n — 0 dans H. Comme la famille A
est fermée, on en déduit que f, =0, Vp € P. Finalement : [|¢,|4 — 0, i.e.
0(vn) — 0 dans (D, || - [|4). On en déduit que ¢ = 0.

Corollaire

SiQ C PetsiB={A,},cq C A, alors Hy(A) C Ho(B) C H, les images
des injections étant denses.
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Proposition

La famille A,,, des opérateurs de dérivation :

olrl
D= ———
ozt - - Oy

d’ordre |p| = p1 + - -+ + pn < m est fermée.

Démonstration

Les opérateurs D?, 0 < |p| < m, sont des opérateurs linéaires D(2) —
D(Q) vérifiant, d’apres la formule d’intégration par parties : :

/Q DPpipda = (—1)P! /Q ©DPypda

Soit ¢, € D(Q) t.q. : ¢, — 0 dans L*(2). On suppose de plus qu’il existe
une famille (fp)|pj<m t.q. :

DPy, — f, dans Lz(Q), Ip| < m.

Soit ¢ € D(Q2). On a

/ﬂ DPopdr = (—1)P! / onDPda

Q

d’ol1, en passant a la limite :
/ fpvde =0, Vi € D(Q).
Q

Par densité de D(2) dans L?(€2), on en déduit que f, = 0, |p| < m, i.e. que
la famille A,, est fermée.
Définition
On note H["(2) le complété de D(2) pour le produit scalaire
()= S (D% D7) = 3 [ DPoDrida
Ipl<m lpl<m 7 ¢

et par H~(2) son dual. Par construction HJ*(2), appelé espace de Sobolev
d’ordre m, est dense dans L?*(€2). On appelle espace de Sobolev d’ordre —m
son dual H~™(2).
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Remarque
On déduit de ce qui précede les inclusions : Vk < m,
D(Q) C HQ) C HY Q) c LA(Q) c HH(Q) c H™(Q) C D'(Q)

ou D'(Q) est le dual algébrique de D(€2). De plus, chaque espace est dense
dans le suivant, a 'exception de D’'(£2) qui n’est pas muni de topologie. Les
éléments de H~™(2) sont appelés distributions.

Corollaire

Si |p| < m, 'opérateur de dérivation DP se prolonge de fagon unique en
un opérateur linéaire continu de H{*(§2) = D(Q)H dans L?(9).
Si f € L*(Q), on définit la distribution D?f € H~™()) en posant :

(DPf,0) = (=1)P(f, DPp), Vo € H'(Q)

Définition

On appelle espace de Sobolev d’ordre m le sous-espace de L?(Q) défini
par :
H™(Q) = {f € L*(Q), D"f € L*(Q)}.

2.3 La Transformation de Fourier
Définition

1. Soit ¢ € D(RY). On appelle transformée de Fourier de ¢ I'application

£ Flp)(€) = / e 2TEY () dy.

RN
2. On dit que ¢ est a décroissance rapide sur RY si

sup |z"p(x)| < +o00, VE e N.

zERN
ot z* est le produit : zF = :l:'fl---x’;VN, Vi = (ki,--- ,kn) € NV,

On note S(RY) I'ensemble des fonctions de classe C*, & décroissance
rapide sur RY ainsi que leurs dérivées.
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Proposition

La transformation de Fourier F est un opérateur linéaire de S(RY) sur

S(RM).

Démonstration

Soit ¢ € D(RY). Sa transformée de Fourier est de classe C® et a
décroissance rapide sur RY. On a les relations :

DFF(p) = F((—2imz)* ),

(2im€)* F(p)(€) = F(D ).
Il en résulte :
2™ Fe(€)] < [ D gl| - (5)
|D"(Fe)(©)] < |2z ™| D* ]| 1. (6)

On conclut en remarquant que ces relations et les estimations associées
resent valides pour ¢ € S(RY).

Théoréme d’inversion

La transformation F définie par : Vo € D(RY),

Fe) = [ ety
est I'inverse de la transformation de Fourier F € £(S(RY), S(RY)).
Démonstration
Soit ¢ € S(RY). On pose
g(x) = e‘“”“HQ, vz e RY.
Alors g € S(RY) et [, g(z)dz = 1. D’autre part, en posant :
Tap(7) = o(x +a), VYa,xz€RY,

on obtient les formules :

Flrag)(§) = @< F(o)(€)
Flon)(©) = F@HE),  Flor plha)) = (Flehn ob oule) = 20 (3

15
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On a
e rneane = [ Freones -

- [ o) OF @ = gha))(c)as -
- [ (ol FamEd = [ () Oam(e)ds =

— [ (o t)a©ri = [ othe + apg(e)as

D’apres le théoreme de convegence dominée, quand h — 0 :
90) [ e r )@ = pla) [ gl)d€ = oo
RN RN
ie.: FF(p)(a) = ¢(a), Va € RV,

Remarque

On montre de méme FFp = .

Proposition (Parseval-Plancherel)

On munit L?(RY, C) du produit hermitien :

(o) = | p(x)(z)dr =: (p,9)

]RN
Soit ¢, ¥ € S(RY). On a
() = (Fo, FY)
et par suite :
o = | Fol?
Démonstration

D’apres le théoreme d’inversion :
(0, 0) = (0, FFY) = (Fp, Fo).

Théoréme

Les transformations F et F se prolongent de facon unique en isométries
inverses I'une de I'autre de L?(RY) sur L*(RY).
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Démonstration

Comme D(RY) est dense dans L*(R"), il en est de méme de S(RY).

Théoréme

Les transformations F et F se prolongent de facon unique en des opérateurs
linéaires continus de L'(RY) dans Cy(R”), ensemble des fonctions continues
tendant vers 0 a l‘infini.

Démonstration

Des estimations (5)—(6) on déduit que F est une application continue
de D(RY), || - |lz1) dans Pespace Cy(RY) des fonctions continues et bornées

sur RY | puis, par densité, de D(IERN)”'”1 dans S(RN) ™", i.e. de L*(RY) dans

'espace Co(RY) des fonctions continues tendant vers 0 & l'infini.

Théoréme

Les transformations F et F se prolongent de facon unique en isométries
inverses I'une de I'autre de H™(RY) sur H™(RY).

Démonstration

On remarque que H™(RY) est formé des fonctions 1) € L2(RN) t.q. & —
E(€) € LARY), Vk = (ki,--- ,kn) € NV avec |k = ki + -+ kv <m

muni de la norme équivalente

1/2

1 gy = | Y 127E [

lkl<m

On conclut a I'aide des égalités

[F () gm@ny = el zm@yy, Vo € S(RY),

|’T:(7/1)Hﬁm(RN) = [YllgmEyy, VY€ S(RY).
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3 Résultats de compacité

3.1 Le cas des espaces de Sobolev

Théoréme

Soit © C RY un ouvert régulier borné. Pour tout m > k > 0, la boule
unité fermée de H™(Q) est compacte dans H*((2).

Démonstration

Soit By, la boule unité fermée de H™(Q2) et soit (f,)n € Bm. On
commence par admettre I'existence d'un opérateur de prolongement 7° €
L(H™(Q), H™(RY)). Soit § € D(RY) une fonction t.q. § = 1 dans un voi-
sinage de . Les applications g, = 07°(f,) sont dans une boule B,,(a) C
H™(RYN) de rayon a > 1 et leurs supports sont contenus dans le support K
de 6.

Soit m > k > 0 et soit € > 0. La transformée de Fourier de g,, est définie
par :

Fgu(€) = /R i e 2V g, (y)dy

et on a la formule :
(2in&)* F(gn) = F(D*gy).

La transformation de Fourier F est un isomorphisme de L*(RY) sur lui-
méme qui transforme H™(RY) en l'espace a poids H(RY). Soit M > 0. On
a:Vvn,peN,

(1+ M2yt / OISR IR0 - Flae) e <

= / (14 €171 F (9:)(€) = Flgp)(§)PdE <
ll€ll>n

S Hyn - yp”%{m(RN) S 2a.

- . 2a e
On ChOlSltM>Ot.q..(1+M2)kim<€. On en déduit : Vn,p € N,
2a
L+ [EI)F1F (9a)(€) = Flgp)(©)PdE < mrrom <& (T
[ 0 I F () ~ Fla O de < i < (D)

Soit n > 0 et soit &, & € RY. Soit ¢ € D(RY) t.q. ¢ =1 sur K. On a :
F(90)(&) — Flga) (&) = / gu(y) (€72 — T2y =
K
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- / gn(y)p(y) (e 2 — 2Ny gy
RN
avec : Vy c K’
e 2R _ | |1 0] < Ol — ],

donc :

[ F(9n)(€) = Flgn) ()] < ClIE =< /RN 190 ()l (y)]dy <

< CllE" = Ellllgnll 2@y ol 2y < ClIE =]

On en déduit que la famille des F(g,) est équicontinue sur toute boule de
rayon M > 0. On a aussi : V¢ € RY,

Flgn) (&) = / e 2 g () (y)dy

RN
donc

[F(9n) (O] < Nlgnllr2@m el 2@y < allel| 2@y
Du théoreme d’Ascoli, on déduit que la suite des restrictions a B(0, M) des
fonctions F(g,) est relativement compacte dans C(B(0,M),R). 1l existe

donc une sous-suite (F(gy, ))r qui converge uniformément vers une fonction
f continue sur B(0, M), i.e. : il existe ng > 0 t.q. : Vk,p > nyg :

sup | F (g, )(§) = F(gn, ) ()" < e.

llensm
On en déduit :

/”5<M(1 + €I F (90 ) (€) = F(gn, ) (©)[PdE < On(1 4+ M?)*M*e.

Compte tenu de (7), il en résulte que (F(gn, ) est de Cauchy dans H*(RN),
i.e. que (gn,)x est de Cauchy dans H*(R"), donc convergente dans H*(RY)
qui est complet. Par construction, || fu||gr@yy < ||gn | gr@y), donc la suite
(fn, )& est aussi de Cauchy dans H*(RY), donc convergente dans H*(RY).
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