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1 Fonctions de la variable complexe

1.1 Fonctions holomorphes

Définition 1.1.1. Soit {2 C C un ouvert. Une application f : 2 — C est
dite holomorphe en a € € si elle est C-dérivable en a.

f est dite holomorphe sur 2 si elle est C-dérivable en tout a € C.

Pus généralement une application f : A C C — C est holomorphe sur
un sous-ensemble A C C s’il existe un ouvert €2 C C t.q. A C € et une
application f : Q — C holomorphe sur Q qui prolonge f sur Q.

La dérivabilité par rapport a la variable complexe est plus forte que la
différentiabilité sur R? au sens suivant :

Proposition 1.1.1. Soit Q C C un ouvert et soit f :  — C. On pose
P =Re(f), Q =Im(f). Les propositions suivantes sont équivalentes :
1. L’application f est C-dérivable au point a € C.

2. L’application f est R-différentiable en a et vérifie les relations de
Cauchy-Riemann en a :

oP 0Q oP 0Q
%(a) = 8_y(a)’ 8_y(a> = _6_x<a)'

Définition 1.1.2. Soit 2 C un ouvert. Une application f : @ — C est
analytique sur € si pour tout zy € €2, f est développable en série entiere
au voisinage de z, i.e. si Vzg € €, il exste un disque ouvert D(zy,r) C €2
centré en 2 t.q. : f(2) = >, 50 (2 — 20)", V2 € D(2,7).
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Proposition 1.1.2. St f : Q@ — C est analytique sur l'ouvert €2, alors f
est holomorphe sur 2.

Définition 1.1.3. On note H(£2) 'ensemble des fonctions holomorphes sur
Q.

1.2 Lacets

Définition 1.2.1. Soit v un lacet dans C et soit 2y € . On appelle indice
de zy par raport au lacet v le nombre :

1 d
Indq/(Zo) = —/ i

2im ),z — 20

Proposition 1.2.1. Soit 7 : [a,b] — C un lacet.
1. L’application zy € C\ v — Ind,(z0) est @ valeurs dans Z.
2. L’application zp € C\ v+~ Ind,(20) est continue sur C\ ~.

Démonstration. 1. On pose :
t !
7' (s)ds
t) = ———, Vtela,b
o) = [ T el
Y (¢)

et alors ¢'(t) = la ot t — fracy (t)y(t) — zo est continue.

V() — 2o
En de tels points :
d

Se0(3(t) — ) =0

ie. t — e 98 (y(t) — z) est constante par morceaux sur [a,b], i.e.
constante sur [a, b] par continuité de 7. Il en résulte : 79 (y(a)—zy) =
e IO (y(b) — 2) et y(a) = y(b) = e 9@ = ¢790) je. : 9®)9(0) =
On en déduit qu’il existe n € Z t.q. g(b) — g(a) o g(b) = 227m,

g(a)=

1.e. :

1 1 [ 4/(s)ds dz
" 2z7rg(b) 2im / 7v(s) — 2o L Z— 2y nd,(20)

2. Soit zg € C\ 7 et soit D(z,7) C C\ . Soit 2|, € D(zp,7/2). On a :

1 20 — 24
dz
[/ (2 = 20)(2 = =)

27

|Ind, (20) — Ind, ()| = <




1 |20 — 20|

|dz|

<or | = lle— 4
avec : Vz € 7,
2=z >z =2 =12 —0—2 ZT—C:£>0
F— Jor—l=1

donc 5
ind, (20) — Tnd (4)] < —5120 — 24

[]

Pratiquement, le plan C étant orienté, le nombre Ind, (zo) est le nombre
de tours du lacet autour de zy comptés positivement si le lacet tourne dans
le sens direct, négativement si le lacet tourne dans le sens indirect.

Exemple 1 (Exemple fondamental). Soit v : [0,27] — C, ¢t + Re™,
R > 0, et soit 2z € C.

1. Si z € D(0, R),

1 dz 1 2™ Rine™dt
R - =n.

Ind,(z) = Ind,(0) = 2ix |7 " 2ir ), Reint
v

2. Siz & D(0,R),

1 dz
nd, (z0) oo /() (oo 27 S

avec :
|dz| |dz|

/dZ < </ 27| —~ 0
o I E A R | [ B B R S (R SRR

Définition 1.2.2. Soit v : I — C un lacet. On appelle intérieur, resp.
extérieur, de v, et on note Int(y), resp. Ext(vy), 'ensemble :

Int(y) ={z € C, Ind,(z) # 0}

resp. :
Ext(vy) ={z € C, Ind,(z) = 0}.

Théoréme 1.2.2 (Théoréme de Cauchy-Goursat). Soit Q C C un domaine

(i.e. Q est ouvert et connexe) et soit v : I — C un lacet t.q. Int(y) C Q.
Ona:

Ve H(Q), /f(z)dz = 0.
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Corollaire 1.2.3 (Formule de Cauchy). Soit Q@ C C un domaine et soit
feHH(). Soity: I — C un lacet t.q. Int(y) C Q. Soit zo € A\ . On a :

1
Ind, (20) f(20) = 2% szZiO
il

dz.

D’apres la Proposition 1.1.2; toute fonction analytique est holomorphe.
La formule de Cauchy permet de montrer que la réciproque est vraie, i.e.
que f : 2 — C est holomorphe dans un ouvert € ssi f est analytique sur €.

Théoreme 1.2.4. Toute application f holomorphe sur un ouvert 0 C C
est dévelopable en série de Taylor 3, oan(z — 20)" en tout point zy €
sur le disque ouvert D(zy,d,,) de rayon d,, = sup{r > 0, D(zy,r) C Q}.

De plus :
(n)
ap = f (ZO> = 1 / Ldz
C(zo,r) (

n! 2im z — zp)"t!

ot C(zg,7) désigne un cercle de rayonr > 0 centré en zy de rayonr €)0,d,, |,
orienté positivement.

En particulier, f admet des dérivées f*) a tout ordre k € N* holo-
morphes sur 2.

1.3 Développement en série de Laurent

Théoreme 1.3.1. Soit 0 < r < R et soit a € C. Toute fonction holomorphe
sur la couronne

Cla,r,R)={2€C,r <|z—a|] < R}

est développable en série de la forme f(z) = Zfi an(z — a)™ appelée série
de Laurent qui converge normalement sur tout compact K C C(a,r, R).
De plus, ¥n € Z, Vs €]r, R|,

1 f(z

)
e[ By
¢ 2im C(a,r,s) (Z - a)n—i—l :

Définition 1.3.1. Soit f(z) = > 2 a,(z — a)" le développement en série
de Laurent de f dans la couronne C(a,r, R). On appelle partie principale,
resp. partie réguliere, la somme Y"1 a,(z — a)", resp. 0™ a,(z — a)™.

Proposition 1.3.2. Pour toute fonction holomorphe dans la couronne C(a,r, R),

1
pour tout s €]r, R, l'intégrale i / f(2)dz est égale au coefficient a_y
T Jc(a,r,s)

du terme dans le développement en série de Laurent de f.



Définition 1.3.2. 1. Soit A C C et soit a € A. On dit que a est isolé
dans A il existe r > 0 t.q. D(a,7) N A = {a} ou D(a,r) = {z €
C, |z —a| <r}.

2. Un sous-ensemble A C C est dit discret si tous ses points sont isolés.

Définition 1.3.3. On dit que f admet une singularité isolée au point
isolé zy € C ¢'il existe r > 0 t.q. f soit holomorphe sur le disque épointé

D*(zg,7) = D(20,7) \ {0}.

Comme D*(zg,r) est une couronne, f admet un développement en série

de Laurent sur D*(zg,7) de la forme > % a,(z — 2)™

On distingue trois types de singularités isolées.

(1) La singularité z, est dite apparente si a,, = 0, ¥n < 0. Alors f est
prolongeable en une fonction holomorphe sur le disque D(zg,r) par
le Théoreme de prolongement de Riemann.

(2) La singularité 2z, est appelée un pole d’ordre m > 1 si a, = 0,
Vn < —m et alors f(z) = >0 a,(z — 2)", Vz € D*(z,7). Une
telle application est dite méromorphe.

(3) La singularité z, est dite essentielle s’il a, # 0 pour une infinité
d’indices n < 0.

Définition 1.3.4. On appelle résidu de f en z, et on note Res(f,z) le
coefficient de a_; dans le développement en série de Laurent de f en z.

Théoréme 1.3.3 (Théoreme des Résidus). Soit 2 un domaine de C (i.e.
Q ouvert et connexe). Soit A C Q un ensemble discret et soit v un lacet
contenu dans Q \ A, d’intérieur contenu dans Q. Pour toute fonction f
holomorphe sur Q\ A, on a la formule des résidus :

/f(z)dz = 2im Z Ind, (a)Res(f, a)

acA

2 Polynomes de Bernouilli

2.1 Introduction

Définition 2.1.1 (Fonction Zeta). On appelle fonction Zeta 1’application :
1

C:s— Z — définie sur |1, +o00|, prolongée a {s € C, Re(s) > 1}.
nS

n>1



Définition 2.1.2 (Fonction Gamma). On appelle fonction Gamma 1’ap-
+oo

plication : I' : s — / t*~le'dt définie sur )0, +oo[, prolongée a {s €
C, Re(s) > 0}.

Proposition 2.1.1. Sur la demi-bande Re(s) > 1, les fonctions ¢ et " sont

reliées par
+00 ts_l

F(S)C(s):/o et—ldt

1
2.2 FEtude de z — ——
e — 1
Proposition 2.2.1. L’application z T e développe en série de
e* —
Laurent sur {z € C, |z| < 27} sous la forme :
1 1 1 b
=-—= —)n 2 V2| < 2 1
A gy <)

ou les coefficients b,, n > 1, sont appelés nombres de Bernouwilli.

Démonstration. L’application z — — est méromorphe sur C et admet
e

pour poles les racines de e* = 1,i.e. les nombres 2ik7m, k € Z, qui sont des

poles simples. Le résidu en 0 de z — 7 est donné par :

er —

z
im =1.
z—=0e? — 1

1
— — est holomorphe sur {z € C, |z] <
e* — z
27}, donc développable en série entiere sur le disque ouvert |z| < 27. En

particulier :

On en déduit que z —

1 1 z+1—¢€* z+1—¢€*

S ~ 7
e#—1 =z z(e2—=1) =20 P2

V|z| < 27

avec . 1 B .
. 2" oz —e 1
6_1+Z+Zn!:>£1—% 2 9

Le calcul donne directement : Vz € C \ 2inZ,
1 1 e“+1

ez—1+2_2(62—1)



e +1
2(e* — 1)
pair dans le DL sur le disque ouvert {z € C, |z| < 27}. O

avec z € C\2inZ +— impaire, ce qui annulle les coefficients d’ordre

Proposition 2.2.2. Les coefficients de Bernouwilli sont des nombres réels
rationnels.

Démonstration. On peut aussi écrire, au moins formellement :

n

1 1 1 L o p
62—122(1—u(z)):_zu(z) ot u(z) = Z(n—l—l)!

z
k>0 n>1

Les coefficients b,, s’obtiennent donc a partir d’opérations algégriques (addi-
tions, multiplications) sur les coefficents réels rationnels du développement
de wu. O

zZX

€
2.3 Etudede z:—~ ——, z € C.
e —1
De I'égalité I'(s) = (s—1)!, Vs € N*, on déduit que la fonction génératrice
de (, s’écrit :

tz

o1 +oo e
> (k) = i, VzeC.
0

e —_—
k>1

zx

Proposition 2.3.1. Pour tout x € C, l’application z —

z

1 est développable

en série de Laurent sur le disque ouvert {z € C, |z| < 2m} sous la forme :

e 1 B,(z) ,_4
e —1 2 + Z n! ®

n>1

ot les coefficients B,(x), n > 1, sont des fonctions polynomes en z € C.

zx

Démonstration. Pour tout z € C, I’application z — est méromorphe

e? —

1
de mémes poles que ceux de z +—> 1 Par multiplication avec le développement

en série entirere de z — €**, on obtient directement :

‘ -+ Z ﬂz”_l, V|z| < 27

e#—1 z n!
n>1

avec B, (z) fonction polynome de degré n en z, ¥n > 1. O
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Définition 2.3.1. Avec les notations de la Proposition 2.3.1, on appelle
polynémes de Bernouilli les polynomes B, (X), n > 1.

Proposition 2.3.2. Avec les notations de la Proposition 2.3.1,
Bo(X +1)— B,(X) =nX""'  V¥n>1.
B,(1-X)=(-1)"B,(X), Vn>1.
Boj1(0) =0,  By(0) = (=1)"b, VE>0.
Démonstration. Par identification terme a terme des coefficients dans la

relation :
z(z+1) zx

e
:€ZCL’+ ,
e —1 e —1

Ve e C, V|z| <2m,

on déduit :
Bo(X +1) = B,(X)=n!X""" Vn>1.

De méme, a partir de la relation :

z(1—x) —zx

e
=——— Vze(C, Vv 2
=1 ——7 "eC |z| < 2,

on déduit :
B,(1-X)=(-1)"B,(X), VYn>1.

Par comparaison avec (1), on obtient :

Bopy1(0) =0,  By(0) = (=11, Vk > 0.

2.4 Développements trigonométriques des
polynomes de Bernouilli

Proposition 2.4.1. Soit r €]0,2r[. On consideére le lacet v : t € [0, 27| —
re. On a

B 1 zr
nl) _ 1 /—e “_ yu>1, veec
n! 2ir )., z"(e* — 1)

Démonstration. Par définition du résidu :
B, (x) e

— Res———
n! esz"(ez - 1)



zZT

2n(e? — 1)
disque ouvert de bord le lacet v, on a, d’apres le Théoreme des résidus :

L’application z — admettant z = 0 pour unique pole dans le

1 e**dz R e
- - @@ - e§—
2ir )., 2"(e* — 1) 2n(e* — 1)

B
z2=0 n.

Proposition 2.4.2. On suppose x réel. Alors : Vx € [0, 1],

Bo(z) = (—1)12(2k)1) %

n>1

Bor1(z) = (=1)*'2(2k + 1)! Z ?gﬁ%ﬁ

n>1
les séries étant normalement convergentes sur [0, 1].

Démonstration. Soit x € R et soit n > 1. L’application z — % est

méromorphe sur sur C, de poles z = 2ikw, k € N, simples a ’exception de
z = 0 qui est multiple d’ordre n. Soit N > 1 et soit Ry = (2N + 1)7. On
note vy, k € [[0, N]], le lacet vy : ¢ € [0, 27] — Rye. D’apres le Théoréme
des Résidus :

e 1 3T
Res + Res— ) = —/ —dZ
( ]') z=—2ikm Zn(ez - 1) z=2ikm 2um YN Zn(ez - 1)
avec : Vk € [[1, N]],
Res e _ i ezz(z ¥ 22]€7T> _ e:t2‘ik7r:v .
2(e* = 1) | Lo, zoE2ikr 2n(e* — 1) (£2ikm)n

On en déduit :

N 21k7r:r 672ik7m 1 e*x
S ;|
+ Zl ( 2ikm)" 2ik7r)”> 2im /VN zn(e* — 1) -

avec . .
/ L / 6—‘ dz).
o 2M(er = 1) oy 1207 = 1)
Pour tout z € C, on pose z = s + it. Alors :
= < si s <O0.
(ez—l)‘ lex — 1] — [er =1 -




Sis >0,

e—z(l—x)
(e =1)

e—s(l—w) 1

— <
1 —e2| = |1 — e

(;zj 1) ' -

On remarque que : Vz € vy, |z — 2ikn| > 7, Vk € 7Z, donc : Vz € 7y,
Vk € Z,

1 1
= , <C.
|€z_]_| |€z—27,k7r_]_| —

Il en résulte :

2T d ™ Rydt C
/e—dz'SC/ M:C/ NE —ir—— 0
. 2n(e* — 1) . |z|" 0 R%, Ry Notoo

1 ezx
lim — ——dz = 0.
N300 207 o 2(er = 1) N

1.e.:

On en déduit :

Bn(l') N 62ik7rx 672ik7rx -
n! - Z ((22’/57?)” i (—2ikm)" ) 0

On conclut en discutant suivant la parité de n.
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