Préparation Agrégation Externe Rennes 1 Matthieu Romagny, TD du lundi 20 septembre 2021

Le groupe des quaternions comme 2-Sylow de SLy(IFs)

Exercice 1 (Le groupe des quaternions comme 2-Sylow de SLy(F3), [Mneimné, § 0-A.2, page 82|)
Soit G = SLy(FF3) et H un 2-Sylow de G.

1. Vérifiez que le cardinal de G est égal a 24.
2. Montrez qu’il y a exactement 6 matrices de trace nulle dans G.
(Pour M = (%), distinguez les cas a =0 et a # 0.)
3. Soit M € H.
(a) Montrez que M est annulée par le polynome X® — 1.
(b) Déduisez-en que M est diagonalisable sur une cléture algébrique du corps Fs.
(c) En utilisant le polynéme caractéristique, montrez que si tr(M) # 0, alors M = +1,.
4. Montrez que H = {1y} U{M € SLy(F3); tr(M) = 0} puis que H est distingué.

5. Montrez que H est non abélien et posséde 6 éléments d’ordre 4. Déduisez-en que H est
isomorphe au groupe des quaternions Hi.

6. Montrez que G est produit semi-direct du groupe des quaternions par Z/3Z, et qu'il n’est
pas isomorphe au groupe symétrique Sy .

L’image suivante est extraite du livre [Mneimné].

Nous donnons dans cette section la liste (#) des éléments de SL(2, F3).
Nous y ferons allusion par la suite.
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Remarquons que les éléments de Hg figurent sur les deux premieres lignes




Exercice 2 (Points fizes d’un p-groupe sur un ensemble fini, archi-classique)
Soient G’ un p-groupe fini (ce qui implique G # {1}). Démontrer que si G agit sur un ensemble
fini X, avec sous-ensemble de points fixes X on a | XY = |X| mod p.

Exercice 3 (Lemme de Cauchy, [FGNI, exercice 2.10])
Soit p un nombre premier. On démontre ici le lemme de Cauchy : tout groupe fini dont l’ordre est
multiple de p posséde un élément d’ordre p, par une méthode due & John McKay en 1959.

1. Soit H un groupe fini d’ordre multiple de p. On note X = {(z1,...,2,) € H?; x1...2, = 1}.
Démontrez que l'application o : X — X définie par o(xy,...,x,) = (29, ..., 2y, x1) définit
une action de G = Z/pZ sur X. Utilisant I'exercice précédent, déduisez-en que H posséde
un élément d’ordre p.

2. Lorsque H est abélien, donnez une autre démonstration utilisant un argument plus direct.

Exercice 4 (Théoréme de Sylow, |Serre, chap. 11, § 8.4|)
Soit p un nombre premier. Soit G un groupe fini d’ordre n = p?m avec p { m. On appelle p-sous-
groupe de Sylow de G, ou simplement p-Sylow de G, un sous-groupe d’ordre p?.

1. Démontrez par récurrence sur n que tout groupe fini posséde un p-Sylow :

(a) Soit C le centre de G. Si p divise |C|, par le lemme de Cauchy (exer. 3) il existe un sous-
groupe D C C d’ordre p. Utilisez I'hypothése de récurrence avec G/ D pour conclure.

(b) Si p ne divise pas |C|, montrez que G agit sur G \. C' par conjugaison et qu’il existe un
point x dont l'orbite est de cardinal premier avec p. Utilisant I’hypothése de récurrence
pour le stabilisateur H = G, montrez qu’'un p-Sylow de H répond a la question.

2. Démontrez que tout p-sous-groupe ) C G est inclus dans un p-Sylow.

Indication. Soit P un p-Sylow. On fait agir Q sur X = G/P par translations a gauche.
Utilisant ’exercice 1, montrez que Q) est inclus dans un conjugué de P.

3. Démontrez que tous les p-Sylow de G sont conjugués.
Indication. Prolongez la preuve de la question précédente dans le cas ot Q) est un p-Sylow.
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